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TRAITE 

A N A L Y T I QJJ  E 

DES 

SECTIONS  CONIQUES 

ET  DE  LEUR  USAGE 

POUR  LA  RESOLUTION  DES  EQUATIONS 
dans  les  Problèmes  tant  déterminez  qu ’indéterminez. 

OVVRAGE  F O STB  V ME 

M.Le  Marquis  de  l’H o s p i t a l , Académicien 
Honoraire  de  L' Academie  Royale  des  Sciences. 


Chez* 


A PARIS, 

•L»  Veuve  de  JEAN  B O U D O T , Imprimeur  Ordinaire  du  Roi , le  de 
l’Academie  Roïale  des  Sciences  : 

ET 

(JEAN  BOUDOT  Fils,  Imprimeur  Ordinaire  du  Roy  & de  l’Acade- 
mie Roïale  des  Sciences,  rue  S.  Jacques,  au  Soleil  d’Or,  prés  S,  Se  y crin. 


M.  D CÇ  VII. 

AVEC  PRIVILEGE  DV  ROI. 
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AVERTISSEMENT 

DU  LIBRAIRE- 


'lllufre  & fçavant  tuteur  de  cet 
Ouvrage  étoit  fur  le  point  de  le 
donner  au  Public , lorfqtt il  mourut 
âgé  feulement  de  quarante- trois  ans: 
ce  fut  au  commencement  de  1704. 
Le  Manufcnt  en  étoit  fans  Préface  que  ce  feul 
Auteur  pourvoit  bien  faire  : cejl  pour  cela  quil  ne 
s'en  trouve  point  ici.  Mais  le  titre  fufjha  fans 
doute  aux  Connoiffeurs  , pour  voir  de  quelle  con- 
fequence  en  Géométrie  efi  la  matière  de  ce  Livre  f 
é5  la  grande  réputation  de  M.  le  Marquis  de 
t Hôpttal  en  ce  genre , répond  aujji  ajJeZj,  ce  me 
femble , de  l habileté  avec  laquelle  y ai  appris 
que  cette  matière  y ejl  traitée.  C'efl  ce  qui  nia 
déterminé  â imprimer  ce  Manufcrit  tel  quil  étoit, 

• fans  autre foin  que  défaire  enjorte  quil  le  fut  le 
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AVERTISSEMEN  TV  ~ 
plus  corre élément  qu  il  me  feroit  pojjïble , en  cher- 
chant quelque  habile  Géomètre , qui  voulût  bien 
veiller  a Ctmprcffon.  C'ejl  aujji  ce  que  la  confia 
deration  des  S çavans  pour  l’ Auteur , l'efitme 

pour  ? Ouvrage  que  plufieurs  avoient  déjà  vü  en 
Manufcrit , mont  fait  heureufement  trouver  : 
eflime  déjà  tellement  répandue , que  les  emprejfe- 
mens  d'un  très -grand  nombre  de  Mathématiciens 
pour  cet  Ouvrage , qui  pendant  le  cours  de  ïim- 
prejjion  venoient  me  le  demander  avec  une  efpece 
d impatience  de  le  voir , fur  tout  les  jeunes  Geo - 
mettes , qui  fur  ce  qu'ils  en  avoient  entendu , le 
regardaient  comme  devant  leur  faciliter  l'entrée  à 
la  fublime  Analyfe  des  Infiniment  petits  de 
ï Auteur,  mont forcé  en  quelque  façon  de  le  donner 
fans  la  Préface  que  je  penfois  pourtant  a y faire 
faire  , me  dijant  qu'ils  aimoient  mieux  s'en  * 
paffer , que  d'attendre  plus  long-temps  que  la 
maladie  d'un  des  deux  Geometres  qui  ont  bien 
voulu  revoir  les  Epreuves  de  cet  Ouvrage,  ouïes 
affaires  de  l'autre , permiffent  a un  d'eux  de  la 
faire.  Ces  emprefjemens , les  Joins  de  ces  deux  * 
Me f ieurs , S les  miens  , me  font  efperer  que  le 
Leâeur  fera  content  du  fond  de  l'Ouvrage , 

& de  la  maniéré  correâe  dont  il  ef  imprime.  C'ef 
tout  ce  qu  en  peut  dire  un  homme  de  ma  prof  ef  ion  : 
les  Geometres  en  jugeront. 

TRAITE'- • 
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TRAITÉ  ANALYTIQUE 

DES  SECTIONS  CONIQUES, 

Et  de  leur  ufage  four  la  Réfolution  des  Equations  dans  les 
Problèmes  tant  déterminés  qu’indéterminés. 


LIVRE  PREMIER. 

De  la  rarabole. 

Définitions, 
i. 

Y a n t placé  fur  un  plan  une  Régie  F i o.  i; 
PC,  St  une  E querre  G D O , en  forte 
que  l’un  de  lès  côtés  DG  foit  couché 
le  long  de  cette  régie , on  prendra 
un  fil " F MO  égal  en  longueur  â 
l’autre  côté  DO  de  cette  équerre, 
duquel  l’on  attachera  un  bout  à l'ex- 
trémité O de  ce  côté  D O , & l’autre 
bout  en  un  point  quelconque  F pris  fur  ce  plan  du  mê-  . 
nie  cote  de  l’équerre  par  rapport  à la  régie.  Maintenant 
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Livre  Premier. 


fi  l’on  fait  gliiïèr  le  côcé  D G de  l’équerre  le  long  de  la 
régie  _Z?C,  ôc  qu’en  même  tems  l’on  fe  ferve  d’un  ftyle 
M pour  tenir  toujours  le  fil  tendu,  & là  partie  M O toute 

1 'ointe  8c  comme  collée  contre  le  coté  0 D de  l’équerre  y 
a courbe  AM  JC  que  le  ftyle  M décrit  dans  ce  mouve- 
ment ,eft  une  portion  de  Parabole. 

Si  l’on  renverfo  l’équerre  de  l’autre  côté  du  point  fixe 
F , on  décrira  en  la  même  façon  l’autre  portion  AMZ 
de  la  même  Parabole } de  forte  que  la  ligne  JC  A Z ne 
fera  qu’une  même  courbe  qu’on  appelle  Parabole. 

i. 

La  ligne  B C dans  laquelle  le  bord  inferieur  de  la  ré- 
gie immobile  BC  touche  le  plan  & le  côté  Z)  G de  l’é- 
querre GDO , eft  appellée  Dirè'ctrite. 

3- 

Le  point  fixe  F du  plan , eft  nommé  le  Foyer  de  la  Pa- 
rabole. 


Si  l’on  mène  du  point  fixe  F , fur  la  directrice  BC  une 
perpendiculaire  t E cjui  rencontre  la  parabole  au  point 
A ; la  ligne  A F indéfiniment  prolongée  du  côté  de  F y 
eft  appellée  l'Axe  de  la  parabole. 

La  ligne p quadruple  d <î  AF,  eft  appellée  Paramétré 
de  l’axe. 


6. 


Toutes  les  lignes  comme  MP  menées  des  points  de  la 
parabole  perpendiculairement  à l’axe , font  appellees  Or- 
données à l’axe. 


Toutes  les  lignes  comme  MO  menées  des  points  de 
la  parabole  parallèlement  à l’axe , en  font  les  Diamètres. 

8. 

Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  la  parabole  qu’en 
nn  point,  8c  qui  étant  continuée  de  part  & d’autre  n’en- 
tre point  dedans,  mais  tombe  au  dehors,  eft  appellce 
Tangente  en  ce  point. 
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De  ia  Parabole.  j 

Corollaire  I. 

!•  Tl  fuit  de  la  définition  de  la  Parabole,  que  fi  l’on  tire 
par  un  de  Tes  points  quelconques  M au  foyer  /'une  lig;ne 
droite  MF,  & fur  la  directrice  13 C une  perpendiculaire 
MD  i les  droites  MF , MD,  feront  toujours  égalés  entre 
elles.  Car  fi  l’on  retranche  du  côté  OD  de  l'équerre  & 
du  fil  O M F qui  * lui  efl  égal , la  partie  commune  O M, 
il  eft  vifible  que  les  parties  reliantes  MD , MF,  feront 
toujours  égales  entre  elles. 

^ Corollaire  II. 

!.De  -la  il  efl  évident , que  fi  l’on  mène  une  ligne 
droite  quelconque  K K parallèle  à la  dirédrice  BC,  & 
que  d’un  point  quelconque  M de  la  parabole , on  tire 
fur  cette  ligne  la  perpendiculaire  M K , & au  foyer  la 
droite  MF  i la  différence  ou  la  fomme  KD  des  deux 
droites  MF,  MK,  fera  toujours  la  même  : lavoir  la  dif- 
férence lorfque  le  point  M tombe  au  dellôus  de  KK , &C 
la  fomme  lorfqu'il  tombe  au  deffiis. 

Corollaire  III. 

J -I  l efl  évident  que  FE  efl  divifée  en  deux  parties  éga- 
les par  la  parabole  au  point  A.  Car  fuppofant  que  le 
point  M tombe  au  point  A , la  ligne  MF  tombe  fur  AF, 
&c  la  ligne  MD  fur  AF.,  qui  feront  par  conféquent  éga- 
les entre  elles  ; puifque  MF  efl  toujours  * égale  à MD, 
en  quelque  endroit  de  la  parabole  que  tombe  le  point  M. 

Corollaire  IV. 

4.  De-la  on  voit  comment  on  peut  décrire  une  para- 
bole XAZ , l’axe  AP  dont  le  point  A efl  l’origine  étant 
donné , avec  fon  paramétré  p.  Car  ayant  pris  fur  l’axe 
AP  départ  & d’autre  du  point  A les  parties  AF , AE 
égales  chacune.au  quart  de  fon  paramétré  p , & mené  par 
le  point  £ la  perpendiculaire  indéfinie  BC  fur  FE  ; fi 
l'on  couche  le  bord  inferieur  d'une  régie  fur  cette  ligne 

A ij 


* Dif.  1. 


* Art.  1. 
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4 Livre  Premier. 

B C qui  fèrt  de  dirc&rice , 6c  cpie  par  le  moyen  d’une 
équerre  O DG,  8c  d’un  fil  F MO  égal  au  côté  OD , 6e  at- 
taché par  l’un  de  lès  bouts  au  foyer  F , 6e  par  l'autre 
bout  à l’extrémité  0 de  ce  même  coté,  l’on  décrive  une 
Parabole  XAZ  comme  l’on  a enieigné  dans  la  définition 
première, il  eft  vifiblc  qu’elle  fera  celle  qu’on  demande. 

11  n’eft  pas  moins  vifible  que  plus  le  côté  O D de  l’é- 
» Dif,  K querre  6e  le  fil  OMF  ( qui*  lui  doit  être  égal ) fera  long, 
plus  aufli  la  portion  de  la  parabole  qu’on  décrira  fera 
grande  ; de  forte  qu’on  la  peut  augmenter  autant  que 
Pon  voudra,  en  augmentant  également  le  côté  OD  da 
l’équerre  6c  le  fil  OMF . " 

Corollaire  V. 

J-  Si  d’un  point  quelconque  M de  la  Parabole  l’on 
mène  une  ordonnée  MP  à l’axe,  6c  au  foyer/1  la  droite 
MF  } il  eft  clair  que  cette  ligne  MF=AP — Y A F, 
* Art.  j.  puifque  MF  — MD  = AP  —Y  AE , 6c  que  *AF  =zAE. 


PROPOSITION  I. 
Theorême. 

Fi  c.  i.  ^ Le  quarte  (Tune  ordonnée  quelconque  MP  <î  l'axe  AP , 
tft  égal  au  réclangle  du  paramètre  p , par  la  partie  AP  de  l'axe 
prife  entre  fon  origine  À & la  rencontre  P de  l’ordonnée. 

Il  faut  prouver  que  MP  = p x A P. 

Ayant  nommé  la  donnée  AF  ,m  ; 6c  les  indéterminées 
* Art.  y AP,  xj  PM, y\  on  aura  MF  — ’m — h*,  ècPFz=x—m 
ou  m — x , iêlon  que  le  point  p Ce  trouve  au  deflous  ou  au 
ddïus  du  foyer  F.  Or  le  triangle  redanglc  MPF  donne 
en  l’un  6c  l’autre  cas  MF*  (mm—Yimx—Yxx)  —Mp'’[ 
(vy)—F  P F { mm  — imx  — h xx  ) ; d’où  l’on  tire  4 mx  ~yy. 
Donc  puifque  félon  la  j*  définition  p — ym , on  aur^ 
aufli  yy=.px.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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Corollaire  premier  et  Fondamental 

7- 1 l eft  donc  évident  que  fi  l’on  nomme  p le  para- 
métré de  l’axe  APi  chacune  de  fes  parties  AP , x;  Sc. 
chacune  de  lès  ordonnées  correfpondantes  PAf,y-,oij 
aura  toujours  yy— px.  Or  comme  cette  propriété  convient 
à tous  les  points  de  la  parabole , Sc  en  déterminé  la  po- 
firion  par  rapport  à Ion  axe  AP  ; il  s’enfuit  que  l’équa- 
tion yy=px  exprime  parfaitement  la  nature  de  la  para- 
bole par  rapport  à Ion  axe. 


ar 


Corollaire  II. 

8.  Si  l’on  mène  deux  ordonnées  quelconques  MP,  Fie.  j. 
NQà.  l’axe  AP , leurs  quarrés  feront  entr’eux  comme 
les  parties  A PScAQ^àc  l’axe,  prilès  entre  fon  origine  A 
Sc  les  rencontres  P Sc  Q de  ces  mêmes  ordonnées.  Car  * * Art.  6. 
PM*  .QN*  ::p*AP  .p*AQ::AP  .A  Q.  7* 

Corollaire  III. 

9-  Si  l’on  mène  par  un  point  quelconque  P de  l’axe 
A P une  parallèle  MPM  à lès  ordonnées;  elle  rencon- 
trera la  parabole  en  deux  points  M&cM  également  éloi- 
gnés de  part  & d’autre  du  point  P,  Sc  non  en  davan- 
tage. Car  afin  que  les  points  M ScAflbient  à la  parabole, 

il  faut  * que  les  quarrés  de  chaque  PM  ( y ) prilè  de  part  * Art.  7. 
& d’autre  du  point  P , foient  égaux  chacun  au  meme 
rectangle  px. 

Corollaire  IV. 

10-  1 L fiât  de  ce  que *yy = px , que  plus  AP{x)  eft  * Art,  7. 
grande,  plus  aulfi  l’ordonnée  PM  (y)  prilè  de  part  Sc 
d’autre  de  l’axe  AP  augmente , Sc  cela  à l’infini  ; Sc  qu’au 
contraire  plus  A P {x)  diminue,  plus  aulfi  l’ordonnée 

PM  (y)  devient  petite  : de  forte  que  AP(  x ) étant  nulle 
ou  zéro,  chaque  PM  (y)  prilè  de  part  & d’autre  de  l’axe 
AP  devient  aulfi  nulle  ; c’eft-i-dire  que  le  point  P tom- 
bant en  A,  les  deux  points  de  rencontre  M Sc  M le  réu- 

A iij 
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niiîênt  en  ce  point.  D'où  il  eft  clair. 

i°.  Que  fi  l’on  mène  par  l'origine  A de  l’axe  une  ligne 
LL  parallèle  à Tes  ordonnées , elle  fera  tangente  en  A. 

z°.  Que  la  Parabole  s'éloigne  de  part  & d’autre  de 
plus  en  plus  à l’infini  de  fon  axe  AP  à commencer  par 
fon  origine  A-,  & qu’ainfi  toute  parallèle  comme  LM  à 
l’axe  A P , ne  rencontre  la  Parabole  qu’en  un  iêul  point  M, 
Si  palTe  au  dedans , puifque  fa  diftance  de  l’axe  demeure 
partout  la  meme. 

Corollaire  V. 

il*  S i d’un  point  quelconque  M de  la  Parabole  l’on 
tire  une  parallèle  ML  à l’axe  AP,  laquelle  rencontre  en 
L la  parallèle  AL  à les  ordonnées  ; il  eft  clair  en  ménant 
l’ordonnée  MP , que  AL  — PM  (y) , & que  ML  — AP 
* Art.  7.  (x)  = y,  puifque  * px=yy.  D’où  iliûit  que  les  droites 

ML  , ML  (y)  prifes  de  part  8c  d’autre  de  l’axe 

A P font  égales  entr’elles , lorfquc  les  points  Z , Z font 
également  éloignés  du  point  A ; & partant  que  fi  une  li- 
gne quelconque  MM  terminée  par  la  parabole  eft  cou- 

!>ée  en  deux  parties  égales  par  l’axe  en  P,  elle  foraparal- 
ele  à la  ligne  LL , c’eft  à dire  qu’elle  fera  ordonnée  de 
part  & d'autre  â l’axe.  Car  ayant  mené  les  parallèles  ML, 
ML  à l’axe  AP  , il  eft  évident  que  Z L fera  divifée  par  le 
milieu  en  A,  puifque  MM  l’eften  P.  Les  droites  ML, 
ML,  foront  donc  égalés  entr’elles  comme  on  vient  de  le 
prouver  5 Si  par  conléquent  la  ligne  MM  fera  parallèle 
a LL. 

Corollaire  VI. 

il*  I l fuit  de  ce  que  toutes  les  perpendiculaires 
MPM  à l’axe  AP,  terminées  de  part  & d’autre  par  la  pa- 
* Art.  5.  rabole , font  * coupées  par  le  milieu  en  P j que  l’axe  divife 
la  parabole  en  deux  portions  entièrement  égales  6c  fom- 
blablement  pofoes  de  part  Si  d’autre.  Car  fi  le  plan  for 
lequel  elle  eft  tracée , étoit  plié  le  long  de  l’axe  enforte 
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De  la  Parabole,  7 

3 ue  les  deux  parties  fc  joigniflènt,  il  eft  vifible  que  les 
eux  portions  de  la  parabole  tomberoient  exactement 
l’une  fur  l’autre. 

PROPOSITION  IL 

Theorême. 

13*  S 1 /V»  mené  far  l'origine  A de  F axe  AP  une  ligne  droi - p J 
te  quelconque  AM  dans  l'un  ou  l'autre  des  angles  PAL , PAL,  * 

faits  far  l'axe  AP  & far  la  ligne  LL  farallele  à fes  ordon. 
nées  i je  dis  qu'elle  ira  rencontrer  la  farabole  M AM  en  un  au- 
tre foint  M. 

Ayant  pris  fiir  AL  de  part  ou  d’autre  du  point  A la 

{tarde  AG  égale  au  paramétré  f de  l’axe , & tiré  GF  paral- 
ele  à l’axe  AP , & qui  rencontre  la  ligne  AM  ( prolongée 
s’il  eft  neceflâire  ) au  point  F ; on  prendra  fur  la  ligne  AL 
du  même  côté  où  tombe  la  ligne  AM  par  rapport  à l’a- 
xe AP , la  partie  AL  égale  GF  -,  Sc  ayant  tiré  LM  paral- 
lèle à l’axe , je  dis  que  le  point  M où  cette  ligne  rencon- 
tre la  droite  AM , fera  à la  parabole  MAM. 

Car  menant  MP  parallèle  à AL,  les  triangles  fèmbla- 
bles  FGA,APM,  donneront  FG  ou  AL  ou  PM.  GA:  : 

AP.  PM.  Et  partant  PM  — GA  (f)x  PA.  La  ligne 
PM  fera  donc  * une  ordonnée  à l’axe  AP.  Ce  qu'il  fal-  * Art.  7. 
loit  démontrer. 

Corollaire  I. 

D e là  on  voit  comment  l’axe  AP  d'une  parabo- 
le MAM  étant  donné  avec  fon  paramétré  f,  & ayant 
mené  par  l’origine  A de  l’axe  dans  l’un  ou  l’autre  des  an- 
gles P AL , PAL  , faits  par  l’axe  AP  & par  la  ligne  LL 
parallèle  à le  s ordonnées  , une  ligne  droite  quelconque 
AM  j on  voit,  dis-je,  ce  qu’il  faut  faire  pour  trouver  fur 
cette  ligne  le  point  M ou  elle  rencontre  la  parabole 
MAM. 
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» Art.  io. 
*3- 


Ftc.+.&j. 


* Art.  y. 


* Art.  j. 


Livre  Premier. 

. Corollaire  II. 

IJ.  I l eft  évident  * qu’il  n’y  a que  la  ligne  LAL  pa- 
rallèle aux  ordonnées  à l’axe  AP , qui  puific  être  tangen- 
te de  la  parabole  MAM  au  point  A origine  de  l’axe -, 
puifqu’il  n’y  a que  cette  feule  ligne  qui  paflànt  par  le 
point  A , & étant  continuée  de  part  &i  d’autre,  ne  ren- 
contre la  parabole  en  aucun  autre  point,  & n’entre  pas 
dedans. 

De' finition  s. 

)■  ' 

Si  l’on  mene  par  un  point  quelconque  M de  la  parabo- 
le un  diamètre  MO , une  ordonnée  MP  à l’axe  AP , & 
une  ligne  droite  MT  qui  coupe  fur  l’axe  AP  prolongé 
au  delà  de  fon  origine  A,  la  partie  AT  égale  à AP  -,  toutes 
les  lignes  droites,  comme  NO,  menées  des  points  de  la 
parabole  parallèlement  à MT,  & terminées  par  le  dia- 
mètre MO , font  appcllces  Ordonnées  à ce  diamètre. 

10. 

Si  l’on  prend  la  ligne  q troifiéme  proportionnelle  à AT,  * 
MT  > cette  ligne  q fera  nommée  le  Paramétré  du  diamè- 
tre MO. 

Corollaire  I. 

ï6.  Si  l’on  nomme  l’indéterminée  AP  ou  AT , x ; il 
cft  clair  que  MT *=.  qx,  puifqué  AT  (x).  MT::  MT.  q. 

Corollaire  II. 

*7- A Caufè  du  triangle  ré&angle  MPT , le  quarré 
MT  (q x)  ~ PT  (qjcx) — H MP '*  (px)  5 d’où,  en  divi- 
fant  par  x,  l’on  tire  q — 4* — Yp. 

C’eft  à dire  que  le  paramétré  q d’un  diamètre  quelcon- 
que MO,  fùrpaflë  le  paramétré  p de  l’axe  du  quadruple 
de  AP  (x). 

Corollaire  III. 

18.  Si  l’on  tire  du  point  M au  foyer  F la  droite  MF, 
on  aura  MF*—  AP — Y AF.  Or  félon  la  définition  5e. 

le 
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le  paramétré  de  Taxe  étant  p—q-AP,  le  paramétré 
du  diametfre  M O fera*  q=zq.AP — h 4 AF.  Donc  le  * Art.  vf. 
paramétré  q d'un  diamètre  quelconque  M O , vaut  qua- 
tre  fois  la  ligne  M F tirée  de  fon  origine  M au  foyer  F. 

PROPOSITION  IIL 
Theorême. 

19 ■ L H quarré  d'une  ordonnée  quelconque  ON  « dût-  f r 0,4.4. 
■métré  MO,  f/  égal  au  réel  angle  du  paramétré  q , par  la 
partie  MO  de  ce  diamètre,  prife  entre  fon  origine  M.  & U 
rencontre  O de  l ordonnée. 

Il  faut  prouver  que  ON  =q*MO. 

Ayant  mené  l'ordonnée  N Q^i  l’axe  A P,  laquelle 
rencontre  le  diamètre  M O au  point  R , & tiré  OH  pa- 
rallèle à MP,  on  nommera  les  données  AP  ou  AT, 
u > PM  ou  R Qj  y ; & les  indéterminées  OR  ou  H 
■a-,  MO  ou  PH,  bi  les  triangles  fèmblables  T PM, 

ORN , donneront  cette  proportion  TP  (**)•  PM 

ly)::OR  (a).Rtf=£  . Cela  po Ce. 

Puifque  (/g.  4.)  N Q~=:  RQf y) -Rn(£),  ou  RH 

(rx)~RQJy)>  & AQ  = AH{x-+b)-HQfa), 
lorfque  le  point  N tombe  du  côte  de  l’axe  AP  par  rap- 
port au  diamètre  MO  i & qu’au  contraire  {fig.  y.  ) N 

— X-d  (>)  &iA4==AH(x-+è)-y 

Fi (rf)>  lorfqu’il  tombe  du  côte  oppofé : on  aura 
Qfi  —yy-+  — - I ~ll  ) AQ^x-y-b^a,  fçavoir 

— dans  le  premier  cas,  & —4  dans  le  fécond.  Oç  * AP  * Art.  %. 

' • a.:'  , 

{x).AQ^(x — I - b -fha)  P M (yy).  QJf  xszyy — \-~ 

On  formera  donc  en  comparant  en/êmble  ces 

B 


ro 


Litre  Premier. 
deux  valeurs  de  Qj/ , l’égalité  y y -+^?  -Jyg  —yyf~ 

~7  777 5 <^°“  cn  e^a<îant  de  Part  & d’autre  yy-±_-~' 

divifânt  par  y y , & multipliant  par  4 xx,  l’on  tirera  OR 
(,**/)  =4  ix.  Mais  les  triangles  (èmblables  M PT,  N RO, 
•jirt.  1 6.  donnent  ~PT\\xjc\  ÔR.l{^bx)::MT'*(qx).  ON* 
zztbqz=.q*  MO  [b).  Ce  qu'il  fallait  &c. 

Corollaire  General. 

2.0*  I L eft  vifible  que  ce  qu’on  a démontré  dans  la 
propofition  première  par  rapport  à l’axe  AT,  à lès  or- 
données PM,  &c  à Ton  paramétré  p,  s’étend  par  le 
moyen  de  cette  derniere  propofition  à un  diamètre  quel- 
conque M O , à lès  ordonnées  O N,  & à Ion  paramètre 
q.  Or  comme  les  articles  7, 8, 9, 10, 11, 11, 13, 14  &c  13.  lè 
tirent  de  la  première  propofition,  & fûbfiftent  égale- 
ment , foit  que  les  angles  ATM  foient  droits , ou  bien  * 
qu’ils  ne  le  loient  pas  ; il  s’enfuit  que  fi  l’on  imagine  dans 
ces  articles  que  la  ligne  AP , au  lieu  d’être  Taxe,  lôitun 
diamètre  quelconque,  qui  ait  pour  ordonnées  les  droites 
TM , QN,  & pour  paramétré  la  ligne  />,  ils  lèront  enco- 
re vraisdans  cette  luppofition  ; car  leur  démonftration 
demeurera  la  même,  ôc  il  ne  faut  pour  s’en  convaincre 
entièrement , que  les  relire  en  mettant  partout  où  fe 
trouve  k mot  d’axe , celui  de  diamètre. 

Corollaire  II. 

Fie, 4.  & j.  ii-  Comme  les  articles  10  &c  1 j fûbfiftent  avec  la 

même  Force , lorfque  la  ligne  AT  au  lieu  d’être  l’axe , 
eft  un  diamètre  quelconque , tel  que  MO  i il  s’enlùit 
que  la  ligne  M T parallèle  aux  ordonnées  ON  i ce  dia- 
mètre , eft  tangente  en  qu’il  n'y  a que  cette  feule 
ligne  qui  puifle  toucher  la  parabole  en  ce  point. 

D’qu  l’on  voit  que  d’un  point  donné  fiir  une  parabo- 
le, on  ne  peut  mener  qu'une  feule  tangente. 
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Corollaire  III. 

il.  Dh  -la  il  eft  évident  félon  la  définition  9.  que 
fi  l’on  mene  par  un  point  quelconque  M d’une  parabo- 
le , une  ordonnée  MP  i l’axe  A P,  Sc  une  ligne  droite 
\ MT  qui  coupe  fur  l’axe  prolongé  du  côté  de  fon  origi- 
ne A ,\a  partie  AT  égale  à AP  ; cette  ligne  MT  fera 
tangente  en  M.  Et  réciproquement  que  fi  la  ligne  M T 
eft  tangente  en  M , & qu’on  mene  l’ordonnce  M P à- 
l’axe  5 les  parties  AT,  AP,  de  l’axe  feront  égales  en* 
tr’elles. 

Corollaire  IV. 

13*  Si  l’on  imagine  dans  les  définitions  9&10,  & 
dans  la  derniere  propofition , que  la  ligne  A P au  lieu 
d’être  l’axe , foit  un  diamètre  quelconque , qui  ait  pour 
ordonnées  les  droites  P M,  Q N s on  verra  que  cette  F 1 a.  t 

nofition  fera  encore  vraye , puifquélle  fe  demontre- 
; la  même  maniéré  qu’auparavanr,  comme  il  eft 
évident  par  la  feule  infpe&ion  de  la  fig.  6.  où  les  trian- 
gles femblables  donnent  les  mêmes  proportion^  que 
dans  le  cas  de  l’axe. 

D'où  il  fuit  i°.  Que  le  Corollaire  precedent  doit  en- 
core avoir  lieu  , lorfque  la  ligne  A P auj|eu  d’être  l’axe, 
eft  un  diamètre  quelconque.  i°.  Que  le  diamètre  M O 
peut  êtr<!  l’axe  dans  cette  fùppofition}  & qu’ainfi  on 
peut  regarder  l'axe  comme  unAdiametre  qui  fait  avec 
fet  ordonnées  des  anglflklroirs. 

PROPOSITION  IV. 

Thcorême. 

14*  S 1 par  un  point  quelconque  M d'une  parabole,  ton  F 1 0.  7. 
mene  une  ordonnée  MP  4 taxe , & me  perpendiculaire  M G 
U tangente  M T qui  pajfc  far  U point  M ; je  dis  que  la 
partie  PG  de  taxe  fera  toujours  égale  à la  moitié  de  fou  pa- 
ramétré p, 

//  faut  prouver  que  P G = { p. 

Bij 
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Car  à caulè  des  angles  droits  TPM,  T MG,  on  aura: 
TP(ix).  PM(y)r:PM(y).  PG  = % = ip,  en  met- 
tant à la  place  d Cyy  la  valeur  * px. 

PROPOSITION  V, 
Thcorême. 

! *-/•  Si  un  point  quelconque  M parabole , l'on 
mene  aufojer  F la  droite  MF,  « diamètre  M O , (f  une 
tangente  TM  S j les  angles  F M T , O M S, faits  parla  tan. 

fente  T M S d’un  cité  avec  la  droite  MF  ,&dc  l'autre  avec 
’’  diamètre  M O , feront  égaux  entr'eux. 

Car  menant  l’axe  AP  qui  rencontre  en  T la  tangen- 
teT MS , &c  l’ordonnée  MP  à l’axe  ; on  aura  * TA — h A P 
on  T F — AP — Y AF  ou  * MF.  Le  triangle  T F M fera, 
donc  ilofcelle  5 & par  conlequenfl’angle  FT  M,  on 
Ion  égal  OMS , fera  égal  à l’angle  F MT.  Ce  qu’il 
fallait  démontrer. 


Corollaire. 

7.6.  D e-la  il  eft  clair  que  la  tangente  TMS  prolon- 
gée indéfiniment  de  part  & d’autre  "du  point  touchant 
M , laide  la  parabole  toute  entière  du  côté  de  lôn  foyer 
F.  Et  comme  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de 
la  parabole  que  tombe  le  point  touchant  M , il  s’eniuit 

3ue  cette  ligne  courbe  eft  concave  dans  toute  Ion  éten- 
uc  autour  de  Ion  foyer  F. 


PROPOSITION  VL 
Problème.. 

• *7- U-  diamètre  A P avec  la  tangente  LA  L qui  paffe' 

par  fon  origine  A,  & fan  paramettre  étant  donnés  ; trouver • 
un  diamètre  BQaui  faffe  de  part  ou  £ autre  avec fis  ordonnées 
un  angle  égal  à T angle  donné  K,  fon  origine  B,  & fon  para- 
mare - 
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Ayant  mené  par  l'origine  A du  diamètre  donné  la 
ligne  A E qui  falîè  avec  ce  diamètre  de  part  ou  d’autre, 
l’angle  PAE  égal  à l’angle  donné  K,  8c  trouvé  * fur  *Art.\+& 
cette  ligne  ( prolongée  de  l’autre  côté  de  A lorfqu’elle 
ne  tombe  point  dans  l’un  ou  l’autre  des  angles  PAL , 

PAL  ) le  point  M où  elle  rencontre  la  parabole , on 
mènera  par  le  point  du  milieu  ^de  la  ligne  AM,  une 
parallèle  Q D au  diamètre  AP,  qui  rencontre  la  tan- 
gente AL  au  point  D ; fie  on  divilera  QD  par  le  milieu 
en  B.  Je  dis  que  la  ligne  1e  diamètre  qu’on  cher- 

che , qu’il  a pour  origine  le  point  B,  8c  pour  paramétré 
une  troifiéme  proportionnelle  à B Q,  8c  QA. 

Car  i°.  La  ligne  AM  étant  drviféeen  deux  parties  éga- 
les au  point  Q par  le  diamètre  BQ , elle  lèra  ordonnée  * * ^rt  ^ 
de  part  8c  d’autre  à ce  diamètre  ; 8c  comme  les  lignes  BQ ' 10. 

AP  font  parallèles  entr’elles,  l’angle  BqA  que  fait  le 
diamètre  BQjtvec  fon  ordonnée  QA  lèra  égal  à l’angle 
P A Ai  égal  à l’angle  donné  K ou  à fon  complément  à 
deux  droits.  i°.  Le  point  du  milieu  B de  la  ligne  qD 
fera  l’origine  * de  ce  diamètre  , puilque  Aq  en  eft  une  *-'**•**  & 
ordonnée.  30.  Le. paramétré  du  diamètre  B Qed*  la  £*• 
troifiéme  proportionnelle  à.  BQ,  QA*  rt" 

Lorfque  l’angle  donné  K n’eft  pas  droit,  il  eft  clair  Fig.  g, 

3u’on  peut  mener  de  part  8c  d’autre  du  diamètre  A P 
eux  différentes  lignes  A E qui  faflènt  avec  ce  diamè- 
tre des  angles  égaux  à l’angle  donné  K > 8c  qu’ainfi  on 

Siourra  toujours  avoir  deux  folutions  differentes , en  ob- 
ërvant  que  fi  l’une  des  deux  lignes  A E tomboit  fur  la 
tangente  AL,  le  dilmettre  donné  AP  fatisferoit  lui- 
même  à la  queftion.  Mlis  lorfque  cet  angle  K eft  droit , 
comme  l’on  ne  peut  mener  qu’une  foule  ligne  A E qui  Fic.j. 
faffe  a~vec  le  diamètre  A P un  angle  droit , il  s'enfuie 
qu’on  ne  peut  avoir  alors  qu’une  folution5  & qu’ainfi  * * Art.  ij,. 
le  diamètre  cherché  lèra  l’axe. 

Il  eft  à remarquer  que  les  deux  diamètres  B Q^,  BQ, 
qui  fâtisfontau  Problème  lorfque  l’angle  donné  K n’eft  Fie.  re- 
pas droit,  font  femblablement  pofés  be  part  8c  d’autre 

B iij, 


Digitized  by  Google 


1 


t4  Livre  Premier. 

de  l’axe  AP , & que  leurs  paramétrés  font  égaux:  ce 
qui  le  voit  par  la  conftru&ion  même  , en  fuppofânt  que 
le  diamètre  donné  AP  Toit  l’axe , 6c  en  menant  deux 
différentes  lignes  AE,  AE  de  part  & d’autre.  Car  les 
triangles  ré&angles  A LM,  A LM,  &CADQ , ADq 
étant  viiiblement  égaux  6c  femblables  entr’eux , les  lignes 
AD  ,ADî  D Q_,  D Q_>  leurs  moitiés  P Qj  &L  les 
* Art.  19,  ordonnées  qA,  qA  feront  égales entr’elles  j * 6c  par  con- 
féquent  les  paramétrés  le  feront  aufîi. 

Corollaire 

l8.  I l eft  donc  évident,  i°.  qu’il  n’y  a qu’un  fêul 
diamètre  qui  fafle  avec  fés  ordonnées  des  angles  droits  ; 
6c  qu’ainfi  il  ne  peut  y avoir  qu’un  fêul  axe.  z°.  Qu’on 
peut  toujours  trouver  deux  différens diamètres , qvuTaf- 
lent  avec  leurs  ordonnées  des  angles  égaux  à un  angle 
donné  , lorfque  cet  angle  n’eft  pas  droit;  que  ces  deux 
diamètres  feront  fembîablement  pofés  de  part  6c  d’au- 
tre de  l’axe,  6c  qu'ils  auront  des  paramètres  égaux. 

PROPOSITION  VII. 
Problème. 

19»  Un  diamètre  étant  donné  avec  la  tangente  qui  paffe 
far  fon  origine , (jr  fin  paramétra  décrire  la  parabole  par  un 
mouvement  continu. 

Première  Maniéré. 

Si  le  diamètre  donné  étoit  l’axe , on  la  décriroit  félon 
F 1 a.  n.  l’article  4'  5 mais  lorfqu’il  ne  l’eft  pas , foit  M 0 le  dia- 
mètre donné,  6c  T MS  la  tangente  qui  paflê  par  fon 
origine  M.  Cela  pofé. 

On  prendra  fiir  le  diamètre  M 0 prolongé  au  delà 
de  fon  origine  M , la  partie  MD  égaie  au  quart  de  fon 
paramètre  ; ÔC  on  tirera  une  perpendiculaire  indéfinie 
DEi  MD.  On  mènera  M F qui  faflè  avec  la  tangen- 
te T MS  un  angle  F MT  égal  à Vangle  OMSi  6c  ayant 
pris  MF  égale  à MD,  on  décrira  félon  la  définition 
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première , une  parabole  qui  ait  pour  directrice  la  ligne 
DE,  & pour  foyer  le  point  F.  Je  dis  qu’elle  fera  celle 
qu’on  demande. 

Car,  i°.  La  ligne  MO  étant  perpendiculaire  à la  di- 
rectrice DE,  fera  parallèle  à l’axe  ; & par  conféquent  un 
diamètre  félon  la  définition  7e.  i°.  La  ligne  T MS  fera.  * * Art.  ij. 
tangente  en  M.  30.  Le  paramètre  du  diamètre  MO 
iera  * quadruple  de  MF.  • * Art.  j$- 

Seconde  Maniéré. 

Soit  AP  le  diamètre  donné,  &c  LAL  la  tangente  p,0  u. 
qui  paffe  par  fon  origine  A.  Cela  polé. 

Ayant  pris  lür  le  diamètre  AP  prolongé  au  delà  de  Ion 
origine  A la  partie  AG  égale  à (on  paramétré , & mené 
une  droite  indéfinie  DGD  qui  faile  avec  AG  l’angle 
AG  D égal  à l’angle  G AL  pris  du  même  côté  j on  fera 
mouvoir  une  ligne  droite  indéfinie-  DM  le  long  de  GO 
toujours  parallèlement  à AG,  en  entraînant  par  fon  ex- 
trémité D le  côté  DA  de  l’angle  DAM  égal  à l’angle 
G AL , & mobile  par  fon  fommet  autour  du  point  fixe 
A.  Je  dis  que  l’interfèâion  continuelle  M ae  la  ligne 
DM  & du  côté  AM,  décrira  dans  ce  mouvement  la 
parabole  qu’on  demande. 

Car  menant  MP  parallèle  à A L , les  lignes  MP,GD 
feront  égales  entr’elles  ; puifque  l’angle  APM  ou  G AL 
étant  égal  à l’angle  AGD,  elles  feront  également  incli- 
nées entre  les  parallèles  GP,  DM.  Or  les  triangles  AGD, 

MP  A font^êmblables  : car  l’angle  MP  A ou  G AL  eft 
égal  à l’angle  AGD  •,  & l’angle  PMA  ou  MAL  égal  à 
l’angle  GA  D,  puifque  retranchant  des  angles  égaux 
G AL , DAM,  le  même  angle  DAL , les  relies  doivent 
être  égaux.  On  aura  donc  AG.  GD  ou  PM  : : PM.  AP, 

& partant  GA*A  P — PM.'-,  d’où  il  clair  que  PM  eft*  'Art.  15.  & 
une  ordonnée  au  diamètre  AP  qui  a pour  origine  le  ap- 
point A,  pour  tangente  la  ligne  LAL , &pour  paramé- 
tré la  ligne  AG.  Ce  qu'il  faUtit , &c. 

Si  le  diamètre  AP  croit  l’axe,  alors  les  lignes  G D,  Fie.  13. 
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A L , /croient  parallèles , 5c  la  dcmonftration  devien- 
droit  plus  facile  ; car  l’on  voit  tout  d’un  coup  que  G D 
efb  égalé  à PM , 8e  que  les  triangles  rectangles  AG  D, 
MP  A font  lêmblables  ; d’où  il  fuit  AG.  G JJ  ou  PM:  : 
PM.  AP.  Donc  AG*  AP=l¥m,  ôcc. 

PROPOSITION  VIII. 
Problème. 

JO.  Un  diamètre  A P étant  dormi  avec  fon  paramétré , & 
la  tangente  AL  qui  paffe  par  F origine  A de  ce  diamètre  ; trou- 
ver autant  de  different  points  que  l'on  voudra  de  la  par aboie , 
ou  { ce  qui  ejl  la  même  chofe  ) la  décrire  par  plufieurs  points. 

Première  Maniéré. 

Ayant  pris  fur  le  diamètre  AP  prolongé  au  delà  de 
fon  origine  A , la  partie  AG  égale  à /on  paramétré, 
divifé  AG  en  deux  parties  égales  au  point  D,  & mené 
une  ligne  droite  indéfinie  AP  perpendiculaire  i AG  \ 
on  décrira  d'un  point  C pris  partout  où  l’on  voudra  fur 
D A prolongée  indéfiniment  du  côté  de  A,  comme 
centre , & du  rayon  CG , un  arc  de  cercle  PP  qui  cou- 
pera le  diamètre  AP  & fa  perpendiculaire  AF  en  deux 
points  P , F.  On  mènera  par  le  point  P une  parallèle 
MPM  à la  tangente  AL,  fur  laquelle  on  prendra  de 
part  5c  d’autre  les  parties  PM,  PM,  égales  chacune  à 
AF.  On  trouvera  de  la  même  maniéré  autant  de  cou, 
pie  de  points  M que  l’on  voudra  ; par  le/quels  on  fera 
palier  une  ligne  courbe  MAM  qui  fera  la  parabole  qu’on 
demande. 

Car  tous  les  arcs  PF  pa/ïànr  par  le  même  point  G , 
& ayant  leurs  centres  fur  la  ligne  G A prolongée,  s’il 
eft  neceilàire  du  côté  de  A,  auront  pour  diamètres  les 
lignes  GP  j & par  conféquçnt  la  propriété  de  ces  cercles 
donnera  toujours  AF% z=G  A* AP.  Mais  chaque  PM 
efl*  égale  à là  correlpondante  AF , &de  plus  parallèle 
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à la  tangente  AL  qui  paffe  par  l’origine  A du  diamètre 
AP  > elle  fera  donc  * ordonnée  à ce  diamètre.  C’eft 
pourquoi  la  Parabole  qu’on  demandé,  doit  palier  par 
tous  les  points  M,  trouves  comme  l’on  vient  d’enfèi- 
gner.  * 

Il  eft  vifible  qu’on  peut  fe  tromper  en  traçant  les  par- 
ties de  la  parabole  , qui  joignent  les  points  trouvés  * 
mais  on  voit  en  même  temps  que  l’erreur  ne  peut  être 
fenfible,  lorfque  ces  points  /ont  fort  prés  les  uns  des 
autres.  Ceux  qui  ont  befoin  de  décrire  fbuvent  des  Sec- 
tions Coniques,  préfèrent  ordinairement  cette  métho- 
de, de  les  décrire  par  plufieurs  points;  parce  que  les 
machines  donr.on  le  lèrt  pour  les  décrire  par  un  mouve- 
ment continu,  étant  compolces,  Ibnt  lôuvent  fautives, 
& peu  exactes  dans  la  pratique. 


Seconde  Maniéré. 

Ayant  mené  par  un  point  quelconque  L de  la  tan- 
gente AL,  une  parallèle  indéfinie  L F au  diamètre  APi 
on  prendra  fiir  cette  ligne  &i  furie  diamètre  AP  pro- 
longé au  delà  de  Ion  origine  A,  les  parties  L E ,EE, 
E E,  &c.  AF,  FF,  FF,  &cc.  toutes  égales  entr 'elles,  & 
de  telle  grandeur  qu’on  voudra.  On  marquera  fur  L E, 
le  point  M,  en  forte  que  L M Ibit  troifiéme  proportion- 
nelle au  paramétré  donné  du  diamètre  AP,  & a la  par- 
tiel Z de  la  tangente.  On  tirera  enfin  des  points  A , M, 
les  lignes  AF. , AE,  AE  &c.  MF , MF,  MF  &c;  je 
dis  que  les  points  d’inrerfection  N,  N,  N &c.  de  cha- 
que A E , avec  la  cerrefpondante  M F,  feront  tous  à la 
parabçle  qu’on  demande. 

Car  menant  par  le  point  marqué  M,  & par  l’un  des 
points  trouvez  N , les  lignes  MP,  NQ parallèles  à la 
tangente  AL , & nommant  A P,  xi  PM  ou  A L,  y î 
AQ^,  ui  QN,  les  triangles  femblables  N q_A,  ALE, 
£c  MPF,  NQF,  donneront  ces  deux  proportions  £>  2V 

(O-  QA{u)-.-.  AL  (/).  LE  ou  AF—  & MP. 

/c 


*Art.  ip.tJ” 
11. 


F I G.  IJ. 
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:{y).  PF  ou  PA — V AF  (x-+^)  ;;  NqJzJ.  QP ou 
QA—\-AF  (*-4-^).  D’où  en  multipliant  les  Extrê- 
mes St  les  Moyens,  l’on  forme  l’égalité  uy — — 

x — |-  u y,  8c  effaçant  de  part  8c  d’autre  uy,  8c  multi- 
pliant par  il  vient  uyy  = xzj^,  qui  fe  réduit  à cette 
proportion  AP  {x).  A £_(«)::  M P1  (yy)-  AQ  ( zjJ- 
Or  par  la  conftruclion , le  quarré  de  AL  ou  de  P M , 
efl  égal  au  rdftangle  de  la  parrie  AP  du  diamètre  don- 
* Art.  19. & nL‘  ^ Par  fdn  paramétré.  Cette  ligne  PM  fera  donc  ’ une 
u.  ordonnée  au  diamètre  AP-,  8c  par  coniequent  Q N en 

*Art.  8.  & iêra  * une  autre.  Ainfi  le  point  N fera  l'un  des  points  de 
i®-  la  parabole  qui  tombent  d’un  coté  du  diamètre  AP: 

pour  les  avoir  de  l'autre,  il  n’y  a qu’à  prendre  fur  les 
droites  indéfinies  LE,  AP,  les  parties  égales  LE,  EE, 
Sec.  AF,  FF,  8c c.  de  l’autre  cote  des  points  L,A. 

Si  au  lieu  du  paramétré  du  diamètre  AP  que  l’on 
fùnpofe  ici  donné,  l’on  avoic  un  des  points  M delà  pa- 
rabole; ce  qui  arrive  fouvent:  il  n’y  auroit  qu’à  mener 
par  ce  point,  une  parallèle  indéfinie  L E , au  diamètre 
AP,  8c  achever  le  refie  comme  cy-delTus. 


• ■ 
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LIVRE  SECOND- 
De  î Ellipfè. 

• . De' FINITION  s. 

AYant  attaché  fur  un  plan  les  deux  bouts  d’un  fil  F i«.  1 6. 

FMf,  en  deux  points  F,  f dont  la  diftance  F/  (oit 
(moindre  que  la  longueur  du  fil , on  fc  fèrvira  d’un  ftile 
M,  pour  tenir  ce  fil  toujours  tendu  * &conduiiànt  ce 
ftile  autour  de  ces  deux  points,  en  forte  qu’il  revienne  au 
meme  point  d’où  il  étoit  parti:  ce  ftile  décrira  dans  ce 
mouvement , une  ligne  courbe , qui  fera  nommée  Elhpfe. 

i. 

Les  deux  points  fixes  F,  /,  font  nommé*  les  deux 
Foyers. 

3- 

La  ligne  Ad,  qui  pafle  par  les  deux  Foyers  F,  f,  & 
qui  eft  terminée  de  part  & d’autre  par  l’Elliple,  eft  ap- 
pellee  le  premier  ou  le  grand  Axe. 

4- 

Le  point  C,  qui  divile  par  le  milieu  le  premier  Axe 
A a , eft  nommé  le  Centre  de  l’Ellipfo. 

y 

La  ligne  B b,  menée  par  le  Centre  C,  perpendicu- 
lairement au  premier  Axe  A a,  & terminée  de  part  &c 
d’autre  par  l’Elliplê , eft  appellée  le  fécond  ou  le  peut  Axe. 

6. 

Les  deux  Axes  A a,  B b , font  appeliez  enfomble, 
Conjugues  : de  forte  que  le  premier  Axe  A a,  eft  dit 
conjugué  au  focond  B b -,&c  réciproquement  le  fécond 
B b , conjugué  au  premier  A a. 

7- 

Les  lignes  MP,  MK,  menées  des  points  M de  l’El- 
lipte  parallèlement  à l’un  des  Axes  , & terminées  par 

C ij 
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l’autre,  font  appellées  Ordonnées  à.  cet  autre  Axe:  ainfi 

M P eft  Ordonnée  d l’Âxe  A a , &c  MK  à l’Axe  B b. 

8‘ 

La  troifiéme  proportionnelle  aux  deux  Axes,  eftap- 

ficllée  Paramétré  de  celui  qui  eft  le  premier  terme  de 
a proportion.  Ainfi  fi  l’on  fait  comme  le  premier  Axe 
Aa,eft  au  fécond  Axe  Bb,  de  même  le  fécond  Bb, 
à une  troifiéme  proportionnelle  p i cette  ligne  p fera  le 
Paramétré  du  premier  Axe. 

. . 9- 

Toutes  les  lignes  droites  qui  paflent  par  le  centre  C, 
& qui  font  terminées  de  part  & d’autre  par  l’Ellipfé  , 
font  appellées  Diamètres. 

10. 

Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  l’Ellipfe  qu’en  un 
féul  point , & qui  étant  continuée  de  part  &c  d’autre  , 
n’entre  point  dedans , mais  tombe  au  dehors , eft  ap- 
* pellée  Tangente  en  ce  point. 

R E M A R C^U  E. 

F ic.  17.  31.  Si  l’on  conçoit  que  les  deux  foyers  P,  /-,  & le  cen- 

tre C fé  réunifient  en  un  féul  point  5 il  eft  vifible  que 
l’Ellipfé  fé  changera  alors  en  un  Cercle  qui  aura  pour 
rayon  la  droite  C M » égale  à la  moitié  de  la  corde 
CMC , attachée  par  ces  deux  bouts  au  point  C,  qui  en 
léra  le  centre.  On  pourra  donc  confidérer  un  cercle 
comme  une  efpece  particulière  d’EIIipfé,  dans  laquelle 
la  diftance  des  foyers  eft  nulle  ; de  forte  que  tout  ce 
qu’on  démontrera  dans  la  fuite  de  l’Ellipfé,  telle  que 
puifté  être  la  diftance  de  ces  deux  foyers,  fé  peut  auffi 
appliquer  au  cercle  , en  fùppofànt  que  cette  diftance 
devienne  nulle. 

Corollaire  I. 

F 1 g.  i< î.  3 • I l fuit  delà  définition  première , que  fi  l’on  mene 

d’un  point  quelconque  M de  l’Ellipfé  , aux  deux  foyers 
p,/,  les  droites  MF,  Mfi  leur  fomme  fera  toujours 
la  meme. 
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Corollaire  II. 

3i-Lo  rsque  le  point  M combe  en  A , il  eftvilî- 
ble  que  MF  devient  AF,  Si  que  Mf  devient  Af-. 
de  même  lorfque  le  point  M tombe  en  a , il  eft  encore 
vifible  que  F devient  a F,  Si  que  Mf  devient  af.  On 
aura  donc  AF — YAf,  ou  iAF — \-Ff=aF — Vaf  ou 
1 af —+ff  i Si  partant  AF—af.  D’où  il  fuit: 

i°.  Que  la  lomme  des  deux  droites  MF,  Mf,  eft 
toujours  égalé  au  premier  axe  A a,  puifque  Mf — V MF 
A f — + A F zzz  A f — \-fa. 

z°.  Que  la  diftance  F f des  foyers,  eft  divifée  en  deux 
parties  égalés  par  le  centre  C,  puifque  CA  — AF  ou 
CF~Ca  — af  ou  Cf. 

Corollaire  III. 

3 4-  S i de  l’extremité  B du  fécond  axe  Jib , l’on  mène 
aux  deux  foyers  F,f  les  droites  B F,  B f i il  eft  clair  . 
que  les  triangles  rectangles  B CF,  B Cf,  feront  égaux  -, 

Si  qu’ainfî  l’nypothenufe  B F,  eft  égale  à l’autre  liypo- 
thenufe  Bf:  Si  par  conlequent  B F,  ou  B f—  CA  ou 
Ca , puifque  * B F — I - B f=zAa.  On  prouve  de  même  * ^ rt • 53* 
que  F b ou  bfzzzCA  ou  Ca.  D’où  l’on  voit  : 

i°.  Que  le  fécond  axe  B b ,eft  divife  en  deux  parties 
égales  par  le  centre  Ci  car  les  triangles  rectangles /Ci?, 

FCb  feront  égaux,  puifcju’ils  onc  des  hypothenufes 
égales  F B,  Fb , Si  le  côte  FC  commun. 

i°.  Que  le  fécond  axe  Bb , eft  toujours  moindre  que 
le  premier  A a i puifque  fa  moitié  B C étant  l’un  des 
cotez  du  triangle  rectangle  B CF,  fera  moindre  que  fbn 
hvpothenufe  B F,  qui  eft  égale  à la  moitié  CA  du  pre- 
mier axe  A a. 

j°.  Que  fî  l’on  décrit  de  l’une  des  extremitez  B du 
petit  ou  fécond  axe  B b comme  centre , & du  rayon 
B F égal  à CA,  moitié  du  premier  ou  grand  axe  A a, 
un  cercle  ; il  coupera  ce  grand  axe  en  deux  points/,/, 
qui  feront  les  deux  foyers  de  l’EUipfe. 

C iij 
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Corollaire  IV. 

3 S-  Les  mômes  choies  étant  pofées^fi  l’on  nomme 
CA  ou  B F,  t i CF,  m } le  triangle  rectangle  BCF,  don- 
nera BC—tt — mm.  Or  A F =z.t — m ,& Fa=zt — Ym , 
& partant  A F *F  a — t t — mm.  D’où  il  eft  évident  que 
le  quarré  de  la  moitié  CB  du  petit  axe  B />,  eft  égal  au 
rectangle  de  AF  par  Fa  parties  du  grand  a xeA  a,  pri- 
ses entre  l’un  des  foyers  F , &i  les  deux  extrémités  A , a. 

Corollaire  V. 

l lcra  facile  à prelentde  décrire  une  Elliplc  dont 
* Art.  j4.  les  deux  axes  Au,  B i>,  font  donnez.  Car  ayant  trouvé* 
fur  le  premier  ou  grand  axe  A a , les  foyers  F , f on  at- 
tachera dans  ces  points,  les  extrémités  d’un  fil  F M f, 
dont  la  longueur  égalera  celle  de  cet  axe  -,  & ayant  dé- 
crit par  le  moyen  de  cç  fil,  une  Ellipfe  comme  l’on  a en- 
feigné  dans  la  définition  première , il  eft  évident  qu’ellç 
lèra  celle  qu’on  demande. 

PROPOSITION  L 

r ■ 

Theorême. 

fis.  * 37’ Si  l’on  mené  P ordonnée  M P au  premier  ou  grand  axe 

„ A a,  é-  qu'on  prenne  fur  cet  axe  la  partie  A D égale  à M P j 
Je  dis  que  CA.  CF  ::  CP.  CD. 

Ayant  nommé,  comme  auparavant , les  données  CA, 
ti  CF,  mi  &de  plus  les  indéterminées  CP,  x-,  PM  ,yi 
& l’inconnue  CD,  il  peut  arriver  dciix  différons  cas, 

Premier  cas.  Lorfqoe  le  point  P tombe  au  dellus  du 
centre  C.  Comme  PF  eft  toujours  moindre  que  P f ; il 
s’enfuit  que  MF  ou  A D fera  moindre  que  Mf  ou  a Di 
c’eft  pourquoi  AD  ou  M F —t  — ^,  aD  ou  Mf  = t 
— Yz^,  FP=m  — xoux  — m f félon  que  le  point  P tom- 
be au  deflôus  ou  au  deflùs  du  foyer  i-  ),  Pf=x — Ym. 
Or  les  triangles  rectangles  MPF , MPf , donncnc  tt  — 
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ïtî^ — f-  xjczrzyy — Y mm — imx — Yxx,&c  tt — — h 
•'!LTv. — y y ~~ + m m — h 1,nx  — h x x ■ Donc  fi  l’on  retranche 
par  ordre  chaque  membre  de  la  première  égalité  de 
ceux  de  la  léconde,  on  aura  4/^=  4m  xi  d’où  l’on  ti-, 

tcC7)(0=  T* 

Second  cas.  Lorfque  le  point  P rombe  au  defïous  du 
centre  O,  comme  Ae  eft  toujours  plus  grande  que/’/', 
il  s’enfuit  que  MF  ou  AD,  ièra  plus  grande  que  Mf 
ou  aD:  c’ell  pourquoi  AD  ou  MF—t — aD  ou 
— Pt-  =x— +/»,  P f — x—m ou.  w — x ( fé- 
lon que  le  point  P tombe  au  defïous  ou  au  deflus  du 
foyer/).  Or  les  triangles  rectangles  MPF,  MPf,  don- 
nent tt — — irzjcjzzyy — Y mm — Ysmx — M*,  6 C 
U — 1 — y y — ^ mm — im  x — Yx  x.  Donc  fi  l’on 
retranche  par  ordre  chaque  membre  de  la  féconde  égali- 
té de  ceux  de  la  première,  on  aura  qt  z^=cqmx  ; d’où  i on 

are  encore  CD  ( O = ^ • Par  conféquenr  en  l’un  & 

l’autre  cas,  on  aura  CA  (#).  CF(m)  ::  C J*  ( x ), 
C U ( O-  Oc  qu’il  fallait  démontrer. 

Corollaire 

38.  T l eft  donc  évident  que  fi  l’on  nomme  les  données 
CA  ou  Ca,,t  ; CF  ou  Cf,  m > 6c l’indéterminée  CP , xi 

on  aura  toujours  MF  — t — ~ 5 & Mf—  t — 1-  ~ , lorfi 
que  le  point  P tombe  au  deflus  du  centre  C:  Sc  qu’au- 
contraire  09  aura  MF-=.t — Y~  , 6c  Mf—t — ^,lor£ 
qu’il  tombe  au  defibus. 

PROPOSITION  IL 

Theorême.  * 

3 9 • Tf F quarrè d'une  ordonnée  quelconque  MP  à l’axe  Aa, 
tft  au  rectangle  de  AP  par  Pa,  parties  de  cet  axe , comme  le 
quarte  de  fon  conjugué  B b , ejl  au  quarté  de  l’axe  A a. 


*4  Litre  Second. 

Il  faut  prouver  que  P M\  A P x P a : : Bb\  ÂT. 

Les  mêmes  choies  étant  pofées  que  dans  l’article  pre- 
cedent, fi  l’on  met  dans  l’egaliréV#^  +*ji~yy 

* Art-  37*  — H rnmfram  x — \-x  x que  l’on  a trouvée  * par  le  moyen 

du  triangle,  rectangle  MP  S,  à la  place  de  ^ fa  valeur 

y-  , on  formera  toujours  celle-ci  t tyy  — t*—~ttxx 

mmtt — Ymmxx,  laquelle  étant  réduite  à une  propor. 
» Art.  jj.  tion,  donne  PM  (yy).  APxPu  (//  — xx)  ::  jfc* 
(tt — mm).  CA'  (tt)::  Bb\  Â7i\  Ce  qu'il  fui.  &c. 

Corollaire  I. 

40,  S 1 l’on  mene  une  ordonnée  MK  k l’autre  axe 
B b , lequel  j’appelle  1 c,  il  eft  clair  que  MK=CP  (x) 

* Art.  jy.  & que  C K=PM(y).  Or  * Fm'  (yy).  APxPa 

(tt  — xx)  ::  Bb1  (q.cc).  Au  (4.11).  Et  partant  q.cc 
x x—AfCctt-  ^ttyy  i ce  qui  donne  cette  proportion 
MK  (xx).  BKxKb  (cc—yy)  ::  ZTu  (4//).  ffi* 
U tt ■). 

C’eft  à dire  que  le  quarré  d’une  ordonnée  quelcon- 
que MK  à.  l’axe  B b , eft  au  réâangle  de  B K par  K b 
parties  de  cet  axe  , comme  le  quarré  de  Ion  conjugué 
Au , eft  au  quarré  de  l’axe  B b. 

Corollaire  Fondamental, 

Fie,  18.  4I-Si  l’on  nomme  l’un  ou  l’autre  axe  Au,  iti  fot\ 
i9-  conjugué  B b,  te  ; fon  paramétré  p 5 chacune  de  fes  or- 
données PM , y,  chacune  de  lès  parties  C P prifês  en- 
tre le  centre  & les  rencontres  des  ordonnées , x;  on 
*Art.  }9.  aura*  toujours  PM' (y  y).  A Px  P a (tt  — x x)  i:  Bb' 

(qec).  A (q.tt)  î:  p.  A a ( tt  ) . Puifque  lèlon  la  défi- 
nition du  Paramétré,  A a ( tt) . B b (ir)::  B b (te). 

P—  77  • D’où  en  multipliant  d’abord  les  extrêmes  & 
les  moyens  de  la  proportion  y y.  tt  — xx  ; ; 4 c c.  4 1 1 , & 

enfuitç 

« 


» 
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tnfuite  de  l’autre/)',  tt—xx  -.-.p.  it.  L’on  tire  yy—cc 
— “*x } & y y — i . Or  comme  cette  propriété 

convient  egalement  à tous  les  points  de  l’Ellipfc , 6c 
<ju’elle  en  détermine  la  pofition  par  rapport  aux  deux 
axes  conjugués  Aa,Bbi  il  s’enfuit  que  l’équation^/ 
z=zcc—c~ , ou  yy = j p / — exprime  parfaitement 
la  nature  de  l’Ellipfe  par  rapport  à fes  axes. 

COROLLAIRE  III. 

42-  S I l’on  mène  deux  ordonnées  quelconques  MP, 

'7 /<2.,à  l’axe  Aa-,  leurs  quarrés  feront  entr’eux  comme 
les  réctangles  A P*  P*,  AQ*  Q^a  , des  parties  de  cet 
axe,  faites  parla  rencontre  de  ces  mêmes  ordonnées; 

car’  B~b  . Â7  : : PM.  AP*Pa  : : QN\  AQ*  Qa.  Et  * Art.». 
partant  PM*.  AP*  P a.  AQ*Qa. 

Corollaire  IV. 

43-  Si  l’on  mene  par  un  point  quelconque  P de  l’un 
ries  axes  conjugués  Aa , une  parallèle  MM  à l’autre 
axe  Bb  ; elle  rencontrera  l’EUipfe  en  deux  points  M,  M, 
également  éloignés  de  part  6c  d’autre  du  point  P , 6c  non 
en  davantage.  Car  afin  que  les  points  M,  M , foient  à l’El- 

lipfe , il  faut  * que  les  quarrés  de  PM  (y  ) prife  de  çart  * Art.  41. 
6c  d’autre  de  l’axe  Aa , foient  égaux  chacun  à la  meme 

. / ccxx 

<juantice  cc— -jp.  £ 

Corollaire  V. 

44*  II  fuit  cc  quc  * yy—cc — <iue  P^us  cp  * Art 41, 

< x ) prifê  de  part  6c  d’autre  du  centre  C augmente , 
plus  chaque  ordonnée  PM  ( y ) prife  de  part  6c  d’autre 
de  l’un  ou  de  l’autre  axe  Aa,  diminue;  de  forte  que  CP  (x) 
étant  égale  à CA  ou  Ca  (/),  chaque  PM  {y)  devient 
alors  nulle  ou  zéro  : 6c  qu’au  contraire  plus  CP  ( x ) de- 
vient petite  , plus  auffi  chaque  ordonnée  PM  (y)  pnfc 
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de  part  & d’autre  de  l’axe  Au  augmente  s de  forte  que 
CP  ( x ) devenant  zéro , chaque  PM  ( y ) , qui  eft  alors 
CB  ou  Cb(c),  fera  la  plus  grande  des  ordonnées.  D’où 
il  eft  clair. 

i°.  Que  fi  l’on  mene  par  les  extrémités  B, b , de  l’un 
des  axes  conjugués , des  parallèles  à l’autre  ; elles  feront 
tangentes  en  ces  points. 

tu.  Que  l’Ellipfe  s’éloigne  de  part  & d’autre  de  plus 
en  plus  de  l’un  ou  de  l’autre  axe  Au,  en  commençant  par 
l’extremité  A,  jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  Ion  conjugué 
B b -,  après  quoi  elle  va  toujours  en  s’approchant  du  mê- 
me axe  Au , jufqu’i  ce  qu’elle  le  rencontre  en  fon  autre 
extrémité  a. 

Corollaire  VI. 

4J-Tl  fuit  encore  de  ceque*^=ff — ~7T->  *lue  ^ 
l’on  prend  les  points  P , également  éloignés  de  part 

& d’autre  du  centre  Ci  les  ordonnées  PM,  PM,  feront 
égales.  D’où  il  eft  évident  que  fi  une  ligne  quelconque 
MM , terminée  par  l’Ellipfe,  eft  coupée  en  deux  éga- 
lement par  l'un  des  axes  conjugués  Bbe n un  point  K au- 
tre que  le  centre } elle  fera  parallèle  à l’autre  A a.  Car 
menant  les  parallèles  MP,  MP,  à l’axe  Bb,  la  ligne  PP 
fera  diviféepar  le  milieu  en  C,  puifque  MM  l’elt  en  K î 
& partant  les  ordonnées  PM,  PM  feront  égales.  La 
^roicc  MM  fera  donc  parallèle  à l’axe  Au. 

Corollaire  VII. 

4 <5.  Si  l’on  conçoit  que  le  plan  fur  lequel  l’Ellipfc 
eft  tracée , foit  plié  le  long  d’un  des  axes  Bb , en  forte 
que  fes  deux  parties  fe  joignent  5 il  eft  clair  que  les  deux 
clemi-Elüpfes BAb,Bub>,  tomberont  exactement  l’une  fer 
l’autre  ; fçavnir , les  points  A,  M,  Sec.  fur  a,  M,  Sec.  puif- 
que ' toutes  les  perpendiculaires  Au,  MM,  Sec.  à cet  axe, 
lont  coupées  par  le  milieu  aux  points  C,  K,  Sec.  D’où  il  eft 
vilibie  que  l’Ellipfe  eft  coupée  par  les  deux  axes  en  qua- 
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tre  portions  parfaitement  égales  8c  uniformes , qui  ne 
different  entr’elles  que  par  leur  ficuation. 

PROPOSITION  III. 

Thcorême. 

47-  Si  Ton  mené  far  Tune  des  extrémités  A de  Tun  des  pIOt  to. 
axes  Aa,  une  ligne  droite  quelconque  AM  dans  Tun  des  an- 
gles aAL , aAL , fait  s far  cet  axe,  & f‘‘r  la  ligne  LAL  pa- 
rallèle à fon  conjugué  B b ; je  dis  quelle  rencontrera  T Ellipfe 
en  un  autre  point  M. 

Ayant  pris  fur  AL  de  part  ou  d'autre  du  point  A , 
la  partie  AG  égale  au  paramétré  f de  l’axe  Aa,  8t  tire 
GE  parallèle  à cet  axe,  & qui  rencontre  la  ligne  A M 
( prolongée,  s’il  eft  neceffaire  ) au  point  F,  ou  prendra 
fur  la  ligne  AL  du  même  côté  où  tombe  la  ligne  AM 
par  rapport  à l’axe  A a , la  partie  AL  égale  à GF,  Sc 
ayant  tiré  par  l’autre  extrémité  a de  l’axe  Aa  la  droite 
a L i je  dis  que  le  point  M où  elle  coupe  la  ligne  AM , 
eft  à l’Elliplè  MAM. 

Car  menant  MP  parallèle  à AL , & nommant  les  con- 
nues Aa,  it  ; AG,  pi  GF  ou  AL,  a i & les  inconnues 
CP,  xi  PM,  yi  les  triangles  lèmblables  AGF,  MP  A, 

& LAa,  MPa,  donneront  AG  (f)  GF  (a)  ::  MP  {y). 

AP  (<dt*)  ■ Ec  AL  (a).  A a (it)  : : PM  {y).  aP 

(tT+.x)=.^j! . Et  par  confequent  on  aura  toûjours 
AP*  P a.  (tt—xx)  — ~,  foit  que  le  point  P tombe  au 
deffus  ou  au  deffous  du  centre  C;  d’où  l’on  tire  yy= 

L p _ ÜÜ? . La  ligne  PM  fera  donc  * une  ordonnée  à l’axe  * Art.  41. 
'A ai  8c  partant  le  point  M fera  à l’Elliplè  MAM.  Ce 
qu'il  fa  doit  démontrer. 

Corollaire  I. 

48.  De  -la  on  voit  comment  un  axe  A a d’une 
Ellipfe  MAM  étant  donné  avec  fon  paramétré  p,  8c 

Dij 
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ayant  mené  par  l’une  des  extrémités  A de  cet  axe  une 
ligne  droite  quelconque  A M dans  l’un  ou  l’antre  des 
angles  a AL , a AL , faits  par  cet  axe,  & par  la  ligne 
■i^L  parallèle  à Ton  conjugué  Bb-,  on  voit,  dis- je  fee 
qu  il  faut  faire  pour  trouver  fur  cette  ligne  le  point  M 
ou  elle  rencontre  l’Ellipfè  MAM. 

Corollaire  II. 

49-  Il  eft  évident  qu’il  n’y  a que  la  ligne  LAL  pa- 
rallèle a laxe  Bb y qui  puillè  ctre  tangente  de  l’Ellipiê 
MAM  au  point  A y l’une  des  extrémités  de  fon  cornu 
eue  Au  -,  puilqu’il  n’y  a que  cette  feule  ligne  , qui  paf- 
fant  par  le  point  A , & étant  continuée  de  part  & d'au 
tre,  ne  la  rencontre  en  aucun  point,  & n’entre  pas  de- 

danc  r 


Fie.  10. 


* Art. 


proposition  iy. 

Theorcmc. 

S O.  Tous  les  diamètres  comme  MCm,  font  Coupés  en 
deux  egalement  pat  le  centre  C,  &■  ils  ne  rencontrent  l' Elllpfc 
qu  en  deux  points  M , m.  n 

Ayant  mené  l’ordonnée  MP,  Si.  pris  Cp  égale  à CP 
u on  mené  la  perpendiculaire  pm  terminée  en  m parla 
droite  MCm\  il  eft  évident  que  les  triangles  f'PM 
Cpm  font  femblables  & égaux,  & qu’ainfi  CM  eft  égale* 
a Cm , Sc  PM  à pm.  Or  comme  * les  ordonnées  qui  font 
ega  ement  éloignées  de  part  & d’autre  du  centre  C font 
égalés  entr  elles,  & que  Pm  eft  une  ordonne e,  ilVen- 
luit  que p m leraauflî  une  ordonnée}  & par  coniequenc 
que  le  point  m eft  à l’Ellip/e.  4 

De  plus  il  eft  vifible  que  fi  l’on  imagine  une  parallèle 
a 1 axe  B b , qui  fe  meuve  de  C vers  A , la  partie  de  cet- 
te parallèle  renfermée  dans  l’angle  ACM,  ira  toujours, 
en  augmentant  à mefure  que  CP  croît,  fie  qu’au  con 

tnUrC  !ac^arre  de  cette  ParalleJe  renfermée  entre  le 
quart  d Ellipfe  AMB  fie  l’axe  CA,  c’eft  à dire , l’ordon. 
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née  PM  * ira  toujours  en  diminuant  * d’où  il  fuit  que  *Art.  44; 
la  ligne  droite  CM,  qui  paflc  par  le  centre,  ne  rencon- 
tre r’Elliplè  qu'en  un  point  M du  même  côté  de  l’axe  j 
fie  il  en  cft  de  même  pour  le  point  /»  pris  de  l'autre  côté. 

Donc  fiée. 

D E'  F 1 n 1 t 1 o n s. 

11. 

Si  l’on  mene  par  un  point  quelconque  M de  l’EUipfe,  pI0>  M ^ 
un  diamètre  MC  »,  une  ordonnée  MP  à l’un  ou  l’autre  * * * 

axe  Au,  fie  une  ligne  droite  A4  T , en  forte  que  CT  foie 
troifiéme  proportionnelle  à CP , CA  ; le  diamètre  SCs 
parallèle  a M T , eft  appelle  Diamètre  conjugué  au  dia- 
mètre Mm  j Et  réciproquement  le  diamètre  M m eft  dit 
conjugué  au  diamètre  i i : de  Ibrte  que  les  deux  eniêm- 
ble  lônt  appellés  Diamètres  conjugués. 

n. 

Toutes  les  lignes  droites  menées  des  points  de  l’EUip- 
fe  parallèlement  à l’un  de  ces  deux  diamètres , fie  termi- 
nées par  l’autre,  font  appcllées  Ordonnées  à cet  autre. 

Ainfi  NO  parallèle  au  diamètre  S s,  cft  Ordonnée  à fon 
conjugué  M m. 

i3- 

La  troifiéme  proportionnelle  à deux  diamètres  con- 
jugués , eft  appdlée  Paramétré  du  premier  de  la  propor- 
tion. Ainfi  la  troifiéme  proportionnelle  à Mm , Si,  eft 
appellée  Paramétré  du  diamètre  Mm.  , 

* Corollaire. 

Si  l’on  nomme  la  donnée  CA , t ; fie  les  mdétet. 
minées  CP, xi  PT,  si  il  eft  clair,  iêlonla  définition  11e 

que  CT  (*  — W ) = £)  & qu’amfi ix—ti—xx=^AP*Pa. 
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PROPOSITION 


V. 


Théorème. 

J2"*  Si  ? on  mette  parles  extrémités  M,  S,  de  deux  diamè- 
tres conjugués  Mm  j S s,  deux  ordonnées  M P,  S K,  à un  axe 
Aa:  je  dis  que  la  partie  CK</f  cet  axe , prife  entre  le  centre 
& la  rencontre  de  l'une  des  ordonnées  SK,f/î  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  deux  parties  AP,  Pa,  faites  par  la  rencon- 
tre de  l'autre  ordonnée  M P. 

Jl  faut  prouver  que  CK*=  AP  x Pa. 

Ayant  nommé  les  connues  CA,  t > CP,  xi  PT,  si Sc 
Art.  pu  I’inconnuë  CK,  m -,  on  aura  A P*Pa=.tt — xx=z*sx, 
& AK*Ka  = tt — mm  — sx — yx  x — mm  en  mettant 

{iour  tt  là  valeur  xx — \-sx.  Cela  pofé , la  propriété  de 
’Ellipfe  * donnera  AP*Pa  ( sx).  AK*Ka  ( sx — h** — mm)  : : 
PM  . KS  ::  TP*  (ss).  CK  (mm),  à caulè  des  trian- 
gles femblables  TPM , CKS.  D'où  l’on  tire  en  multi- 
pliant les  extrêmes  & les  moyens,  &.en  tranipofant  à l’or- 
dinaire , CK * (mm)  = ***~^"-  —Sxz=.AP*Pa.  Ce 
qu'il  falloit  démontrer. 

Corollaire. 

5T  Puisque  CK* =tt— xx,i\  s’enfuit  que  "ça  — 
lArt.is,  CK.1  ou  AKxKa=xx.  Or  * CA%  (tt).  C£l  (cc)  :: 

AK*Ka  (xx).Tk  ==~  . Et  CÂ'  (tt).CP'  (cc): t 
A P*  Pa  ( tt—xx  J.  PM  —cc— ~ . De  plus  à caufe  des 
triangles  rédangles  CP  M, CKS, on  aura  le  quarré  CM  ou 
CP' — YPM  = xx — Y et — c~ } & le  quarré  CS  ou  CK1 
-YKS'—  tt—xx—Y  ■ Donc  CM1— Y CS*  — tt  —Ycc. 

C’eft  à dire  que  lafomme  des  quarrés  de  deux  diamè- 
tres conjugues  quelconques  Mm,  S s,  eft  égale  i la  fomme 
des  quarrés  des  deux  axes  Aa,  Bb. 
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PROPOSITION  VI. 

Theorême. 

|4.  Le  quatre  (tune  ordonnée  quelconque  O N au  diame- 
tre  Mm,ejl  aurèîlangle  «üfMOxOm  fait  des  parties  de  ce  dia- 
mètre > comme  le  quarré  de  fon  conjugué  S s , eft  au  quatre  du 
même  diamètre  Mm.  

Il  faut  prouver  que  ON'.MOxOm::  Ss\  Mm. 

Ayant  mené  les  parallèles  N Q^,  OH,  à l’axe  Pb,Sc 
la  parallèle  OR  à Ton  conjugué  Au,  qui  rencontre  au 
point  R l'ordonnée  ÎV (^prolongée , s’il  eft  ncceffaire  * 
on  nommera  les  données  CPj  xi  PM,yiCA,tiPT, 
si  8c  les  indéterminées  HQjivi  OR, ai  CH,  bi  6c  on 
auraàcaulè  des  triangles  femblables  CPM,  CHO,  6 C 
MPr,  N RO,  ces  deux  proportions  CP  (x).  PM  (/  ) : : 

CH  {b).  HO  ou  RQ  = *.  Ec  TP  {s).  PM  {y)::  OR 
(a).  RN=~S  ■ Cela  pôle. 

Puifque  \fig. n.)  A^eft  toujours  la  différence  de 
R£l_[-£)  » diN  ) , 8c  C£?_  la  fomme  de  CH  [b  ) , 

HQ^{a) , lorfque  le  point  N tombe  entre  les  points 
M,  S,  ou  m,si&c  qu’au  contraire  [fig.  n.  ) Ni 2 eft  toû- 
jours  la  fomme  de  RQ^RN,  6c  C Q la  différence  de 
CH , HQ , lorfque  le  point  N tombe  par  tout  ailleurs: 

on  aura  -+*?,  & c£  =** 

^ixah—ybbi  fç  avoir—  ~^-&i.-+iab  dans  le  premier  cas, 

& au  contraire  — 8c— dans  le  fécond  cas.  Or*  *Art.  42, 
AP*  Pu  (tt-xx).AQ^Qa  ou  C d— CQAtt— aa-±;iab— bb) 
Cpm'M  En  compa- 

rant  ensemble  ces  deux  valeurs  du  quarré  de  N 

Mjy  _j.  hy  , ••yj 

S S 


on  formera  l’égalité 


} dans  laquelle  effaçant  d’une  part  le 
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* Art.  ft. 

* Art.  fo. 
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terme  & de  l’autre  le  terme  -4 -lïlll  qUj  ju(  efj 

égal,  puifque  * sx—tt — xx , & divifànt  par  y y , il  vient 

bb  a*  1t — ma — bb 


«x  ' ss  tt—xx 

Si  l’on  multiplie  par  xx,  Sc  qu’on  tranfpolë  bb , on 

MM  XX  **X*  ttXX MMXX—bbtt  Qr  I • ». 

trouvera ou  = — — * fie  multipliant 

le  premier  membre  par  ssxx,  & le  lècond  par  le  quarrc 
de  tt—xx  valeur  de  sx  (ce  qui  le  fait  en  mulriplianc 
fimplement  le  numérateur  par  tt—xx)  on  aura  aux* = 
t*xx — aattxx — bbP — itx‘> — Yaax*. — Y-bbttxxi  d’où  en  effa- 
çant de  part  & d’autre  aax 4 , tranlpolânt  aattxx , & di- 
vi/ànt  par  ttxx , l’on  tirera  HCL  ou  OR  ( aa  ) — tt—xx 
-Cbb-k^. 


Maintenant  fi  l’on  nomme  le  demi  diamètre  CM  ou 
Cm,^  on  aura  à caulé  des  triangles  lémblablcs  CPM, 
CHO  , cette  proportion  CP  fs).  C W ( : : CH  ( b ). 

CO  = ^-.  Et  partant  MO*  Om  — z^— .Or  les  trian- 
gles femblables  ORN , CKS, donnent  ON *■  CS  ::  OR 
( tt—xx— )rbb—  *-£)•  CK  * (tt-xx)  : : MO*Om  (x^^). 

CM*(zjJ.  Puifqu’en  multipliant  les  extrêmes  & les 
moyens  , on  trouve  le  même  produit.  Donc  0~N*. 
MOxOm  ; : C i’.  CM**:;-Sj‘.  Mm  . Ce  qu'il fallait &c. 


Corollaire  General. 

Tl  eft  vilîble  que  ce  qu’on  a démontre'  dans  la 
PropoGtion  féconde  par  rapport  aux  deux  axes  Aa, 
Bb,  s’étend  par  le  moyen  de  cette  Propofition  à deux 
diamètres  conjugués  quelconques  Mm,  S s.  Or  comme 
les  articles  40,41,42,43,44,45,47,48  &:  49,  fe  tirent 
de  la  fécondé  Propofition,  & fùbfiftent  également,  foit 
que  l’angle  AC  B foie  droit  ou  qu’il  ne  le  foit  pas}  il 
s’enfuit  que  fi  Ton  fuppolé  dans  ces  articles,  que  les  li- 
gnes Ad,  Bb,  au  lieu  a’être  les  deux  axes , loient  deux 
, diamètres 
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diamètres  conjugués  quelconques,  ils  feront  encore 
vrais  dans  cette  fuppofition:  car  leur  dcmonftration  de- 
meurera toujours  la  meme  ; fie  il  ne  faut  pour  s’en  con- 
vaincre entièrement , que  les  relire  en  mettant  par  tout 
où  lé  trouve  le  mot  à' Axe  celui  de  Diamètre. 

Corollaire  II.  * 

56.  c omme  les  articles 44  fie  49,  fubfiftent  avec  la 
meme  force  , lorfque  les  lignes  Aa , 11  b,  au  lieu  d’etre 
les  deux  axes , font  deux  diamètres  conjugués  quelcon- 
ques, tels  que  Mm,  5/ J il  s'enfuit  que  la  ligne  MT 
menée  par  le  point  M l’une  des  extrémités  d’un  diamè- 
tre quelconque  Mm,  parallèlement  à fon  diamètre  con- 
jugué Ss,  cft  tangente  en  AT,  & qu’il  n’y  a que  cette 
lêule  ligne  qui  puiilé  toucher  l’Éllipfe  en  ce  point. 

D’où  l’on  voit  que  d’un  point  donné  fur  une  Elliplé, 
on  ne  peut  mener  qu’une  lèule  tangente. 

Corollaire  III. 

57'  De-la  il  eft  évident , félon  la  définition  que 
fi  l’on  mene  par  un  point  quelconque  M d’une  Elliplé , 
une  ordonnée  MP  à l’un  ou  l’autre  axe  Aa  ; fie  qu’ayant 

Îris  CT  du  côté  du  point  P,  troifiéme  proportionnelle 
CP,  CA , on  tire  la  droite  M T : cette  ligne  M T fera 
tangente  en  M,  Et  réciproquement , que  fi  la  ligne  M T 
cft  tangente  en  M,  fie  qu’on  mene  l’ordonnce  MP  à 
l’un  ou  l’autre  axe  Aa,  les  parties  CP,  CA,  CT  de  cet 
axe , feront  en  proportion  géométrique  continue. 

Corollaire  IV.  • 

S 8»  Si  l’on  imagine  dans  les  définitions  11 , rz  Si  13 , 
te  dans  les  deux  dernières  Propofitions , que  les  lignes 
Aa,  B b,  au  lieu  d’être  les  deux  axes,  foient  deux  dia- 
mètres conjugués  quelconques;  on  verra  que  ces  Pro- 
pofitions feront  encore  vrayes,  puifqu’ellcs  lé  démontre- 
ront de  la  même  manière  qu’auparavant  : comme  il  eft 
évident  par  l’infpé&ion  de  la  figure  13  , où  les  triangle* 


54  Livre  Second. 

lèmblables  donnent  les  mêmes  proportions  que  dam  1© 
cas  des  axes. 

D’où  il  fuit  i°.  Que  le  Corollaire  précèdent  doit  en- 
core avoir  lieu,  lorfque  la  ligne  Aa,  au  lieu  d’être  un  axe, 
eft  un  diamètre  quelconque.  2°.  Que  les  diamètres  con- 
jugués Mm , S s,  peuvent  être  les  deux  axes  dans  cette 
fuppofition  ; & qu’ainfi  on  peut  regarder  les  deux  axes 
comme  deux  diamètres  conjugués,  qui  font  entr 'eux  des 
angles  droits. 

PROPOSITION  VIL 
Theoréme, 

F JC.  14.  J9-  S I far  un  point  quelconque  d’une  Ellipfe  qui  a pour 

centre  le  point  C,  l'on  tire  une  ordonnée  MP  à l’un  des  axes 
Aa , é-  «ne  perpendiculaire  MG  à la  tangente  M T q«i pajje 
par  le  point  M .•  je  dis  que  C P fera  toujours  à P G en  raifo* 
donnée  de  l axe  Aa  4 [on  paramétré. 

Car  nommant  le  demi-axe  CA  ou  Ca,ti  & les  indé- 
*Art.  jj.  terminées  CP,  xi  PM, y,  on  aura  * CT—  -j  6c  par- 
tant PT—  *■  **- . Or  les  triangles  réâangles  lèmbia- 
bles  T PM , M PG,  donnent  TP  ( ~~~  ) . PM  (y  ) t: 
PM  (y).  PG  = —y-x  ■ D'où  l’on  tire  cette  proportion 
CP  (x).  PG  ( Î22-  ) : ■ AP*Pa  ( tt—xx) . ~PM  (yy). 

Puifqu’en  multipliant  les  extrêmes  & les  moyens , on 
fiyme  le  même  produit  xyy.  Mais  le  réûangle  AP  * P a , 
j Art,  41.  eft  * au  quarré  Pm\  comme  l’axe  Aa  eft  à Ion  para- 
métré. Donc  &c. 

PROPOSITION  VIII. 
Thcorême. 

Fie.  if.  60.  S 1 P on  ment  par  un  point  quelconque  M d'une  Ellipfe, 

une  tangente  TMS , & aux  deux  foyers  F , f , les  droites  MF, 
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Mfjji  dit  que  les  angles  F M T , f M S , faits  partes  lignes 
de  part  & d’autre  avec  la  tangente  T M S , font  égaux  entt'- 
éux. 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  FD,fd , fur  cet-  # 
te  tangente;  le  premier  axe  Aa  qui  la  rencontre  en  T , 

& l’ordonnée  MP  à cet  axe,  6c  nommé  les  données 
CA  ou  Ca,tiCF  ou  Cf,  mi  6c  l’indéterminée  CP,  xi 

on  aura  MF*  (/— ”)  . Mf  (*-+ y)::  TF,o\iCT*  ^ 

(j)-Cf  (m).r/ouCr(j)  -+Cf(m).  Puifqu’en 

multipliant  les  extrêmes  ôc  les  moyens,  on  trouve  le 
meme  produit.  Or  les  triangles  fêmblabies  TFD,  Tfd, 
donnent  TF.  Tf  ■ : FD,  fd.  L’hvpothenufè  MF  du  trian- 
gle ré&anglc  MDF,  fera  donc  A l'hypothenufc  Mf  du 
triangle  rectangle  M df,  comme  le  coté  DF  cil  au  côté 
dfi  6c  par  conlèquent  ces  deux  triangles  feront  fiembla- 
bles.  Les  angles  FMD,fMd,  ou  FMT,  fMS,  qui  font 
oppofés  aux  côtés  homologues  DF,  df,  feront  donc 
égaux  entr’eux.  Ce  qu’il  falïoit  démontrer. 

Corollaire. 

6i.  D E-la  il  eft:  évident  que  la  tangente  T MS 
étant  prolongée  indéfiniment  de  part  6c  d’autre  du  point 
touchant  M , laiflè  l’Ellipfe  toute  entière  du  côté  de  Tes 
deux  foyers  F,  f.  Or  comme  cela  arrive  toujours  en  < 

quelque  endroit  de  l’Ellipfè  que  tombe  le  point  M,  il 
s'enfuir  qu’elle  fera  concave  dans  toute  fon  étendue  au- 
tour de  les  deux  foyers , 6c  par  conlèquent  auffi  autour 
de  fon  centre.  • 

PROPOSITION  IX. 

Théorème. 

6t.  S i fon  mene  par  l’une  des  extrémités  A d’un  diame-  F i e.  i<. 
tre  Aa  une  parallèle  DAE  à fon  conjugué  Bb,  laquelle  ren- 
contre deux  autres  diamètres  conjugués  quelconques  M m , Si, 

Ey 


v 
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aux  points  D,  E ; je  dis  que  le  ré  cl  angle  de  T)  A par  AE, 

égal  au  quarrè  de  la  moitié  CB  du  diamètre  B b. 

Il  faut  prouver  que  DA<  AE  =:  C B . 

• Ayant  mené  par  les  extrémités  M,  S,  des  diamètres 
conjugués  Mm , S s,  les  ordonnées  MP,  S K , au  diamè- 
tre Au  y on  nommera  les  données  CA , t ; CB,  a & les 
y Art.  jx,  indéterminées  CP,  xi  PM,  yi  SC  on  aura  * CK  — 
AP x Pa  — tt — xxj&par  con/equent  AK*Ka  ou  CA 
* Art.  J+.  —CK  —xx.  Or  * jfc'  {ce).  ~CA'  (te)  : : AiP ' (yy) - 
APxPaouCK  . Et  CÂ'  (tt)ÂCB  {ce)-.  : AK*Ka 

(xx).  KA  — e~  ■ Donc  en  exerçant  les  racines  quar- 

rées , l’on  tire  CK  = 7 } & KS=~  . Mais  les  triangles 
femblables  CFM,  CAD , & CKS , C A E,  donnent 
CP(x).  PM  ( y )::  CA  (t) . A D=z% . Et  CK(^).KS 

(7)  : : CA  (/) . AE—  ~ . Donc  DA*AE—cc—~BC- 
Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION  X. 

Problème. 

Fie..  17-  63  D eux  diamètres  conjugués  A a , B b , d’une  Ellipfe 

étant  damnés  , avec  une  ligne  droite  M C m qui  pajfe  par  le 
centre  C -,  marquer  fur  cette  ligne  les  points  M,  m,  où  elle  ren- 
contre l’ Ellipfe. 

m Ayant  mené  par  l’une  des  extrémités^  du  diamètre 

Aa,  une  parallèle  indéfinie  AD,  à fon  conjugué  Bb , 
laquelle  rencontre  la  ligne  CM  donnée  de  pofitionau 
point  D son  tirera  par  le  point  A perpendiculairement 
fur  A D,  la  ligne  AO  égalé  à Ci?,  & par  les  points  0,  D, 
la  ligne  O D.  On  décrira  du  rayon  O A an  cercle  qui 
coupera  la  ligne  OD  en  deux  points  AT,  n,  par  où  l’on 
tirera  des  parallèles  NM,  nm,i\ a ligne  0 C qui  joint 
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les  centres  de  l’Ellipfê  & du  cercle.  Je  dis  que  les  points 
M,  m,  où  elles  rencontrent  la  ligne  CD,  feront  à l’EIlipfe, 

6c  détermineront  par  confequent  les  extrémités  du  dia- 
mètre M Cm  donné  de  pofition. 

Car  menant  les  parallèles  MP,  N d>  à AD,  qui  ren- 
contrent les  lignes  CA,  OA ,aux  points  P,  (D  les  trian- 
gles femblables  C DO , M D N,  Sc  C D A,  C M P , 6c 
ODA , O N Q^,  donneront  C A.  CP  ::  CD.  CM  ::  OD. 
ON:-.OA.Oq_  c’cft  â dire,  CA.  CP  : : OA.  OQ.  Et  partant 
fi  l'on  mene  la  droite  P (y,  elle  fera  parallèle  à O Ci  Ôc 
par  confequent  auflî  à.  M N fiippofée  parallèle  à.  OC. 

Ainfi  les  parallèles  MP,  Nq,  feront  égalés  entr’elles. 

Cela  pofe , fi  l’on  nomme  les  données  CA,  t ; CB  ou 
AO  ou  ON,  r i & les  indéterminées  CP,  xi  PM  ou 

NQ_,yi  on  aura  CA  ( t ).  CP  {x  J ::  OA  (c)  .OQ  = ~. 

Et  à caufe  du  triangle  OQN  réctangle  en  d,  le  quarré 
Nq  ou  MP*  {yy)~0 A/  (ce) — La  li- 

gne MP  fera  donc  * une  ordonnée  au  diamètre  Aa,  8c  * Art  4,  & 
par  confequent  le  point  M appartiendra  à l’Ellipfe  qui  5j. 
a pour  diamètres  conjugués  les  droites  Aa,  B b.  Mais  à 
caufe  des  parallèles  NM,  OC,  nm  ,1a  ligne  Mm  eft  di- 
vifee  en  deux  également  par  le  centre  C>  puifque  par  la 
propriété  du  cercle,  N n l’eft  au  point  O.  Donc  le  point 
m appartiendra  * auffi  à la  même  Ellipfe.  * Art.  to 

Si  les  diamètres  conjugués  Aa , Bb,  étoient  les  deux 
axes , les  parallèles  CO,  P (Z,  fe  confondraient  alors  avec 
les  lignes  CA,  AO,  qui  n’en  feraient  qu’une  feule  5 ce  qui 
rendroit  la  conftruclion  6c  la  démonftration  un  peu  plus 
faciles. 


. PROPOSITION  XI. 

Problème, 

6 4*  13 eux  diamètres  conjugués  Aa,  Bb , d’une  Ellipfe  pIC 
étant  donnés  i en  trouver  Us  deux  axes  Mm , Ss  : (ÿ-  démontrer 
qu'il  ri  y en  peut  avoir  que  deux. 

Eiij 


i 
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Ayant  mené  par  l’une  des  extrémités  A du  diamètre 
Aa , une  parallèle  D E à fon  conjugué  B b,  on  tirera  AO 
perpendiculaire  à DE  fit  égale  à CB.  Ayant  joint  O C,  on 
mènera  par  Ton  point  de  milieu  F la  ligne  F G qui  la  cou- 
pe à angles  droits , & qui  rencontre  au  point  G la  ligne 
JDE,  fur  laquelle  on  prendra  de  part  & d'autre  du  point 
G les  parties  G £>,G£,  égales  chacune  à GO  ou  G C.  Ti- 
rant enfin  les  droites  CD,  C Es  je  dis  que  les  deux  axes 
Mm,  S s,  font  fitués  forces  droites. 

'•  Art.  A.  Car  les  deux  axes  pouvant  être  regardés  * comme 
deux  diamètres  conjugués,  qui  font  entr’eux  un  angle 
droit , ils  rencontreront  la  ligne  DE  en  des  points  D,  E, 
tels  que  le  cercle  décrit  de  ce  diamètre  paîlèra  par  les 
deux  points  C,  O -,  puifque  le  rectangle  DAxAE  étant 
*Art.  Si.  égal  * au.quarré  de  AO , l’angle  DO  E fera,  droit , auffi- 
bien  que  l’angle  DCE.  Or  il  eft  évident  que  c’eft  préci- 
fément  ce  que  l’on  vient  de  faire  par  le  moyen  de  cette 
conftru&ion;  puifque  les  lignes  GO,  GC,  GE,  GD 
étant  toutes  égales  entr’elles , font  les  rayons  d’un  même 
cercle.  Mais  comme  il  ne  peut  y avoir  for  la  ligne  D E 
que  deux  points  D,  E , qui  fàtisfaflent  en  même  temps  à 
ces  deux  conditions  j Ravoir , que  l’angle  DCE  U l’an- 
gle DQE  foient  chacun  droit;  il  s’enfuit  que  les  diamè- 
tres conjugués  Mm,  Ss,  qui  font  entr’eux  un  angle 
droit,  feront  les  mêmes  que  les  axes  ; ÔC  qu’il  n’y  en  peut 
avoir  que  deux,  . 

Maintenant  pour  en  déterminer  la  grandeur,  il  n’y  a 
qu’à  tirer  les  droites  OD,  OE  i 6c  par  les  points  N,  B,  où. 
plies  rencontrent  le  cercle  qui  a pour  rayon  OA,  mener 
•Art.  fj.  ies  parallèles  NM , RS.  Car  il  eft  évident  * que  les  points 
M , S,  où  elles  rencontrent  les  droites  CD,  C E , appar- 
tiendront à l’Ellipfo  qui  a pour  diamètres  conjugues  les 
lignes  Aa,Bb,U  qu’ainfi  ils  forent  les  extrémités  de  fo« 
a*es, 
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Corollaire, 


39 


6$.  Si  l’on  propofbit  de  trouver  deux  diamètres  con- 
jugués Mm , S s,  qui  filîènt  entr’eux  un  angle  MCS  égal 
à un  angle  donné  ; deux  autres  diamètres  conjugués  Au, 

Bb,  étant  donnés.  Il  eft  vifible  que  la  queftion  lé  rédui- 
roit  à trouver  fur  la  ligne  DE  donnée  de  poficion  i deux 
points  D , J^tels  que  menant  aux  deux  points  0 , C,  don-  5 
nés, hors  flpc  ligne,  les  droites  DO , OE,  CD,  CE, 
l’angle  DOE  fut  droit , 6c  l’angle  ÿCE  égal  à l’angle 
donné.  Mais  comme  la  folution  de  ce  Problème  eft  allez 
difficile,  on  l’a  renvoyée  dans  le  îo*  Livre,  & on  a 
fuivi  ici  une  autre  voye , qui  eft  plus  fimple  -,  c’cft  de 
trouver  d’abord  les  deux  axes , 6c  de  s’en  lervir  enfuite 
pour  trouver  les  deux  diamètres  conjugués  qu’on  deman- 
de, comme  l’on  va  enfeigner  dans  la  Propolîtion  fin- 
vantc. 

PROPOSITION  XII, 

Problème. 

€6.\_,%s  deux  axes  ka,^éa  ,d!une  EÏÏipfe  fiant  damés  » Fie- 18.19. 
trouver  deux  diamètres  conjugués  Mm,  S s , qui  fajjîmt  enti- 
tux  l’angle  MCS  égal  à un  ongle  donné. 

Je  fûppolè  que  les  diamètres  Mm,  Ss,  foient  en  effet 
ceux  qu’on  demande,  6c  qu’ils  rencontrent  aux  points 
D,E,  la  ligne  droite  indefinie  D F.  menée  par  l’extre- 
mité  A du  petit  axe  A a parallèlement  au  grand  B b. 

Et  ayant  tire  du  centre  Cde  l’Elliplë,  la  ligne  CF,  qui 
faite  avec  DE  au  point  F l’angle  CFE  égal  à l’angle  don- 
né MCS,  je  nomme  les  données  CA,  t>  CB,  ci  AF, 

ai  ôc  l’inconnuë  AE,  zj  ce  qui  donne  AD~*  CE  *Art.  tù 

=»/«— frj&à  caufê  du  triangle  ré&angle  CAE.  Cela 
pofé. 

Les  triangles  F FC,  CED,  feront  femblables;  puifque 
l’angle  au  point  £ eft  commun,  & que  l’angle  CFE  a 
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été  fait  égal  à l’angle  M CS:  c’eft  pourquoi  FE  ( ^-a). 
EC[v'tt-+z&)  ::EC(  ✓//-+!&.) . ED{  ç-+  ~ ) . D’où  en 
multipliant  les  extrêmes  8c  les  moyens,  l’on  forme  l’éga- 
lité az-+cc—  & effaçant  de  part  8C 

d’autre  multipliant  enfuite  par  8c  divifant  par  at 

il  vient  — ^-+  n-  cc=  o.  Et  en  faifant  ( pour  fa- 

ciliter le  calcul  ) cBCÜ  — ib , on  changera^^alité pré- 
cédente en  celle-^î  z^—ibz^ — \-cc=o,  ou  îbz^— +• 

bb  — bb — ce  y ce  qui  donne  en  extrayant  de  part  & d’au- 
tre la  racine  quarrée  ^ — b ou  b — x^—v'bb  — cc , 8c  par 
confcquent  l’inconnuC  AE  {\)-=zb~F/bb — cc.  Voici 
maintenant  la  conftru&ion  que  cette  derniere  égalité 
fournit. 

Ayant  prolongé  le  petit  axe  Aa  jufqu’au  point  0,  en 
' forte  que  A O foit  égale  à la  moitié  CB  du  grand  -,  foie 
tirée  CF,  qui  faflè  avec  DE  menée  par  le  point  A pa- 
rallèlement à Bb,  l’angle  CFE  égal  à l’angle  donné. 
Ayant  joint  OF,  foient  tirées  les  droites  OH,  CG , per- 
pendiculaires fu t OF,CF,  qui  rencontrent  DE  aux 
points  H,  G ( o».n’a point  marqué  flans  les  figures  îï 
8c  19, les  points  H , G,  iur  la  ligne  DE  ; parce  que  ces  fi, 
gu rgs  auroient  été  trop  grandes , 8c  que  d’ailleurs  il  eft 
facile  de  les  y imaginer) . Soit  décrit  du  centre  0 , 8c  dq. 
rayon  O K , égal  à la  moitié  de  GH,  partie  de  AD  prolon- 
gée , compriic  entre  G 8c  H , un  arç  de  cercle  qui  coupe 
J)E  aux  points  K,K-,Çc  ayant  pris  fur  DE  les  parties  K D, 
KE,  égales  chacune  à loicnt  tirées  par  le  centre  C de 
l’Ellipfè  , les  droites  D C,  EC.  Je  dis  que  les  diamètre? 
cherchés  Mm,  Ss,  font  fitués  fur  ces  kgnes. 

Car  àcaufe  des  angles  droits  FAC , F CG , 6c  FAO, 

FO  H i oa  aura  AG—  ^ , AH—  % ; 8c  partant  GH 
;=  e.fCZ!l  — xb.  Le  rayon  O K qui  eft  égal  à la  moitié  de 

H G,  fer*  donc  égal  ibiSc  à caufe  du  triangle  réclan.  . 

glc 
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gle  OAK,  on  aura  AK==y'bb — cc,  &c  A E ou  KE’ZÇAK 
— b+v'bb—cc>&.  AD  ou  KD^AK—b ■^v'bb—cc.  Or 
cela  pôle , fi  l’on  multiplie  la  valeur  de  Ah  par  celle  de 
AD , il  vient  A Ex  AD  — cc— Cl ?*  J & partant  * les  dia»  * Art.  tu 
métrés  Mm,  S s,  font  conjugués.  Mais  le  ré&angle  de 
AE — \rAD  ou  DE  fib)  par  A E — AF  ou  EF  (jj^Ç^bb — cc — a) 
eft  zzzibb^+iby'bb — cc — iab=ibb^ ib^bb — cc — \rtt — cc 
en  mettant  pour  xab  là  valeur  cc — tt  ; & à eau  le  du  triangle 
rédangle  CAE  le  quarré  CEX=.  A E ~-YCA  ~ ibb 
xk/bb —cc — \-tt—cc=  DExEF  : ce  qui  donne  FE.  EC  ::  EC. 

ED.  Et  partant  les  triangles  F EC,  CED,  feront  lêmbla- 
blesj  puifqu’ils  ont  l’angle  au  point  E commun  ,&  que 
Jeurs  côtés  autour  de  cet  angle  font  proportionnels.  L’an- 
gle MC  S fera,  donc  égal  à l’angle  donné  CFE.  C’eft  ce 
qui  reftoit  à démonupr. 

Maintenant  pour  avoir  la  grandeur  CM,  CS,  des  deux 
demi  - diamètres  cherchés } il  n’y  a qu’à  tirer  les  lignes 
DD,  OE,  & mener  par  les  points  N,  R,  où  elles  rencontre 
le  cercle  qui  a pour  rayon  OA,  les  parallèles  NM,  RS, 
à OC.  Car  il  eft  vifible  * que  les  points  M,  S,  où  elles  ren-  * Art.  su 
contrent  les  droites  CD,  CE,  feront  à l’EUiplê , & déter- 
mineront par  conlêquent  les  extrémités  de  ces  diamètres. 


O O 1 O 1 1 A I R.  E I. 

*7- Il  fuit  de  cette  conftrucfion , i°.  Qu’afin  que  le 
Problème  loit  poffible,  il  faut  que  OK  ('^^^fcurpalle  ou 

ioit  égale  à AO  (r) } car  autrement  le  cercle  décrit  du 
rayon  O K,  ne  rencontreroit  la  ligne  DE  en  aucun  point, 
ce  qui  eft  neanmoins  neceflàire  pour  la  conftrudion. 

i°.  Que lorfque  OK  furpafie  OA,  on  trouve  toûjours 
par  le  moyen  des  deux  points  K,  K,  deux  diffèrens  dia- 
mètres conjugues  Mm,Ss,  qui  latisfont  également 
mais  qu’alors  le  diamètre  S s de  la  figure  19  eft  égal  au 
diamètre  Mm  de  la  figure  18.  & femblablement  pofé 
îdc  l’autre  côté  de  l'axe  Aai  parce  que  AE  deJa  figure 
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29.  eft  égal  à AD  de  la  figure  2?.  Et  de  même  que  le  diV 
métré  Mm  de  la  figure  19.  eft  égal  au  diamètre  S s de 
la  figure  x8.  & femWahlement  pofë  de  l’autre  côté  de 
l’axe  A a ; parce  que  A D de  la  figure  29.  eft  égal  à AE 
de  la  figure  28.  Oeft  a diré  que  les  deux  diffecens  diamè- 
tres conjugué*  Mm,  S s,  qui  ûdsfoDt  également  au  Pro- 
blème, dont  femblableroent  paies  de  part  &c  d'autre  de 
l’axer,  & que  dans  ces  deux  differentes  poficions  leurs, 
grandeurs  demeurent  la  même. 

5°-  Que  lorfque  O K—OA,  lcs  deux  points  d’inrer- 
fe&ion  K,  K,  Ce  réüniffent  au  point  touchant  A > Sc  qu’ain- 
r*  «•  fl  fl  n’ÿ  a alors  qu’à  prendre  les  parties  AE,  AD,  égales. 

chacune  à la  moitié  CS  du  grand  axe  : d’où  l’on  voit 
qu’il  ne  peut  y avoir  alors  qu’une  folution,  & que  les. 
deux  diamètres  conjugués  Mm,  Ss , qui  fatisfont,  font: 
égaux  entr’eux. 

!C  O R O L LAI  RE.  II. 


Fie.  2S.29..  68. JL  efti clair  aufïî  que  plus  AF  grande , plus*; 

l’angle  obtus  donné  C/vt  i’eit  aulh,&:pliis  aucorjtrairc  la 
ligne  OK  (—7^)  diminué  :.de  forte  que  A F étant  ,1a. 

plus  grande  qu’il  eft  poflîble,  l’angle  obtus -C F E , fera, 
aulfi  le  plus  grand  ; & au  contraire  .la  ligne  OK,  fera  la 
moindre,  c’eft  à dire.égal c ÀAO.  Or  fi  l’on  mene  alors 
F ! 6 les  droites  Sa , ab  j les  triangles  re&angles  a CS,,  CAD , 
a Ci  ,:  CA E,  feront  tous  égaux  entr’eux  ; puifque  • les  li- 
gnes , A-E Pfif,  font  égales  chacune  à la  moitiéCi?,pu 
Cb  de  l’axe  S b , & que.  CAcft  égal  à Cm.  L’angle  ACM, 
fera  donc  égal  à l’angle  CaS,&c  l’angle  ACS  à i’angle 
Ça6;  Sc  partant. l’angle  donné  MCS  ou  CFF , fera  auifi . 
égal  à l’angle  Sab.  D’où  l’on  voit  : : 

Fig.  28. 29.  i°.  Que  fi  l’on  mene  de  l’une  des  extrémités  a du  pe- 

& *0,  tic  axe  A.i  aux  extrémités  S,  b,  dugrand , les  lignes  aS, , 
a b-,  l’angle  obtus  donné  CFE,  doit  être,  égal  ou  moin- 
*~Art.6 7.  dre  que  l’angle  S a b,  afin  que  * le  Problème  foit  poflîble. 

a?..  Que  lorfqu’il  lui  eft  égal , comme  dans  la  figure  39,. 
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il  tf  y a que  deux  diamètres  conjugués  M m , S f,  qui  fatis- 
faflênt , lefquels  font  égaux  entr’eux. 

3°.  Que  lorfqu’il  eft  moindre , comme  dans  les  fig.  18.  & 

19.  il  y a toû  jours  deux  diflèrens  diamètres  conjugués  qui 
farisfont  également  * qu’ils  font  (cmblablemenc  pofés  de 
part  6c  d’autre  du  petit  axe , cet  angle  demeurant  le  mê- 
me entr’eux  y & que  leur  grandeur  demeure  auffi  la  même 
dans  ces  deux  differentes  polirions. 

PROPOSITION  XIII. 

Problème. 

D Eux* diamètres  conjugués  A a,  B b,  d’une  Ellipji 
‘ étant  donnési  la  décrire  par  un  mouvement  continu. 

Première  Maniéré. 

On  cherchera  * les  deux  axes,  & oa  la  décrira  en-  # Art.  64* 
faite  folon  l'article  36. 

Seconde  Maniéré. 

Ayant  mené  par  l’une  des  extrémités  A de  l'un  des  f iC,  5I,  & 
diamètres  donnes  ^<t,une  perpendiculaire  AH  for  l’au-  31. 
tre  B b , on  prendra  for  cette  ligne  la  partie  A Qj départ 
ou  d’autre  du  point  A égale  à CB.  Et  aïant  tirela  ligne 
CQj  on  fora  gliflèr  la  ligne  GF  égale  à HQjÿ ar  fes  ex- 
trémités le  long  des  lignes  itë,  CQJ  prolongées  de  part 
& d’autre  du  centre  C autant  qu’il  iera  neceflàire  ) juf- 
qu’à  ce  qu’aprés  avoir  parcouru  foeceflivement  les  qua- 
tre angles  faits  par  ces  deux  lignes , elle  revienj^  dans 
la  même  jBtuarion  d’où  elle  étoit  partie.  Je  disqtrcfi  l’on 
prend  GM  égal  à Aq,  le  point  M décrira  dans  ce  mou- 
vement l’Ellipfc  requife. 

Car  menant  CP  parallèle  A QA , qui  rencontre  en  P 
le  diamètre  Aa,  & en  O le  diamètre  Bbi  les  triangles 
femblabies  COG}‘6c  CA d>  CPG,  donneront 

CQ.CG  : : .^ou  GM.  GP  ::  J?£  ou  GF.  G O.  Et  par 
conTequent  la  ligne  PM  fera  parallèle -au  diamètre  B b. 

Cela  pofé.  F ij 
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Si  l’on  nomme  les  données  C A ,t  5 A ou  CB  otf? 
Cb,  a &c  les  inconnues  CB,  xi  PM , yi  on  aura  CA> 

{/)  CP  ( x ) ::  AQ  (c).  GP—1—-.  Et  le  triangle  ré&an- 

gle  GPM  donnera  P m' —GM — GP' , ç’eft  à dire  ea 

termes  analytiques  yy—cc—1-^-  • La  ligne  PM  fera.: 

*Art.j^.&  donc  * une  ordonnée  au  diamètre  A a dans  TElliplè  qui 
jj.  a pour  diamètres  conjugués  les  lignes  Aa , Bb.  Donc  &c. 

Si  les  deux  diamètres  conjugues  A a , Bbx  étoient  les 
Pie.  }fi  deux  axes,  il  eft  clair  que  les  lignes  A Q^,  CQ,  tombe- 
roient  fur  le  diamètre  A*  qui  ferait  l’un  des  axes , 8c  que  ; 
le  point  H tomberoit  fur  le  centre  C.  D’où  l’on  voit  qu’il  i 
faudroit  prendre  alors  GF  égaie  à CQj  fomme  ou  dif- 
férence des  deux  demi-axes  CA , CB  s Ce  la  faire  glifïèr 
par  lès  extrémités  le  long  des  axes  Aa,  B b , prolongés  . 
s’il  eft  necellàire. 

Comme  les  lignes  A a,  Bb,  s’éntrecôupent  à angles  • 
droits  au  point  C J il  eft  clair  qu’en  quelque  fituatiorr 
que  le  trouve  la  droite  GF  pendant  qu’elle  gliflè  le  long  . 
de  ces  lignes , le  cercle  qui  auroit  cette  ligne  pour  diamè- 
tre , palleroit  toujours  par  le  point  Ci  & qu’ainfi la  ligne 
CD  qui  paUè  par  le  point  D milieu  de  F G , fera  toû- 
jours  égale  à DF,  puifque  les  lignes  C D,  DF,  DG,  li- 
ront toujours  des  raïons  de  ce  cercle.  Delà  naît  la  deC 
cription  fuivante. 

Soient  deux  lignes  droites  CD,  DF,  égales  chacune  à 
la  moitié  de  CQ_,  fomme  ou  différence  des  deux  demi- 
axes  (Ai,  C Ai  attachées  l’une. à l’autre  par  leur  extré- 
mité *nmunei);  en  lorte  qu’elles  fe  puillènt  mouvoir, 
autour  de  ce  point , comme  les  jambes  d’un  compas  au- 
tour de  là  tête.  Soit  attachée  l’extremité  C delà  droite 
CD  dans  le  centre  de  l’Elliplê  ; & foit  entendus  l’exrre- 
mite  F de  l’autre  droite  F D , lê.mouvoir  le  long  de  l’axe 
Bb,  en  entraînant  avec  elle  la  ligne  D C mobile  autour 
du  point  fixe  C.  Il  eft  clair  que  fi  î’on  prend  fur  f Z)  (pro- 
longée, s’il  eft  neceflàire)  la  parcie  FM  égale  à CA,  le 
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point  7iY  décrira  dans  ce  mouvement  l’Ellipfê  qu’on 
cherche. 

PROPOSITION  XI V. 

Problème. 

70.  Deux  diamètres  conjugués  Aa,Bb,  d'une Ellipfe- 
é'tdnt  donnés i la  décrire  par  fluficurs  foins  s. 

P r e m i e r b Manier  e. 

Ayant  mené  par  l’une  des  extrémités  A de  l’un  des  dia-  p10< 
métrés  donnés  Aa,  une  parallèle  indéfinie  DAD  à fort 
conjuguée, ontirera  AO  perpendiculaire  à AD,8cè ga* 
le  à la  moitié  CB  du  diamètre  B b son  joindra  OC  ; 6c  on' 
décrira  im  cercle  du  centre  O,  6c  du  raïon  0-4.  Cela  fait 
on  mènera  librement  de  part  & d’autre  de  CA , autant' 
de  lignes  CD,  CD,  6cc.  qu’on  voudra  -,  & ayant  tiré  des 
points  D,  D,  &c.  où  elles  rencontrent  la  ligne  DAD,  au 
centre  0,  les  lignes  DO,  DO  &cc.  qui  coupent  la  circonfé- 
rence du  cercle  aux  points  N,  N,  6cc.  on  mènera  des  droi- 
tes NM,  parallèles  à OC,  lefquelles  rencontrent 

aux  points les  droites  correfpondantes  CD, CD, 

&c.  fur  lefquelles  on  marquera  de  l’autre  côté  du  cen- 
tre C des  points  m , m &c.  qui  en  foient  également  éloi- 
gnés Il  elt  évident  * que  la  ligne  courbe  qui  paflèra  par  * Art.  6? 
tous  les  points  M , M , &c  ; m , m , &c.  ainn  trouvés , aura 
pour  diamètres  conjugués  les  droites  A a,  B b. 

Seconde  Man'iære. - 

Ayant  pris  fur  l’un  des  demi-diametres  CB,  de  peti-  Fis.  jj* 
tes  parties  CE,  E E,  &c.  égales  entr’elles , de  telle  gran- 
deur qu’on  voudra,  & autant  que-ce  demi-diametre  en 
pourra  contenir  ; on  lui  mènera  les  perpendiculaires  ED, 

ED,  &c,  qui  rencontrent  la  circonférence  circulaire  dé- 
crite du  centre  C & du  raïon  C B,  aux  points  D,  D,  6cc. 

Ayant  joint  AB , on  tirera  par  celui  des  points  E ,qui  eft 
le  plus  proche  du  centre  C,  la  ligne  E P parallèle  à AB , 

füj 
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qui  rencontre  CA  au  point  P.  On  prendra,  fur  le  dia- 
mètre Aa  de  part  & d’autre  du  centre  C,  autant  de  par- 
ties PP,  PP,  &cc.  égales  à CA  qu’il  eh  pourra  contenir} 
& on  mènera  par  tous  les  points  P,  P,  &c.  des  parallè- 
les MPM,  MPM,  &c.  aH  diamètre  Pt,  far  chacune 
defquelles  on  prendra  de  part  & d’autre  du  point  p,  des 
. parties  PM,  PM , égales  chacune  à là  correfpondante 
£ D.  Je  dis  que  la  ligne  courbe  qui  paile  par  tous  ces 
points  M , ferà  FEllipfe  qu’on  demande. 

Car  nommant  les,  données  CA,  m CP  ou  CD,  a St 
les  indéterminées  CP,  x ; PM,y\  on  aura  à cauïê  des 
triangles  Semblables  CAP,  CPE,  cette  proportion  CA 

[t  ) . CP  (c)::  CP \x).  C£=~ . Et  £ caufe du  triangle 
CED  réétangle  en  E,  le  quarré  Ê~D  ou  PM  (y y)  — 
* Art.  +i.  CÂ‘  (ce)  — Ci'  ( ~y  La  ligne  PM  fera  donc  * une 
^ SS'  ordonnée  aü  diamètre  A a.  Et  comme  cette  démonftra- 

rion  convient  à toutes  les  lignes  PMî  puifque  chaque 
CP  eft  toujours  à Sa  correspondante  CE,  en  raifon  de 
CA  à CP:  il  S’enlùit  que  la  Courbe  qui  pille  par  tous  les 
points  M trouvés  comine  cy-deffus,  lêrarEIUpfe  qu’on 
■demande. 
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me  centre  ; on  attachera  à fon  autre  extrémité  O , ïe 
bout  d’un  fil  OMF , dont  la  longueur  doit  être  moin- 
dre çme  vqelle  de  la  réglé , Sc  duquel  ,1’autre  bout  fera 
attaché  en  ’up  autre  point  lf,  pris  aufii  "for  ce  plan. 
Maintenant  , ,fi  l’on  qiït  tourner  la  réglé  f M 0 au- 
tour du  point  fixe/,  6c  qu'en .rnûrne  ^eriips  Ton  fc  1er- 
ve  d’un  ftile  M pour  tenir  le  fil  ÔMF , tôujçyrs  égale- 
ment tendu  , Sc  là  partie  //  O toute  jointe  & coin  me 
collée  contre  le  bord  de  la  réglé:  la  ligne  courbe  AX 
décrite  dans  ce  mouvement,  eft  pne  portion  A'Pfypcrbolc. 

Si  l’on  renycrfe  là  réglé  de/àutre^cqtë  du  point  F, on 
décrira  de  la  même  lotte  1 autre  pqrnon  Az  de  la  mê- 
me Hyperbole. 

Mais , fi  lans  changer  la  longueur  de  la  réglé,  ni  cel- 
le du  fil , on  attache  l'extrémité  tle  la  réglé  en  F , êc 
celle  du, fil  ep  /,  on  décrira  en  la  même  forte,  une  au- 
tre  ligne  coyrbe  oj-ipofce  à.  là  première  XÀz , qui: 
eft  épçore  appelfee  tiypcrbolc\  6c  les  deux  enfemblc  font 
nommées  Hyperboles  pppojccj'. 

!.. 

Les  deux  points  fixes  F,/,  font  nommés  les  Foyers. 

La  ligne *Aa , quipafie  par  les  cjeuxfbyers  F,  /,.&  qui: 
eft  terminée  de  part  & d'autpe  par  les  Hyperboles  oppo- 
fées , eft  appellée  le  premier  j4xe. 

4- 

Le  point  C,  qui  divife  par  le  milieu  le  premier  axe  Aa,y 
eft  nommé,  le  Centre.. 
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5 

Si  l’on  mene  par  le  centre  C une  perpendiculaire  in- 
, définie  B b au  premier  axe  Aa  i 8e  que  du  point  A , com- 
me centre,  8c  de  l’intervalle  CF,  on  décrive  un  arc  de 
cercle  oui  la  coupe  aux  points  B , b:  la  partie  Bb  de  cette 
perpendiculaire , eft  appeljce  le  fécond  Axe. 

6. 

Les  deux  axes  Aa , Bb,  font  appellés  enfomble  Con- 
jugués j de  forte  que  le  premier  axe  Aa , eft  dit  Conjugué 
,au  fécond  B b -,  8c  réciproquement  Je  fécond  Bb , Conju- 
gué au  premier  Aa. 

7- 

Les  lignes  MP,  MK,  menées  des  points  M des  Hy- 
perboles oppofées  parallèlement  â l’un  des  axes  conju- 
gués,  8c  terminées  par  l’autre , font  appellées  Ordonnées  à 
*'cet  autre  axe.  Ainfi  MP  eft  Ordonnée  au  premier  axe 
^Ad,  &cMK  au  fécond  B b. 

8. 

La  troiiîéme  proportionnelle  aux  deux  axes , eft  ap- 
pellée  Paramétré  de  celui  qui  eft  le  premier  terme  de  la 
proportion.  Ainfi  fi  l’on  fait  comme  le  premier  axe  Aa  , 
eft  au  fécond  axe  Bb,  de  même  le  fécond  axe  Bb,  à 
une  troifiéme  proportionnelle  pi  cette  ligne  p fera  le 
Paramétré  du  premier  axe  Aa. 

9- 

Toutes  les  lignes  qui  paflént  par  le  centre  C, fbntap- 

{ «liées  Diamètres:  ceux  qui  rencontrent  les  Hyperbo- 
es  oppofées,  premiers  Diamètres,  8c  ceux  qui  ne  les  ren- 
contrent point,  quoique  prolongées  à l’infini , féconds  Dia- 
mètres. 

io. 

Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  une  Hyperbole 

3u’en  un  féul  point , 8c  qui  étant  continuée  de  part  8c 
'autre,  n’entre  point  dedans,  mais  tombe  au  dehors  , 
eft  appellée  Tangente  en  ce  point. 

Remàxqoe. 
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R E M A R Q^U  E. 

71. On  a dit  dans  la  première  définition  que  la  Ion-  Fr  0.  37. 
gueur  du  fil  F MO  doit  être  moindre  ou  plus  grande  que 
celle  de  la  réglé  fMOi  dont  la  railbn  eft  que  s’il  étoit 
égal  à cette  réglé , le  ftile  M décrirait  dans  ce  mouve- 
ment , une  ligne  dont  tous  les  points  M feraient  egale- 
ment diftants  des  deux  points  .F, /i  puifque  retranchant 
du  fil  & de  la  réglé,  la  partie  commune  MO,  les  relies 
M F,  M f,  feraient  toujours  égaux  entr’eux.  D’où  il  eft 
vilible  que  cette  ligne  ne  ferait  autre  qu’une  ligne  droi- 
te indéfinie  B b,  menée  perpendiculairement  à la  droi- 
te Ff  par  fon  point  de  milieu  C. 

Corollaire  I.  ^ 

7i*  Il  luit  de  la  définition  première,  que  fi  l’on  me-  p,  G 
ne  d’un  point  quelconque  M , de  l’une  des  Hyperboles  ’ 5 * 

oppolces,  aux  deux  foyers  F,f,  les  droites  MF,  Mfi 
leur  différence  fera  toujours  la  même.  Car  elle  fèratoâ. 
jours  égale  à la  différence  qui  fe  trouve  entre  la  longueur 
de  la  réglé  & celle  du  fil. 

Corollaire  II. 

7$.  Lorsque  le  point  M tombe  en  A , il  eft  vifible 
que  MF  devient  AF , & que  Mf  devient  A fi  8c  de 
même,  lorfque  le  point  M tombe  en  a,  en  décrivant 
l’Hyperbole  oppolee  xagj  il  eft  encore  vifible  que  MF 
devient  aF,  8c  que  Mf  devient  af  Donc  puifque  la  dif- 
férence de  ces  deux  droites  eft  par  tout  la  même , on  aura 
Af—AE  ou  Ff—xAF—tiF — a fou  Ff — tafh  Repar- 
tant AF—af.  D’où  il  fuit: 

i°.  Que  la  diftance  Ff  des  foyers,  eft  divifée  en  deux 
parties  égales  par  le  centre  Ci  puifque  CA — Y A F ou 
CF—Ca — Yaf  ou  Cf. 

i°.  Que  la  différence  des  deux  droites  MF,  Mf,  eft 
toujours  égale  au  premier  axe  Aai  puifque  dans  l’Hy- 
perbole XAZ,  on  a toujours  Mf—MF—Af—AF  ou 
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Af—afi  & que  dans  fon  oppofée  xat^,  on  a auffi  tou- 
jours MF — Mf=  a F — a fou.  a F— AF. 

Corollaire  III. 

74*  II  fuit  de  la  définition  cinquième. 

i°.  Que  le  fécond  axe  Bb,  eft  divifé  en  deux  par- 
ties égales  par  le  centre  Ci  car  les  triangles  rédangles 
AC  B , AC  b,  feront  égaux,  puifqu’ils  ont  des  hypotiie- 
nufes  égales  AB,  Ab,  & le  côté  AC  commun. 

i°.  Que  fi  l’on  prend  fur  le  fécond  axe  B b,  la  partie 
CE  égale  à la  moitié  CA  du  premier,  & qu’on  tire  l’hy-  ' 
potlienufé  AE:  le  fécond  axe  Bb  féra  plus  grand,  égal, 
ou  moindre  que  le  premier  A ai  félon  que  la  droite 
Cf,  eft  plus  grande , égale , ou  moindre  que  l’hypothe- 
nufe  A Ei  parce  que  lliypothenufè  Ab,  pri Ce  cgale  à 
CF,  fe  trouvera  auffi  pour  lors  plus  grande,  égale, ou 
moindre  que  l’hypothenufé  AE. 

3°.  Que  fi  l’on  prend  fur  le  premier  nxt'Aa  de  part 
& d’autre  du  centre  C,  les  parties  CF,  cf,  égales  cha- 
cune à l’hypothenufé  AB  du  triangle  rédangle  CAB , 
formé  par  les  deux  demi-axes  CA,  CB  : les  points  F,f, 
feront  les  deux  foyers. 

Corollaire  IV. 

7 S’  L E s mêmes  chofes  étant  pofées , fi  l’on  nomme 
CF  ou  A B,  mi  CA,  ou  Ca,  ti  le  triangle  rédangle 
AC  B,  donnera  BC—mm  — tt.  Or  AF  — m — t,  Sc 
Faz=zm — h/j  & partant  AF*  Fa-=zmm — tt.  D’où  il 
efi:  évident  que  le  quarré  de  la  moitié  CB  du  fécond 
axe  Bb,  eft  égal  au  rédangle  de  AF  par  Fa  parties 
du  premier  axe  Aa,  prifes  entre  l’un  des  foyers  F,  &c 
fe  s deux  extrémités  A , a. 

Corollaire  V. 

76.  Il  féra  maintenant  facile  de  décrire  les  Hyper- 
boles oppofees  dont  les  deux  axes  Aa,  Bb,  font  donnés, 

& dont  l’on  fixait  que  l’axe  Aa  doit  être  le  premier.  Car 
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ayant  trouvé  * fur  le  premier  axe  Au,  les  foyers  F,f,  * Art.  -4, 
on  attachera  dans  le  point  F , le  bout  d’un  fil  F MO,  du- 
quel l’autre  bout  O , fera  lié  à l’extremité  d’une  longue 
réglé  OMf,  mobile  fur  fon  autre  extrémité/ autour  du 
foyer  /,&  dont  la  longueur  OMf  doit*  être  moindre  ou  * 
plus  grande  que  la  longueur  du  fil  OMF,  de  la  ligne  Au. 

Ayant  enfuite  décrit  par  le  moyen  de  cette  réglé  & de 
ce  fil,  deux  Hyperboles  oppolées  JF  A Z , xaz^,  comme 
l'on  a enfeigné  dans  la  définition  première,  il  eft  évident 
qu’elles  auront  pour  premier  axe,  la  ligne  Aa,&c  pour 
fécond  , la  ligne  B b.  Et  c’eft  ce  qu’on  demandoit. 

Plus  la  réglé  OMf  fera  longue  , & plus  les  portions 
des  Hyperboles  oppofées,  qu’on  décrira  par  le  moyen 
de  cette  réglé , feront  grandes  ; de  forte  qu’on  les  peut 
augmenter  aurant  que  l’on  voudra,  en  augmentant  éga- 
lement la  longueur  de  la  réglé  & celle  du  fil. 

PROPOSITION  I. 

Theorême. 

77 "Si  b'im  ment  t ordonnée  MP  au  frémi ér  axe  Aa,  & 
qu'on  prenne  fur  cet  axe  prolongé  la  partie  AD  égale  f MF, 
du  côté  du  foyer  F,  lorfquc  le  point  M tombe  fur  F Hyperbo- 
le XAZ. , CT  du  coté  du  foyer  f lorfqu’il  tombe  fur  fon  oppo- 
fee  XXL-,  je  dis  que  CA.  CF  ::  CP.  CD. 

Ayant  nommé  comme  auparavant  les  données  CA 
ou  Ca,ti  CF,  ou  Cf,  m ; & de  plus  les  indéterminées 
CP,  xi  PM, y ; & l’inconnue  CD,  zj  on  aura  dans  le 
premier  cas,  AD  ou  MF  — z^—t,  aD  ou  Mf — K, 

FP—x — m ou  m — x ( felon  que  le  point  P tombe  au 
deffous  ou  au  dellus  du  foyer  F ) , Pf=zx — Vm:  &dans 
le  fécond  cas,  AD  ou.  MF  =.  ^ — h t , a D ou  Mf—z^—t,  • 

FP—x — \-m,  Pfr=x  — m ou  m — x felon  que  le  point 
P tombe  au  dcflùs  ou  au  deflous  du  foyer  f. 

Cela  pofé,  le  triangle  rc&angle  MP  F donnera^”  Uz^ 

*-\ttz=.yy — unx — y mm  J fea  voir, —dans  le  premier 

G ij 
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cas,— f dans  le  fécond  ^ & l’autre  triangle  rectangle  MPf 
donnera  — P—yy — hxx  + i mx — \-mm-,  Ravoir, 

— h dans  le  premier,  Sc  — dans  le  fécond. 

Maintenant , fi  l’on  retranche  par  ordre  dans  le  pre- 
mier cas , chaque  membre  de  la  première  équation  de 
ceux  de  la  féconde  ; &.  au  contraire  dans  le  lecond  cas, 
chaque  membre  de  la  fécondé  de  ceux  de  la  première] 

il  vient  i d’où  l’on  tire  CD  (f)—  — . Donc 

CA\t).  CF  (m)::  CP  ( x ).  CD  ( sJ.  Ce  qu'il  fallait  &c. 
Corollaire. 

7^*  Il  eft  évident  que  fî  l’on  nomme  les  données 
CA  ou  Ca,t > CF  ou  Cf ,m>  & l’indéterminée  CP, xi 

on  aura  toujours  MF  = — t,ScMf=  ^ —H,  lorfl 

que  le  point  M tombe  fur  l’Hyperbole  JPAz,  qui  a 
pour  foyer  le  point  F : & qu’au  contraire  on  aura  MF 

— ~i ïtykJMf—— — t,  Iorfque  le  point  M tombe 

fur  fbn  oppofée  xai^  qui  a pour  foyer  le  point  f 

PROPOSITION  IL 

Theorême. 

79*  I-  E quarté  d’une  ordonnée  quelconque  PM,  au  pre- 
mier axe  A a0  eft  au  rcïi angle  de  A P par  Pa,  parties  de  cet 
axe  prolongé,  comme  le  quarté  de  fon  conjugué  B b,  eft  au 
quarré  du  premier  axe  A a. 

Il  faut  prouver  que  PM*.  APxPa  ::  Bb‘.  Aa\ 

Les  memes  chofes  étant  pofc'es  aue  dans  la  Propor- 
tion précédente,  fjj’on  mec  dans  l’équation 
Art. q-j.  — \rtt=zyy  — \-xx-y-imx — \-mm  que  l’on  a trouvée ‘par 
le  moyen  du  triangle  rectangle  MPF,  à la  place  de 

Ki  fa  valeur^,  on  formera  toujours  celle-cy  ttyy— 
mm  x x m m 1 1 1 1 x .v-  f- 1 4 , laquelle  étant  réduite  à une 
proportion,  donne  PM'  (y y).  AP*P a (xx-tt):-. 
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BC  * {mm—tt  ) . CÂ  (tt)::  Bb\  Aa  . Ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Corollaire  I. 

80.  Si  l’on  mene  une  ordonnée  MK  au  fécond  axe 
B b , lequel  j’appelle  1 c } il  eft  clair  que  MK  = CP  ( x ), 
& que  CK  — PM  (y).  Or  PM1  {yy).  AP*Pa  ( xx—tt  ) : : 
Bb'  ( ycc  ).  Aa  (4 tt).  Et  partant  yccxx  = jycctt — hjjtyy  i 
ce  qui  donne  cette  proportion  MK'(xx).  Ck'-H-CB' 
(yy—bcc)::  Aux  (4//).  Bb'  (^.cc). 

C’eft  à dire  que  le  quarré  d’une  ordonnée  quelcon- 
que M K au  fécond  axe  Bb,  eft  au  quarré  de  CK,  joint 
au  quarré  de  CB  moitié  du  fécond  axe  Bb,  comme  le 
quarré  de  fon  conjugué  Aa,  eft  au  quarré  de  ce  fécond 
axe  B b. 

Corollaire  II.  Fondamental. 

81.  Si  l’on  nomme  le  premier  ou  fécond  axe  Aa, 
it ; fon  conjugué  Bb,  ici  fon  paramétré  pi  chacune 
de  fés  ordonnées  PM,  y i 8c  chacune  de  fés  parties  CP, 
prifés  entre  le  centre  8c  les  rencontres  des  ordonnées, 
x;  on  aura  toujours  * PM  (y y ) . CP'  hh CA  (xx^-tt):: 
B b ( 4-cc  ) • Aa  (41/)  : : p.  A a ( 1/).  puifque  félon  la  dé- 
finition du  paramétré  Aa  ( it).  Bb  ( îc)  Bb  ( ic ). 

p — où  l’on  Tioit  obférver  que  c’eft  le  ligne  — lorfl 
que  l’axe  Aa  eft  le  premier , & qu’ainfi  on  peut  fubfti- 
tuer  alors  à la  olace  de  CP'~ CÂ\  le  réélangle  AP*Pa 
qui  lui  eft  égal  ; 8c  au  contraire  que  c’eft  Te  ligne— 4 
lorfque  Y axe  A a eft  le  fecond.  D’ou  en  multipliant  d’a- 
bord les  Extrêmes  & les  Moyens  de  la  première  propor- 
tion yy.  xx-jftt  ::  ycc.  4 tt.  enfuite  de  l’autre  yy. 

xx^tt -.tp.it.  l’on  tir eyyz=~-  + ce,  &cyy=fJ£=ÿ: 

'rpt.  Or  comme  cette  propriété  convient  également  â 
tous  les  points  des  Hyperboles  oppofées,  8c  qu'elle  en 

G iij 
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détermine  la  pofition  par  rapport  aux  axes  ; il  s’enfuit 
que  l’équation  y y = Ï2 . + « , ou  y y—  Ç Zf  4 p t > en 
exprime  parfaitement  la  nature  par  raport  à les  axes. 


Corollaire  III. 


Si  l’on  mene  deux  ordonnées  quelconques  MPy 
^ à l'axe  il  eft  clair  que  MP  . QN * ::  r7>‘ ~p 

r>nlTTr>.il  r~„ _ /TTï1— rTT".1  ^TT*  — : — » 


Bb  .Au 


NQ^  _ 

CA\  cçr+  Ç/t.  Car  />Af\ 

Ci2^C^’.  Donc  &c. 

Il  eft  bon  de  remarquer  encore  qu’on  peut  fubftituer 
à la  place  de  CP'—CA,  & CQ^~CÂ\  les  rédangles 
AP*  P a , A Q*  Qu  qui  leur  font  égaux } ce  qu’il  faut 
toujours  obferver  dans  la  fuite. 


Corollaire.  IV. 

8$.  Si  l’on  mene  par  un  point  quelconque  P de  l’un 
ou  de  l’autre  axe  Au  ( prolongé  lorfque  c’cft  le  premier) 
une  parallèle  MPM  a fon  conjugué  Bb-y  elle  rencon. 
trera  une  Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofées  en 
deux  points  M,  M,  également  éloignés  de  part  & d’au- 
tre du  point  P,  & non  en  davantage.  Car  afin  que  les 

( >oints  M,  M , foient  à une  Hyperbole  ou  aux  Hyperbo- 
es  oppofces , il  faut  * que  les  quarrés  de  PM  ( y ) pri- 
fès  de  part  8c  d’autre  de  l’axe  Au,  foient  égaux  chacun 
à la  même  quantité  —■ 


Corollaire  V. 

84.  Il  fuit  de  ce  que/y^^^+rr,  que  plus  CP 

( x ) prife  de  jpart  ou  d’autre  du  centre  C,  devient  grande, 
plus  aulfi  chaque  ordonnée  PM  {y)  prife  de  part  & 
d’autre  de  l’axe  Aay  augmente,  & cela  à l’infini;  & 
qu’au  contraire  plus  CP  (x)  devient  petite,  plus  aufli 
PM  (y)  diminue;  de  forte  que  (./%.  38,)  CP  ( x ) étant 
égale  à CA  ou  Ca  (t)  lorfque  l’axe"  Au , eft  le  premier, 
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PM  ( y ) devient  alors  nulle  ou  zéro  ; & que  (/ç.  39.) 
CP  ( x ) étant  nulle  ou  zéro , lorfque  l’axe  A a eft  le  fé- 
cond , chaque  PM  ( y ) qui  devient  alors  CP  ou  Cb  f c ), 
eft  la  moindre  de  toutes  les  ordonnées  PM  {y)  prifès 
de  part  & d’autre  du  {entre.  D’où  il  eft  clair  : 

r°.  Que  fi  l’on  mene  (fîg.  39.)  par  les  extrémités  P,  b, 
du  premier  axe  Pb , des  parallèles  au  fécond  Aa  -,  elles 
feront  tangentes  en  ces  points. 

i°.  Que  les  Hyperboles  oppofées  s’éloignent  de  part 
& d’autre  de  plus  en  plus  à l’infini  de  leurs  axes  conju- 
gués , en  commençant  par  les  extrémités  du  premier  : 
avec  cette  différence  neanmoins  que  le  premier  axe  ren- 
contre chacune  des  Hyperboles  oppofées  en  un  point, 
& qu’étant  prolongé  il  paflé  au  dedans  ; au  lieu  que  le 
fécond  tombe  tout  entier  entre  les  Hyperboles  oppo- 
fée s,  & ne  les  rencontre  jamais,  quoique  prolongé  à l’in- 
fini. 

Corollaire  VI. 

8/.  Il  fuit  encore  de  ce  que ^7=:  ~ ^ cc , que  fi 

l’on  prend  les  points  P , P,  également  éloignés  de  part 
& d’autre  du  centre  C,  les  ordonnées  PM,  PM,  feront 
égales.  D'où  il  eft  clair  que  fi  une  lign#droite  MM, 
terminée  nar  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  op- 
pofées, eft  coupée  en  deux  également  par  un  axe  Pb  en 
un  point  K autre  que  le  jpntre,  elle  fera  parallèle  à fon 
conjuguée.  Car  menant  des  parallèles  MP,  MP,  à 
l’axe  Pb,  la  ligne  PP,  fera  coupée  par  le  milieu  en  C, 
puifque  M M l’eft  en  K J & partant  les  ordonnées  P M, 
PM,  feront  égales.  La  droite  MM  fera  donc  paral- 
lèle à l’axe  A a. 

Corollaire  VII. 

86.  Si  l’on  conçoit  que  le  plan  fur  lequel  les  Hy- 

ferboles  oppofées  font  tracées,  foit  plié  le*long  de 
axe  Aa , en  forte  que  fés  deux  parties  fé  joignent  ; il 
eft  clair  (/g.  39.)  lorfque  l’axe  Aacù.  le  fécond , que  les 
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deux  Hyperboles  oppofées  tomberont  exactement  l’une 
fur  l’autre  ; fçavoir,  les  points  B , M , Sec.  furies  points 
» Art.  8).  b,  M,  Sec.  puifque  * toutes  les  perpendiculaires  B b, 

MM  à cet  axe  * font  coupées  par  le  milieu  aux  points 
C,  P,  Sec. 

Par  la  même  raifon  {fig.  38.  ) lorfque  l’axe  A rfdl  le 
premier,  les  portions  des  Hyperboles  oppofees  qui  font 
de  part  Sc  d’autre  de  cet  axe,  tomberont  exactement 
l’une  fur  l’autre. 

AVERTISSEMENT. 

On  a fuivi  jufqu’ici  la  même  méthode  que  dans  l’El- 
lipfe , & on  auroit  pù  la  continuer  jufqu’à  la  fin } mais 
comme  il  faut  nécelfairement  parler  de  certaines  lignes 
particulières  à l’Hyperbole  ,6c  qu’on  peut  par  leur  moïen 
prouver  les  mêmes  choies  d’une  maniéré  plus  aifée , on 
• a pris  ce  dernier  parti. 

D e'  F 1 n 1 t 1 o n s. 

11. 

F 1 6. 40.  Si  l’on  mene  du  centre  C deux  droites  indéfinies  CG, 

Cg,  parallèles  aux  lignes  A b , AB,  menées  de  l’extre- 
mité  A du  premier  axe  Aa , aux  deux  extrémités  B,  b , 
du  fécond  : ces  deux  droites  léront  appellées  les  Afymp- 
totes  de  l’Hyperbole  MA  Mi  & fi  on  les  prolonge  indé- 
finiment de  l’autre  côté  du  centre,  elles  feront  nom- 
mées les  Afymptotei  de  l’HypeAole  oppofée  MaM, 

11. 

Le  quarré  de  la  partie  CG,  ou  Cg,  d’une afymptote , 
comprife  entre  le  centre  C,  & la  rencontre  de  la  ligne  • 
AB,  ou  Ab,  menée  de  l’extremité  A du  premier  axe , £ 
l’extremité  B , ou  b , du  fécond , eft  appelle  la  Puijfanca 
de  l’Hyperbole  MAM , ou  de  fon  oppofee  MaM. 


Corollaire  I, 
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Corollaire  I. 

87.  Il  eft  évident  que  l’angle  GCg,  fait  par  les 
afymptotes  d’une  Hyperbole,  ou  fon  égal  B Ab,  eu  moin- 
dre, égal,  ou  plus  grand  qu’un  droit  -,  félon  que  le  fé- 
cond axe  eft  moindre , égal , ou  plus  grand  que  le 
premier  A a.  Carlorfque  le  premier  axe  Aa  furpaflé  le 
fécond  Bb , fa  moitié  CA, furpafTe  la  moitié  CB  du  fé- 
cond ; & par  conféquent  dans  le  triangle  rectangle  CAB , 
l’angle  CAB  eft  moindre  qu’un  demi-droit.  Les  deux 
angles  égaux  CAB , C Ab , qui  font  enfémble  l’angle 
B Ab , feront  donc  moindres  qu’un  droit.  Les  deux  au-' 
très  cas  fe  démontrent  de  la  même  manière. 

Corollaire  IL 

88.  A cause  des  triangles  fèmblables  B Ab,  BGC , 
il  eft  clair  que  la  ligne  AB  eft  divifée  par  l’afymptote 
CG  en  deux  parties  égales  au  point  G , fie  que  CG  eft  la 
moitié  de  Ab  j puifque  BC  eft  la  moitié  de  B b.  On 
prouvera  de  même  que  A b eft  divifée  par  l’afymptote 
Cg  en  deux  parties  égalés  au  point  g , & que  Cg  eft  la 
moitié  de  AB.  Donc  toutes  les  lignes  CG,  GA,GB, 

Cg,  gA , gb , font  égales  entr’elles  * puifqu’elles  font 
égales  chacune  à la  moitié  de  l’une  ou  l’autre  des  lignes 
AB,  Ab,  que  l’on  fçait  être  égales  entr’elles , fuivanc 
la  définition  5e. 

Corollaire  II i. 

89.  La  puiffance  d’une  Hyperbole  eft  égale  à la  qua- 
trième partie  de  la  fomme  des  quarrés  desdeuxdemi-axes. 

Car  nommant  CA , f,  CB , ci  CG,m>  on  aura  *BA—im,  *Art,  8S. 
$c  à caufé  du  triangle  rédangle  AC  B,  le  quarré  AB 
( 4 mm) = tt  — ycc.  Et  par  conféquent  CG*  (mm)=.  . 
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PROPOSITION  III. 
Théorème. 

Fie.  4».  90.  Si  ton  mene  far  un  point  quelconque  M de  l’une  ou 

de  l'autre  des  Hyperboles  offojèes , une  ligne  droite  R r per- 
pendiculaire au  premier  axe  A a qu’elle  rencontre  en  P,  & ter- 
minée parles  afymptotes  en  R & r 5 je  dis  que  le  ré  cl  angle  de 
RM  par  Mr,  eft  égal  au  quarrè  de  B C,  moitié  du  fécond 
axe  B b. 

Il  faut  prouver  que  R M * M r — B C*. 

Nommant  les  connues  CA,  ti  CB,  ci  & les  indéter- 
minées CP,  xi  PM,yi  les  triangles  fomblables  AC  B , 
CPr,isL  AC  b, CPR,  donnent  CA  (r).  CB  ou  Cb(c):: 
CP(x).  Pr , ou  PR—^.  Donc  RM,  ou  PR±  PM 

z=z"  ou  /Vif : PM  = “ Jÿ-y.  Et  par  con- 

lequent  RM*Mr  = ^ —yy  z=BC  (cc)  en  mettant 
• Art.  tu  pour  yy  ta.  valeur  * ^ — cc.  Ce  qu’il  folloit  démontrer. 

Corollaire  L 

91.  Il  eft  clair  que  PM  ( t~r— “)  toujours 

moindre  que  PÏi  oaPa  Et  par  conféquent 

3ue  tous  les  points  des  Hyperboles  oppofées,  tombent 
ans  les  angles  faits  par  leurs  afymptotes  ; de  forte  qu’il 
n’en  peut  tomber  aucun  dans  les  angles  d’à  côté. 

■ Corollaire  II. 

91*  Si  l’on  mene  par  deux  points  quelconques  M,  iV, 
d'une  Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppofées , deux  li- 
gnes droites  Rr,  K k,  perpendiculaires  au  premier  axe , 
& terminées  par  les  afymptotes:  il  eft  évident  que  les 
rédangles  RMxMr,  KJV*  Nk,  feront  toujours  égaux 
entr’eux  ; puifqu’ils  font  égaux  chacun  au  quarré  de  la 
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moitié  BC  du  fécond  axeBb.  D’où  l’on  voit  que  RM. 

KN  ::  N k.  Mr. 

PROPOSITION  IV. 

Theorême. 

93-  Si  ton  mene  par  deux  points  quelconques  M,  N,  dune 
Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppofees , deux  droites  H h , L 1, 
parallèles  ent/ elles , & terminées  par  les  afymptotes  i je  dis 
que  les  Æ angle  s HMxMh,  LNxNl,  feront  égaux  entr'- 
eux. 

Jl  faut  prouver  ^«HMxMh=:LNxNl. 

Ayant  mené  les  droites  Rr,  Kk,  perpendiculaires  ait 
premier  axe  Aa,  il  cft  clair  que  les  triangles  M RH, 

N KL,  & Mrh , N kl,  font  fèmblables  ; puifqu'ils  font  for- 
més par  des  parallèles.  On  aura  donc  RM.  KN  :: 

HM.  LN.  Et  Nk.  Mr  : : Ni.  Mb.  Or  * RM.  KN  ::  * jfrtm 
N k.  Mr.  Donc  H M.  L N ::  Ni.  Mb.  Et  par  confe- 
quent  HMxMh=ZNxNl.  Ce  qu'il  falloit  &c. 

Corollaire.  I. 

94- Si  l’on  fuppofe  que  la  ligne  NL  parallèle  i MH , 
pafle  par  le  centre  C,  c’efl  à dire,  qu’elle  devienne  CE: 
il  eft  clair  que  les  deux  points  Z,/,  fé  réuniront  au 
centre  Ci  & partant  que  le  rédangle  LNx Ni,  deviendra 
le  quarré  £ c\  D’où  l’on  voit  que  fi  l’on  mené  d’un 
point  quelconque  E , de  l’une  des  Hyperboles  oppofees 
au  centre  C,  la  droite  CE,  & par  un  autre  point  quel- 
conque M de  l’une  ou  de  l’autre  de  ces  Hyperboles, 
une  ligne  M H h,  parallèle  à CE,  & qui  rencontre  les 
afymptotes  en  H & h;  le  quarré  de  CE  fera  égal  au 
rédangle  de  H M par  Mb. 

Corollaire  II. 

9S‘  Si  l’on  mené  par  un  point  quelconque  N , de 
l'une  des  Hyperboles  oppofees,  une  ligne  droite  Z /,  ter- 
minées par  les  afymptotes,  & qui  rencontre  l’une  ou 
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l’autre  de  ces  Hyperboles  en  un  autre  point  »;  les  par- 
ties LN,  In , de  cette  droite  pri Tes  entre  les  points  des 
Hyperboles  & la  rencontre  des  afymptotes,  feront  éga- 
. les  entr’elles.  Car  nommant  LN,  ai  Nn,  bi  ni,  ci  on 
aura  LNxNl  ( ab^ac)  = HM*Mh=.Lnxnl.  [bc-^-ac), 
d’où  l’on  tire  LN (*)=/»  (r). 

Corollaire  III. 

96.  Si  l’on  fuppofè  dans  le  Corollaire  precedent  que 
la  ligne  Nn,  terminée  par  les  Hyperboles  oppofées, 
pallè  par  le  centre  C , c'eft  à dire , qu’elle  devienne  le 
premier  diamètre  ED:  il  eft  évident  que  les  deux  points 
L,l , feréünirontau  centre  Cj&qu’ainfi NL  deviendra 
EC,  &c  ni,  CD.  D’où  l’on  voit  que  tout  premier  dia- 
mètre DE , eft  divifé  en  deux  également  par  le  centre  C. 

Corollaire  IV. 

97*  Si  deux  lignes  droites  Mm,  Nn,  parallèles  en- 
tr’elles , font  terminées  par  une  Hyperbole  ou  par  les 
Hyperboles  oppofées , & rencontrent  une  afy  mptote  aux 
points  H , Li  je  dis  que  les  rédangles  M H*Hm, 
NL  *Ln , feront  égaux  entr’eux.  Car  prolongeant , s’il 
eft  neceflaire,  ces  deux  lignes,  jufqu’à  ce  qu’elles  ren- 
contrent l’autre  afympcoteaux  poincs  h ,li  les  parties 
*Art.  ?j.  MH,  mh , & N Z, ni,  feront  égales  * entr’elles:  6c 
partant , puifque  H M* Mh=LN*Nl , il  s'enfuit  que 
MHxHm—NL*Ln. 

PROPOSITION  V. 

Theorême. 

F 1 c.  41.  98.  l’on  mené  par  deux  points  quelconques  M,  N,  d'une 

Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppofées , deux  droites  MH, 
NL,  parallèles  entr’ elles  & terminées  par  un  afymptote  i & 
deux  autres  droites  M h , Ni,  aujji  parallèles  entr' elles,  & 
terminées  par  l'autre  afymptote  i je  dis  que  les  réll angles 
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HM*MK,  N L « N 1 , font  égaux  entreux. 

Cette  Propofition  le  prouve  de  la  même  maniéré  que 
la  precedente , 6c  il  n’y  a rien  à changer  dans  la  démon- 
ftration. 

Corollaire  I. 

99*  S.  les  droites  MH,  Mh,  6c  NL , Ni,  font  pa- 
rallèles aux  deux  afymptores  ; il  eft  clair  que  les  paral- 
lélogrammes MH  Ch , N LC  l,  aulîi-bien  que  les  trian- 
gles CH  M , CL  N,  qui  en  font  les  moitiés , font  égaux 
entr’eux  5 puifque  les  côtés  de  ces  parallélogrammes  au- 
tour des  angles  égaux  H Mh,  L N l,  font  réciproque- 
ment proportionnels. 

Corollaire.  II. 

100.  L es  mêmes  choies  étant  pofées  que  dans  le 
Corollaire  précèdent,  il  eft  vifible  que  CH*HM=: 
CL*LNi  puifoue  dans  cette  fuppofition  Mh  — CH , 6c 
Nl=CL  : c’eft  à dire,  que  fi  l’on  mene  par  deux  points 
quelconques  M,  N,  de  l’une,  ou  des  Hyperboles  op- 
pofées,  deux  droites  MH,  N L,  parallèles  à l’une  des 
afymptotes , 6c  terminées  par  l’autre  ; les  rectangles 
CHxHM , CL*LN,  feront  toujours  égaux  entr’eux  -,  6c 
qu’ainfi  CH.  CL  : : LN.  MH. 

Corollaire  III. 

101.  Puisque  l’extremité  A du  premier  axe,  eft 
un  des  points  de  l’Hyperbole,  6c  que  la  ligne  AB,  qui 
coupe  en  G,  l’afymptote  CG,  eft  parallèle  à l’autre  alÿmp- 
tote  Cg  i il  s’enfoit  * que  le  rectangle  CHxHM  fora 
toujours  égal  au  même  réétangle  CG*GA , ou  * au  quar- 
ré  CG\  c’eltà  dire,  félon  la  définition  n*,à  la  puiflànce  de 
l’Hyperbole.  Si  donc  l’on  nomme  la  donnée  CG,  m i Sc 
les  indéterminées  CH , xi  HM , y i on  aura  toujours 
C H x H M (xy)  — CGl  (mm).  Or  comme  cette  pro- 
priété convient  également  à tous  les  points  des  Hyper- 
boles oppofoes , 6c  qu’elle  en  détermine  la  pofition  par 

H iij 


F i «.  4*. 


* Art.  io». 
*Art.  88. 
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rapport  à fes  afymptotes  , il  s’enfuit  que  l’équation 
xyz=.mm  en  exprime  parfaitement  la  nature  par  rap- 
port à lès  afymptotes. 

Corollaire  IV. 

IOl.  Jl  luit  de  ce  que  HM  {y)—~  , que  plus  CH 

( x ) augmente  , plus  au  contraire  HM  ( y ) diminue  ; de 
forte  que  CH  (x)  étant  infiniment  grande , H M {y) 
fera  alors  infiniment  petite , c’eft  à dire  , nulle  ou  zéro. 
D’où  l’on  voit  que  l’Hyperbole  AM,  & fon  afymptote 
C H ( étant  prolongées  ) s’approchent  de  plus  en  plus , 
de  lôrte  qu’enfin  leur  diftance  devient  moindre  qu’au- 
cune donnée  -,  &c  que  cependant  elles  ne  fe  peuvent  ja- 
mais rencontrer,  puifqu’elles  ne  le  joignent  que  dans 
l’infini  où  l’on  ne  peut  jamais  arriver.  lien  eftdemême 
pour  l’autre  afymptote  Cg. 

Corollaire  V. 

10.1-E  ntre  toutes  les  lignes  qui  paflënt  par  le  centre  C, 
i°.  Celles  qui , comme  Au , tombent  dans  les  angles  faits 
parles  afymptotes  du  côté  des  Hyperboles,  rencontrent 
chacune  des  Hyperboles  oppolëes en  un  lëul  point  A,  ou. 
* i & étant  prolongées , elles  paflënt  au  dedans  de  ces  Hy- 
perboles. Car  à caufe  des  angles  GCA , gCA,  5c  de  leurs 
oppolës  au  fommet , il  eft  clair  que  la  ligne  Aa,  s’éloigne 
de  plus  en  plus  de  l’un  & de  l’autre  afymptote  ; au  heu  que 
les  Hyperboles  oppofées  s’en  approchent  toujours  * de 

(dus  en  plus.  1°.  Celles  qui,  comme  B b,  tombent  dans 
es  angles  d’à  côté , faits  auflî  par  les  afymptotes , ne  peu- 
vent jamais  rencontrer  les  Hyperboles  oppolëes,  quoi- 
qu’on les  prolonge  à l’infini  j puifqu’aucun  des  points  des 
Hyperboles  * ne  peut  tomber  dans  ces  angles. 

D’où  l’on  voit  * que  tous  les  premiers  diamètres , tom- 
bent dans  les  angles  faits  par  les  Afymptotes  du  côté  des 
Hyperboles , 5c  que  les  féconds  tombent  dans  les  angles 
d’à  côté. 
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Corollaire  VI. 

104.  Si  l’on  mene  par  un  point  quelconque  H , de  Fig.  4i. 
l’une  des  afymptotes  CE,  une  parallèle  HAÏ , à l’autre 
Cr  J elle  ne  rencontrera  l’Hyperbole  qu’en  un  feul  point 
M 5 & étant  continuée , elle  pailèra  au  dedans.  Car  fa 
diftance  de  Ce,  demeure  par  tout  la  même  ,au  lieu  que 
l’Hyperbole  s’en  approche  'toujours  de  plus  en  plus.  * Art.  joi. 

Corollaire  VII. 

10;.  D e-la  il  eft  évident  que  fi  par  un  point  quel- 
conque M , d’une  Hyperbole,  l’on  mene  deux  droites 
indéfinies  M H,  Mh,  parallèles  à Tes  afymptotes  Cf,  CE. 

1*.  Tous  les  points  de  l’Hyperbole  qui  lui  eft  oppo- 
fée , tomberont  dans  l’angle  H M h ',  puifqu’ils  tombent 
tous  * dans  l’angle  fait  par  lès  afymptotes,  lequel  eft  * Art. 9 u 
renfermé  dans  l’angle  H Mb. 

i°.  Les  deux  portions  de  l’Hyperbole,  tomberont  dans 
les  deux  angles  à côté  de  celui-ci  ; ainfi  aucun  de  fes  points 
ne  tombera  dans  l’angle  oppole  au  fommet  à l’angle 
H Mb. 

3°.T outes  les  lignes  qui,  comme  MF,  tombent  dans  l’an- 

Î;le  H Mb,  rencontrent  ( étant  prolongées  du  côté  de  F) 

’H  y perbole  oppofée  en  un  point  N,  & paflènt  au  dedans  ; 
pui/qu’elles  s’écartent  de  plus  en  plus  des  droites  MH , 

Mb,  &par  confequentde  lès  deux  afymptotes  qui  leur 
font  parallèles  : mais  étant  prolongées  de  Vautre  côté  du 
point  M,  elles  entrent  au  dedans  de  l’Hyperbole  qui  pafle 
par  ce  point , & ne  la  rencontrent  jamais  ailleurs. 

40.  Toutes  les  lignes  qui,  comme  Ee , tombent  dans 
les  angles  à côté  de  l’angle  H Mb,  rencontrent  les  deux 
afymptotes  de  l’Hyperbole  qui  pâlie  par  le  point  Al;  ainfi 
lorfqu’elles  pafiènt  au  dedans  de  l'une  de  fes  portions, 
elles  la  rencontrent  neceflàirement  en  quelque  point  N, 
puifqu’elles  vont  rencontrer  l’afymptote  qui  tombe  au 
dehors  de  cette  portion. 
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Corollaire  VIII. 

106.10.  Si  l’on  mené  par  un  point  quelconque  M , 
d’une  Hyperbole , une  ligne  droite  F f,  qui  rencontre 
l'une  de  lés  afymptotes  au  point  F , & l’une  des  afymp- 
totes  de  l’Hyperbole  oppofée  au  point  fi  & c qu’on  la 
prolonge  en  N,  en  forte  que/JV,  foit  égale  à FM  : je 
dis  que  le  point  N , fera  à l’Hyperbole  oppolee.  Car 
la  ligne  Ff,  tombe  dans  l’angle  HMh , & rencontre 
par  confequent  l’Hyperbole  oppolee  en  quelque  point 
N,  comme  l’on  vient  de  démontrer  dans  le  Corollaire 
* Art.  precedent.  Donc  * 6cc. 

i°.  Si  l’on  mène  par  un  point  quelconque  M , d’une 
Hyperbole , une  ligne  droite  E e , terminée  par  lés afympr 
totes , & qu’on  prenne  fur  cette  ligne , la  partie  eN,  éga- 
le à EM:  je  dis  que  le  point  N , Ce ra  encore  l’un  <3es 

Iioints  de  cette  Hyperbole.  Car  menant  MFl , parallc- 
eà  l’afymptote  Ce,  & terminée  par  l’autre  en  H , lî 
l’on  prend  fur  cette  autre  afymptote , la  partie  CL , éga- 
le à HE,  & qu’on  tire  LN,  parallèle  à FîM î on  a dé- 
montré dans  l’article  104  qu’elle  rencontrera  l’Hyperbo. 
le  en  un  point  N ,&c  dans  l’article  100.  que  ce  point léra 
tel  que  CL  ou  HE.  Fl  M ::  CFI  ou  EL.  LN  i d’où  l’on 
voit  que  la  ligne  LN,  rencontre  l’Hyperbole  dans  le  mê- 
me point  oii  elle  rencontre  la  droite  Ee.  Mais  à caulê 
des  parallèles  H M,  LN,  il  eft  clair  que  eN  ~ EM , 
puifque  C L— HE.  Donc  &c. 

PROPOSITION  VI. 

Problème. 

Fi  «.4).  107.  D un  point  donné  M , fur  une  Hyperbole  dont  les 

afymptotes  C E , C e , font  données  i mener  la  tangente  DMd  j 
Çr  démontrer  qu'on  n’en  peut  mener  qu’une  feule. 

Ayant  mené  du  point  donné  MT,  une  parallèle  M H, 
à l’une  des  afymptotes  Cf,  & terminée  par  l’autre  CE, 
au  point  H i on  prendra  fur  cette  afymptote , la  partie 

HD, 
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HD  égale  à H Ci  on  tirera  par  le  point  donne  M , la 
droire  VJAf,  qui  rencontre  l'afymptote  Ce  en  un  point 
d.  Je  dis  en  premier  lieu , que  cette  ligne  DMd , touche- 
ra l'Hyperbole  au  point  M. 

Car  a caufe  des  triangles  lêmblables  Ç Dd , H DM  i 
1a  ligne  Dd,  terminée  par  les  aiymptotes,  eft  divifée 
en  deux  parties  égales  par  le  point  M , de  même  que 
CD,  l'eften  H.  Ôrs’il  étoit  poflible  qu’elle  rencontrât 
l'Hyperbole  en  un  autre  point  O,  il  eft  clair  que  Od, 
lèroit  * égale  à M D ,&c  par  confequent  à Md,  c’eft  à *-drt. 
dire,  la  partie  au  tout  * ce  qui  ne  pouvant  être , il  s'en- 
fuit que  la  ligne  DMd , ne  peut  rencontrer  lHyperbole, 
qu'au  feul  point  M.  De  plus , fi  elle  paflbit  au  dedans, 
comme  la  ligne  Ee , il  elt  vifible  qu’elle  rcncontreroit 
la  portion  de  l’Hyperbole , au  dedans  de  laquelle  elle  pafi 
feroic  en  quelque  point puifqu’elle  iroit,  rencontrer  en 
un  pointr^’alymptote  C e , qui  tombe  * au  dehors  de  cet-  •jfrt.f  j. 
te  portion.  Il  eft  donc  évident  que  la  ligne  Dd,  ne  ren- 
contre l’Hyperbole , qu'au  ieul  point  M , & qu’elle  n’en- 
tre point  au  dedans  ; c’eft  à dire,  qu’elle  eft  tangente  en 
ce  point. 

Je  dis  en  fécond  lieu , qu’il  n’y  a que  la  lèulc  ligne 
DMd , qui  puiflè  toucher  l’Hyperbole  au  point  Mi  car 
fi  l’on  prend  fur  l’afymptote  C E,  la  partie  HE,  plus 

frande  ou  moindre  que  H D,&c  qu’on  tire  par  le  point 
onné  M,  la  droite  E M,  qui  rencontre  l’autre  alyrnp- 
totc  Ce,  au  point  e,  il  eft  clair  à cauiê  des  paral- 
lèles MH , Ce,  que  ME  fera  plus  grande  ou  moin- 
dre que  M e i puifque  HE  a été  priîe  plus  grande  ou 
moindre  que  H D on  que  H C.  Dr  cela  pôle  , fi  l’on 

Sirend  fur  la  plus  grande  partie  Me,  le  point  N , en 
orte  que  N e foit  égale  à.  M F , il  eft  évident  que  ce 
point*  fera  encore  à l’Hyperbole,  ôc  qu’ainfi  la  ligne  Ee,  *Art.  ,0g. 
ne  la  touchera  point  au  point  M.  Ce  qui  reftoit  à dé- 
montrer, 

* ■ '•  l 


Digilized  by  Google 


Livre  Troisie'me. 


€6 


R E M A R E. 

ioS.  On  a démontré  dans  l’art  101.  que  plus  CH 
devient  grande , plus  au  contraire  H M diminue  ; de 
forte  que  CH  étant  infiniment  grande , H M devient 
infiniment  petite,  c’eft  à dire,  nulle  ou  zéro.  Or  CH 
étant  infiniment  grande  ,HD(  qui  lui  eft  égale  ) la  fora 
aulïï  ; & par  confcquent  les  lignes  MD , Hü , qui  ne  fe 
rencontrent  que  dans  l’infini , pouvant  être  regardées 
comme  parallèles,  tomberont  l’une  fur  l’autre;  puifque 
le  point  M le  confond  alors  avec  le  point  H : c’eft 
à aire,  que  l’afymptote  C E,  étant  prolongée  à l’in- 
fini , aulfi-bien  que  l’Hyperbole , peut  être  regardée  com- 
me une  ligne  qui  la  touche  dans  fon  extrémité.  11  en  eft 
de  même  de  l’autre  afymptote  Ce , laquelle  peut  être 
regardée  comme  touchant  la  même  Hyperbole  dans 
' • » fon  autre  extrémité. 

D’où  l’on  voit  que  les  deux  afymptotes  peuvent  être 
regardées  comme  des  tangentes  infinies , qui  touchent 
les  Hyperboles  oppofées  dans  leurs  extrémités. 

Corollaire  I. 

109.  Comme  il  n'y  a que  la  feule  ligne  JD  Md,  la- 
quelle étant  terminée  parles  afymptotes,  foit  coupée 
en  deux  parties  égales  au  point  M > il  s’enfuit  que  fi  une 
ligne  droite  D Md,  terminée  par  les  afymptotes  d’une 
Hyperbole,  la  rencontre  en  un  point  M , qui  coupe  cet- 
te ligne  droite  en  deux  parties  égales  ; elle  fera  tangente 
de  cette  Hyperbole  en  ce  point.  Et  réciproquement  que 
ifi  une  ligne  droite  DMd,  terminée  par  les  afymptotes 
d’une  Hyperbole,  la  touche  en  un  point  Mi  elle  fera 
. coupée  en  deux  parties  égales  par  ce  point. 1 

C O R O L It  A I R E.  II. 

*6.  44.  no.  Si  par  le  point  touchant  M d’une  tangente 
quelconque  DMd,  terminée  par  les  afymptotes  CL , 
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Cl,  d’une  Hyperbole , l’on  mené  un  premier  diamètre 
MC w,  8c  que  par  le  point  »*,ou  il  rencontre  l’Hyper- 
bole oppofëe,  l'on  tire  une  parallèle  Ee,  à la  tangente 
Dd,  terminée  par  les  afymptotes  aux  points  E,e:  je  dis 
que  cette  ligne  fera  tangente  au  point  m.  Car  les  trian- 
gles CMD , CmE,  feront  femblables  8c  égaux,  puifque * 
CM  eft  égal  à Cm.  La  ligne  mE,  fera  donc  égale  à 
M D.  On  prouvera  de  même  ( à caufe  des  triangles 
femblables  8c  égaux  CMd,  Cme)  quemr  eft  égale  à 
Md.  C’eft  pourquoi  la  ligne  Et  eftdivifêe  en  deux  éga- 
lement au  point  m ; puifque  D d l’eft  au  point  M.  Et 
par  confequent  * elle  fera  tangente  en  m. 

D’où  l'on  voit  que  les  tangentes  Dd,  Ee , qui  paffent 
par  les  extrémités  d’un  premier  diamètre  quelconque 
Mm , font  parallèles  entr’elles  ; 8c  de  plus  égales , lorfe 
qu’elles  font  terminées  par  les  afymptotes. 


De' FIN  ITIONS. 

13. 

S’il  y a deux  diamètres  Mm,  St,  dont  l’un  St,  lôit 
parallèle  aux  tangentes  qui  paffent  par  les  extrémités  de 
l’autre  Mm > 8c  de  plus  terminé  en  S,  s,  par  les  droites 
MS,  Ms,  menées  de  l’une  des  extrémités  M du  dia- 
mètre Mm,  parallèlement  aux  afymptotes  : ces  deux 
diamètres  Mm,  St,  feront  appelles  enfcmble  Conju- 
rés- 

Les  lignes  droites  menées  des  points  des  Hyperboles 
oppofées  parallèlement  à l’un  des  diamètres  conjugués, 
8c  terminées  par  l’autre , font  nommées  Ordonnées  à cet 
autre.  Ainfi  NO,  eft  une  ordonnée  au  dianietre  Mm. 

, ‘J* 

Si  l’on  prend  une  troifîéme  proportionnelle  à deux 
diamètres  conjugués , elle  fera  le  Paramétré  de  celui  qui 
eft  le  premier  terme  de  la  proportion. 


*Art.  9s. 


*Art.  109. 


Fie.  44. 
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Corollaire  I. 

HI.  La.  définition  13*  convient  aux  deux  axes • puif. 
que  félon  l'article  84.  le  fécond  axe  eft  parallèle  aux 
tangentes  qui  palTenc  par  l’extremicé  du  premier } & que 
de  plus,  lèlon  la  définition  11e , il  eft  terminé  par  deux 
droites  menees  de  1 une  des  extrémités  du  premier  axe, 
parallèlement  aux  afymptotes.  D’où  l’on  voit  que  les 
deux  axes  peuvent  être  regardés  comme  deux  diamè- 
tres conjugués  qui  font  entr’eux  des  angles  droits. 

Corollaire  II. 

HL.  Comme  le  diamètre  SCs,  eft  parallèle  à la  tan- 
gente DMd , qui  paife  par  l’une  des  extrémités  M du  dia- 
mètre MCm,  fie  que  cette  tangente  rencontre  les  deux 
afymptotes  CD,  Cd,  de  l’Hyperbole,  qui  paiTe  par  le 
point  M ? il  s’enfuit  qu’il  tombe  dans  les  angles  a côté 
de  l’angle  DCd,  fait  parles  afymptotes  de  cette  Hy- 
perbole } Et  qu’ainfi  c'eft  un  fécond  diamètre. 

D où  1 on  voit  qu  entre  deux  diamètres  conjugués 
MCm,  SCs > il  y enatoûjours  un  premier  Mm,  & un  . 
fécond  S s. 

Corollaire  III. 

. ..  ,,3*  Le  fécond  diamètre  SCs,  eft  coupé  par  lemi- 

. lieu  au  centre  C,  & de  plus  égal  à la  tangente  DMd, 

qui  paflànt  par  l’une  des  extrémités  M du  premier  dia- 
mètre Mm,  qui  lui  eft  conjugué,  eft  terminée  par  les 
afymptotes.  Car âcaufe  des  parallèles  jV/S,  Cd  &cMs 
CD  i il  eft  clair  que  C S eft  égaie  à M d , &c  Csi  M d\  • 

* Art.  105.  Or  D Md,  eft  divifée  * en  deux  parties  égales  au  point 
touchant  M.  Donc  &c.  r 

Corollaire  IV. 

I[4- Deux  diamètres  conjugués  Mm,Ss,  étant 
donnes  & (cachant  lequel  des  deux  eft  un  premier  dia- 
metre , il  11e  faut pour  avoir  les  afymptotes  CD,  Cd,  que 
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tirer  parle  centre  C,  des  parallèles  aux  deux  droites 
MS,  Ms,  menées  de  l’une  des  extrémités  M , du  pre- 
mier diamètre  Mm,  aux  deux  extrémités  S,  s,  du  fé- 
cond. 

Et  réciproquement  les  deux  afymptotes  CD,  Cd, 
d’une  Hyperbole  étant  données , avec  l’un  de  fès  points 
M > il  ne  faut  pour  avoir  deux  de  ces  diamètres  conju- 
guez MCm,  SCs,  que  tirer  MH  parallèle  à l’une  des 
afymptotes  Cd,  qui  rencontre  l’autre  afymptote  CD  en 
H > & l’ayant  prolongée  en  S , çn  forte  que  H S foit 
égale  à H M , mener  les  droites  CM,  CS.  Car  tirant 
MD  parallèle  à CS,  il  eft  clair  à caufe  des  triangles 
femblables  CHS,  MHD  , que  Hfleft  égale  à H Ci 
puifque  MH  eft  égale  à H Si  & qu’ainfi  * MD  eft  * Art.w-,. 
tangente  en  M : d’ou  il  fuit  félon  la  définition  13  e,  que 
les  lignes  CM,  CS , font  deux  demi- diamètres  conju- 
guez. 

Il  eft  donc  évident  que  deux  diamètres  conjuguez 
Mm,  Ss,  étant  donnés  de  pofition&  de  grandeur  , U 
fcj'achant  de  plus  lequel  des  deux  eft  un  premier  diamè- 
tre j on  a les  deux  afymptotes  CD,  Cd,  avec  l’un  des 
points  M,  de  l’une  des  Hyperboles  oppofees. 

Et  réciproquement  que  les  afymptotes  CD,  Cd, 
d’une  Hyperbole  étant  données,  avec  un  de  fês  points 
Mi  on  a deux  de  fês  diamètres  conjuguez  Mm,  Ss, de 
pofîtion  & de  grandeur;  & l’on  fçait  lequel  des  deux  eft 
un  premier  diamètre  Ravoir,  celui  qui pafté  par  le  point 
donné  M. 

Corollaire  IV. 

« 

Tl  S-  TJ N fécond  diamètre  SCs,  étant  donné  de  po- 
rtion, pour  en  déterminer  la  grandeur,  & trouver  le 
premier  diamètre  Mm , qui  lui  eft  conjugué  , on  lui  mè- 
nera par  tout  oïl  l’on  voudra  au  dedans  de  l’angle  fait 
par  les  afymptotes,  une  parallèle  Z l,  terminée  par  les 
afymptotes  en  Z , />  & par  fon  point  de  milieu  O,  le 
premier  diamètre  CO , qui  rencontrera  l’Hyperbole  en 
• I ii  j . 
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un  point  Mi  par  lequel  ayant  tiré  les  droites  MS,  Ms, 
parallèles  aux  afympcotes  ; iteft  clair,  lclon  la  définition 
13e,  que  les  points  S,r,  où  elles  rencontrent  le  fécond 
diamètre  SC  s , donné  de  pofîtion,  en  déterminent  la 
grandeur,  & que  le  premier  diamètre  MCm  lui  eft 
conjugué.  Car  menant  par  le  point  M , la  ligne  Di, pa- 
rallèle à Z/,  & terminée  par  les  afymptotes,  elle  fera 
coupée  en  deux  également  au  point  Mi  puifque  Ll, 
*Art.  109.  l’eft  au  point  O : & partant  * elle  fera  tangente  en  M. 

De-la,  il  eft  évident  qu’un  fécond  diamètre  S Cf, 
étant  donné  de  pofidon , fa  grandeur  eft  déterminée  en 
forte  qu’il  ne  peut  en  avoir  qu’une  feule  ; comme  auffi  la 
grandeur  St  la  pofîtion  du  premier  diamètre  Mm,  qui 
lui  eft  conjugué. 

Corollaire  V. 

fécond  diamètre  SCs,  étant  donné  de  po- 
firion  Sc  de  grandeur,  avec  fôn  paramètre  , & la  pofi- 
tion  de  les  ordonnées  j il  fera  facile  de  trouver  de  pofi- 
tion  St  de  grandeur  le  premier  diamètre  MCm  , qui 
lui  eft  conjugué , avec  fon  paramètre.  Car  ayant  mené 
par  le  centre  C,  une  parallèle  indéfinie  aux  ordonnées 
du  diamètre  St,  on  marquera  fur  cette  ligne  deux  points 
M ,m,  également  éloignés  de  part  & d'autre  du  centre 
C,  en  forte  que  Mm,  foie  égale  à la  moyenne  propor- 
tionnelle entre  le  fécond  diamètre  S s,  & Ion  paramètre. 
Pûis  ayant  trouvé  une  troifiéme  proportionnelle  aux  deux 
lignes  Mm,  S s , il  eft  clair,  félon  les  définitions  14&IJ, 
que  M m , fera  le  premier  diamètre  conjugué  au  diame- 
pour  fbn  paramètre  cette  troifiéme 

PROPOSITION  VIL 

Theorême. 

F 1 q.  44-  Ily.  1_e  quant  d’une  ordonnée  quelconque  ON,  au  pre- 
mier diamètre  M m , eft  au  réflan^U  de  MO  far  O m , pan. 


tre  Si,  & qun  a 
proportionnelle. 
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tiet  Je  ce  diamètre  prolongé  i comme  le  quant  de  [on  conjugué 
Ss,eJ2  au  quatre  de  ce  premier  diamètre  M m. 

Jl  faut  prouver  que  ON*.  MO*Om::  S s*.  Mm*. 

Ayant  mené  par  l'une  des  extrémités  M , du  premier 
diamètre  Mm , une  parallèle  Dd  au  fecond  diamètre 
S s , terminée  par  les  afymptotes  ; elle  fera  tangente  en 
M , félon  la  définition  13e.  Et  par  confeqitcnt  * eHefera  * Art.  109. 
coupée  en  deux  également  par  ce  point  : c’eft  pourquoi , 
fi  l’on  prolonge  l’ordonnée  O N ( qui  felon  la  définition 
J4.  eft  parallèle  au  diamètre  S s ) de  part  6c  d’autre  du 
diamètre  Mm,  elle  rencontrera  les  aiymptotes  en  deux 
points  L,  l , gui  feront  également  éloignés  de  part  6c 
d’autre  du  point  O.  Cela  pôle , foient  nommées  les  d&n-  -U  •*> 1 1 
nées  CM,  ou  Cm,  ti  CS,  ou  Cs , ou  * MD,  ou  Md,  *Art.  113. 
c ; 6c  les  indéterminées  CO , ai  ON, y > on  aura  à caufe 
des  triangles  femblables  C MD,  CO  Li  cette  propor- 
tion: CM  ( / ) . MD  (f)::  CO(x).  QL  ou  0 1—~  .Donc 

JL  N on  LO  ± ON="±y,  6c  NloaOl+NO 
= "j+.yi  Et  partant  ZNxNl— — y y = * DM*  Md  *Art.  90. 
— cc.  D’où  il  fuit  que  ON  {y y).  MQxQm  (xx — tt)zt  , 

Ss{q.cc).  Mm1  (4  tt  ).  Puifqu’en  multipliant  les  Extrè-  ’ 
mes  6c  les  Moyens,  on  trouve  4-ttyy  = 4 ccxx  — qcctt , 
c’eft  à dire  ( en  divifant  par  4 tt,Sc  tranfpofant  à l’ordi- 
naire ) l’équation  même  précédente  — .—yyyzzcc.  Ce 
qu'il  fallait  démontrer , ’ , • :• 

Corollaire  General. 

H 8.  Il  eft  vifible  que  ce  qu’on  a démontré  dans  la 
Propofitiori  feconde  *,  par  rapport  aux  déni  axe^  Aa , *Art.  79. 
Bb,  s’étend  par  le  moyen  de  cette  Propofitioarà  deux 
diamètres  conjugués  quelconques.  Mm,  St.  Or  com- 
me les  articles  80,  81,  81,  83,,  846C8Î,  fe  rirent  de  la 
feconde  Propafitùm,  6c  lubfiftenr  paiement,  foie  que 
l’anglfi^CJ?ylbtt  dbcàt.oqiqn'il  rie  l<jifeit:jps  j d s’eri- 

i i 
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fuie  que  fi  l’on  fuppofe  dans  ces  articles  que  les  lignes  Aa, 
Bb,2\\  lieu  d’être  les  deux  axes,  foient  deux  diamètres 
conjugués  quelconques , cçs  articles  feront  encore  vrais 
dans  cette  fuppofition  : car  leur  démonftradon  demeu- 
re toujours  la  même  ; & il  ne  faut  pour  s'en  convain- 
cre entièrement , que  les  relire  en  mettant  par  tout  où 
fe  trouve  le  mot  à' Axe , celui  de  Diamètre. 

PROPOSITION  VIII. 
Thcorême. 

F io. 4 j.  119*  Soient  deux  tangentes  quelconques  DE , FG , 

dune  Hyperbole  MA,  terminées  par  les  afymptotes , & qui 
s'entrecoupent  en  un  point  O ; je  dis  que  les  côtés  des  triangles 
Ç D E , CFG,  autour  de  l'angle  commun  C , font  réciproque- 
ment proportionnels. 

Il  faut  prouver  que  CD.  CF  : : CG.  CE. 

Ayant  mené  par  les  points  touchans  M , A , les  pa- 
rallèles M H , A L , à l’afymptote  CGî  il  eft  clairà  cau- 
fo  des  triangles  fcmblablcs  CDE,  H DM,  que  CD  eft 
double  de  LH,  St  CE  double  de  HM J puifque  DE 
P Art.  109.  eft  * double  de  DM.  Et  à eau  fe  des  triangles  fem- 
blables  CFG,  L FA , que  CF  eft  double  de  C L,  fit  CG 
* Art,  100,  double  de  Z Ai  puifque  FG,  eft  double  de  FA.  Or* 
CH.  CL  ::  LA.  HM.Et  partant  fi  l’on  prend  le  dau, 
ble  de  chaque  terme,  on  aura  1 CH  ou  CD.  s. CL  ou 
CF  ::  1 LA  ou  CG.  iHM  ou  CE.  Ce  qu' il  fallait  é-C, 

Corollaire, 

1 - r * , , e • 

IlO.  Il  luit  de  cette  Propofition  que  les  droites  DG, 
FE,  font  parallèles  entr’elles.  D’où  il  eft  évident: 

i°.  Que  les  triangles  CDE,  CFG,  font  égaux;  car 
les  triangles  F DE,  FG  E,  qui  ont  la  même  bafc  FE, 
fit  qui  font  entre  les  mêmes  parallèles  DG,  FE,  font 
égaux  ji  Et  partant , û l’on  ajoute  de  parc  fie  d’autre  le 

même 
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même  triangle  C .F £,  on  formera  les  triangles  CDE, 

CFG,  qui  leront  égaux  entr’eux. 

i°.  Que  la  ligne  D £ , eft  couppée  en  même  railbn 
aux  points  M , O , que  la  ligne  F G l’eft  aux  points  A, 

O.  Car  menant  par  les  points  touchans  la  droite  M A , 
il  eft  clair  qu’elle  fora  parallèle  aux  deux  droites  DG, 

FF. »  puifqu’elle  couppe  parle  milieu  les  droites  DE, 

FG,  renfermées  entre  ces  parallèles. 

PROPOSITION  IX. 

Theorême. 

III.  Si  par  un  point  quelconque  M "d'une  Hyperbole , Fi«.  46.  & 
P on  mené  une  ordonnée  MP  i tel  de  fes  diametrei  A a que  47. 
l’on  voudra , <ÿ-  une  tangente  M T qui  le  rencontre  en  T ; je 
dis  que  CP.  CAî:CÂ.  CT.  en  obfervant  que  les  points 

P , T,  tombent  du  même  cbté  du  centre  C , lorfque  la  ligne  A a 
eft  un  premier  diamètre  > & au  contraire  qu'ils  tombent  de  part 

d'autre  du  centre , lorfque  c eft  un  fécond  diamètre.  . 

Premier  car.  Lorfque  la  ligne  A a eft  un  premier  dia-  f 1 G.  4 1. 
métré.  On  prolongera  la  tangente  M T jufqu’à  ce  qu’el- 
le rencontre  les  alymptotes  CD,  CO»,  aux  points  D,  £> 

Si  l’ordonnée  PM , jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  l’afymp- 
tpte  CD  au  point  N-,  on  mènera  enfuite  par  le  point  ^la 
ligne  AK,  parallèle  à DE,  qui  rencontre  l’afymptore  . 

CG  au  point  R,  & la  tangente  F G terminée  par  les 
afymptotes,  qui  fera  parallèle  * à PM,  8c  qui  rencontre  * £>eft  ,4. 
au  point  0 l’autre  tangente  D E. 

Cela  pofé , A P eft  à A C,  ou  F N à F C , en  railbn  com- 
posée de  F N à FD,  ou  de  OM  à OD,  ou  * de  OA  à OG,  ou  * Art.  no, 
de  EKà  EG,8tde  FD  à FC,  ou*  de£Gà  FC.  Or  ATeüà  *Art.  ,«>. 
TC,omKE  à EC,  en  railbn  compofoe  de  F.  K à£G,&  de 
EG  à £ C.  Donc  AP.  AC  : : AT.  TC.  puifque  les  railons 
compofantes  de  ces  d*ux  railons  font  les  mêmes  * & par 
coniequ’ent  AP—yAC  ou  CD.  CA  ::  AT—FTC  ou 
CA.  CT.  Ce  qui  était  proptfé  en  premier  lieu. 
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Fie.  47.  Second  cas.  Lorfque  la  ligne  A a eft  un  fécond  dia- 
mètre. Ayant  mené  par  le  centre  C la  ligne  CK  pa- 
rallèle à l’ordonnée  PM,  qui  rencontre  l’Hyperbole  au 
point  JB , & la  tangente  MT  au  point  R , & par  le  point 
touchant  M la  ligne  M K parallèle  â A a ; il  eft  clair 
que  CS  fera  le  premier  demi-diametre  conjugué  au  fé- 
cond A a,  & qu’ainfî  MK  fera  ordonnée  à ce  diamè- 
tre. 

Cela  pofé,  fl  l'on  nomme  les  données  CA  ou  Car 
ti  CB,  a & les.  indéterminées  CP  ou  MK,  xi  PM 
ou  CK,yi  on  aura  félon  ce  qu’on  vient  de  démontrer 

dans  le  premier  cas,  CA  = ~ ; & partant  A A ou  CK 

—C R — . «Or  les  triangles  femblables  KRMV 

CRT,  donnent  KRÇ^).  RC  ( j)  : ; MK  (*). 

CT=.  — - .en  mettant  pour  y v— .ce  fa  valeur 
* ^rt  yy—c*  * r JJ 

& 118.  circe  de  ce  que  yy—  * e~  — l -te.  C’eft  à dire 

que  CP.  CA  a CA.  CT.  Ce  qui  te  fi  oit  k démontrer.  • 

PROPOSITION  X. 

" Theorême. 

F1c.48.0c  Ht.  Si  par  un  point  quelconque  M dune  Hyperbole  qui 
, 4*.  a pour  centre  le  point  C,  ou  même  une  ordonnée  MP  à l’un 

ou  A l'autre  axe  Aa,^  une  perpendiculaire  MG  à la  tan- 
gente M T,  laquelle  pajje  par  M : 'je  dis  que  C P fera  tou- 
jours 4 PG  en  la  ’raifbn  donnée  de  l'axe  A a à fon  Para- 
métré. 

Car  nommant  le  demi-axe  CA  ou  C a , t ; & les  indé- 
*Art.  m.  terminées  CP,  xi  PM,  y i on  aura  * CT = j|  5 Et  par- 
tant PT=.~fdl , félon  que  A a eft  le  premier  ou  le 
fécond  axe.  Or  les  triangles  ^dangles  femblables 
TPM,MPG,àonntntTP{~!L).PM{y)  -.-.PM 
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(y).  PGz=-^~-r  D’où  l’on  tire  cette  proportion  CP 

<x).  PG  ( — — — ) ::  CP'  Hh  C~Â'  { xxZ+.tt  ) .Tm'  (yy). 
puifqu’en  multipliant  les  moyens  6c  les  extrcmes,  on 
trouve  le  même  produit  *7/.  Mais  CP  -+■  CA  eft  à 
PÂ/’>  comme  * l’axe  A a.  eft  à fon  paramétré.  Donc  * Art.  tr. 
C P eft  aulîi  à PG  en  cette  même  raifon.  Ce  qu’il  fallait 
démontrer. 

PROPOSITION  XL 

Theorcme. 

IL}.  S f d'un  point  quelconque  M d une  Hyperbole , ton  Fis.  jo. 
tire  à [es  deux  foyers  F , f , les  droites  MF.Mfj  je  dis  que 
la  tangente  MT,  qui  pajfe  par  ce  point  M , divife  en  deux 
également  t angle  F M f. 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  FD,fd , fur 
la  tangente  MTi  le  premier  axe  A a , qui  paflë  par  les 
foyers  F,f , Si  qui  rencontre  la  tangente  en  T > & l’or- 
donnée MP,  à.  cet  axe:  on  nommera  les  données  CA 
ou  Ca,  ti  CF  ou  Cf,  mi  Si  l’indéterminée  CP,  x. 

L’on  auraitfF  *(--#)•  Af/(“-+0;:  TF  ou  CF  *Art. 7S; 

(m)  — CT  * ( jf).  T/ou  Cf(m)-+CT('^).  puifqu’en  *Art.nU 
multipliant  les  extrêmes  & les  moyens , ou  forme  le 
même*produit.  Or  les  triangles  réûangles  femblables 
TFD , Tfd,  donnent  TF.  Tf  ::  F D.  fd.  L’hypothe- 
nufe  MF  diï  triangle  rectangle  MDF,  fera  donc  à 
l’hypothenufe  Mf  du  triangle  rédangle  M df,  comme 
le  coté  DF  eft  au  côté  df  i & par  cqnfequent  ces  deux 
triangles  feront  femblables.  Donc  les  angles  F MD, 
f MÎ,  «jui  font  oppofés  aux  côtés  homologues  DF,  df 
feront  égaux  entr’eux.  Ce  qu’il  fallait  démontrer. 
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.Corollaire. 

114.  D e-la  il  eft  évident,  que  la  tangente  MT, 
étant  prolongée  indéfiniment  de  part  & d’autre  du  point 
touchant  M , laiflc  l’Hyperbole  AM,  toute  entière  du 
coté  de  Ion  foyer  intérieur  F.  Et  comme  cela  arrive  tou- 
jours en  quelque  endroit  de  cette  Hyperbole  qu’on  pren- 
ne le  point  M , il  eft  vifible  qu'elle  fera  concave  dans 
toute  fon  étendue  autour  de  lôn  foyer  intérieur  F. 

PROPOSITION  XII. 

• Théorème. 

F 1 ©.  ji*  II/.  L A différence  des  quarrès  de  deux  diamètres  conju- 
gués quelconques  Mm,  Ss,  ejl  égale  à lu  différence  des  quar- 
tés des  deux  axes  A a , B b. 

Il  faut  prouver  que  CS1—  CM*=CB* — CÂ"  , ou  que 
- ÜM C S*  = CÂ‘—  CB1. 

%D,f  & Si  l’on  mene  les  droites  MS , AU,  elles  feront  * paral- 
ij.  ieles  à l’afymptote  Cg,  6c  de  pluscouppées  en  deux  éga- 
lement par  l’autre  afymptote  CG,  aux  points  H,  G» 
•Dtf.  11.  & puifque  * les  lignes  Ms,  Ab,  font  parallèles  à cette  afymp- 
i).  tote,  & que  les  féconds  diamètres  5/,  j 3b,  font  coup- 
er. 11  j.  pés  * en  deux  également  au  centre  C:  C’eft  pourquoi  fi 
l’on  mene  fur  l’afymptote  CG,  les  perpendiculaires  AF y 
. B E,  ML,  SK,  on.  formera  les  triangles  G A F, -CBE, 

& HML,  H S K,  qui  feront  femblatïles  6c  égaux.  Cela. 
*Art.  88.  P°fé»  foient  nommées  les  données  CG  ou  * GA,  mi 
j G £ ou  GF,  a i AF  ou  B F,  b i Sc  les  indéterminées 
CM,  xi  H M ,y.  ce  qui  donne  C E=m — | -a,  CF  — 
m — ai  CE  — VE  B'  ou  CB —mm — Viam — V aa — Ybb, 
CF'—VFA  ou  CA  —mm — ïam — Yaa— 4- bb.  Et  par- 
tant CB  — CA  —\am.  Or  les  triangles  femblables 
G AF,  HML,  fourniflènt  GA  (m) . A F {b)  ::  HM 

{y) . ML  ou  KS = £.  Et  GA  (m).  GF  ( a ) ::  HM 
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* {y).  HL  ou  H K—  Donc  CK  — x-+^,CL  =zx 

- s , C X-+TS-  ou  c?=«-+ 

CÏ-+LM  ou  Ec 

® IB  IB  4 

partant  CS1—  Cm'=  ~ =+am , en  mettant  pour  *y 

là  valeur  * »u».  Eîonc  CS* — CM—CB-CA^-,  Ce*atrt.  m. 
qu'il  fallait  démontrer. 

Si  l'angle  GCg,  fait  par  les  afymptotes , étoit  aigu, 
au  lieu  que  dans  cette  figure  & le  raifonnement  qui  lui* 
eft  approprié , il  eft  obtus  ( C F ferait  alors  plus  grande 
que  CE,  &c  on  prouverait  de  la  même  maniéré  que 
Cm'  — C s' — C a'—C  B' . Mais  fi  l’angle  CCgfaitpar 
les  afymptotes  étoit  droit , il  eft  vifible  alors  que  les  li- 
gnes AB,  M S,  feraient  perpendiculaires  fur  l’afymp- 
tote  CG;  & qu’ainfî  les  deux  demi-diametres conjugués 
CM,  CS,  feraient  égaux  entr’cux,  de  même  que  les 
deux  demi-axes  C A,  C B.  Or  comme  alors  la  différen- 
ce des  deux  diamètres  conjugués  Mm,  Ss,  eft  nulle, 
auffi-bien  que  celle  des  demi  axes  A a,  B b y il  s’enfuit 
que  cette  Propofition  eft  vraie  dans  tous  les  cas. 


CoKOLUUf 


n6.  D ma  il  eft  évident  qu’un  premier  diamètre 
quelconque  M m , eft  moindre , plus  grand , ou  égal  au 
fécond  diamètre  S s,  qui  lui  eft  conjugué  ; félon  que  l’an- 
gle GCg,  fait  par  les  afymptotes,  eft  obtus,  aigu,  ou 
droit. 

D E’  F i N i T i o N. 

16, 

Les  deux  Hyperboles  oppofées  font  appellées  Equtla- 
tcres , lorlque  deux  de  leurs  diamètres  conjugués  quel- 
conques font  égaux  entr’eux  ; ou  bien  lorfquc  l’angle 
fait  par  leurs  asymptotes  eft  droit. 


K iij 
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. Corollaire. 

F i g.  j*.  lt7-  Si  4’un  point  quelconque  M d’une  Hyperbo- 
le équiiatére,  l’on  mene  une  ordonnée  MP  à tel  de  lès 
► Ah.  gi.  & diamètres  Aa  qu’on  voudra , on  aura  * MP  ==  CP*  H- 
uS.  C/t  : icavoir  —,  lorfque  A a eft  un  premier  diamètre  ; 

& — H,  lorfque  c’eft  un  fécond.  Car  Ifc  diamètre  conjugue 
» An,  uf.  au  diamètre  Aa  * lui  fera  toujours  égal. 

PROPOSITION  XIII. 

Problème.  . 

JM4*  u8.  Dtux  diamètres  conjugués  quelconques  étant  don- 
nés , & fauchant  lequel  des  deux  eft  le  premier  i ou  ce  qui  re- 
* Art.  ii 4.  vjent  * au  même , les  afymptotes  CD,  CF,  d'une  Hyperbo- 
le étant  données , avec  un  de  fes  points  quelconques  M:  me- 
ner deux  dtametres  conjugués  A a,  B b,  qui  fajjent  en  freux 
un  angle  égal  à un  angle  donné. 

Ayant  couppé  dans  un  cçrale  quelconque  qui  a pour 
centre  le  point  0,  un  arc  de  fa  capable  de  l’angle  DCF 
fait  par  les  afympcotes  ; on  mènera  par  le  point  de  mi- 
lieu e,  de  la  corde  df,  la  ligne  ec  qui  faflê  avec  cette 
corde  de  part  ou  d’autre  l’angle  de  c ou  fec  égal  à l’an- 
gle donné  -,  & par  le  point  c , où  elle  rencontre  l’arc  de  fa, 
les  droites  cd,  cfa  Cela  fait,  on  prendra  fur  les  afymp- 
totes les  parties  CD,C F,  égales  aux  cordes  cd,  cf > SC 
ayant  tire  DF,  l’on  mènera  Te  fécond  diamètre  Bb  pa- 
rallèle à cette  ligne , & le  premier  diamètre  Aa  qui  paf 
fè  par  fon  milieu  E.  Je  dis  (jue  ces  deux  diamètres^, 
B o , font  entr’eux  un  angle  égal  à l’angle  donné , & qu’ils 
font  conjugués  l’un  à l’autre. 

Car  par  la  conftru&ion  l’angle  d cf  eft  égal  â l’angle 
DCF  fait  par  les  afymptotes  ; & par  confequent  Tes 
triangles  DCF,  def,  & D C E,  de  e , font  égaux  & fom- 
blables.  L’angle  B Ca  , que  font  entr’eux  les  deux  dia- 
mètres A a,  Bb,  lcradonc  égal  à l’angle  D E C ou  de  c 
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qui  a cté  fait  égal  à l’angle  donné.  De  plus , fi  l’on  mene 
par  le  point  A , que  je  fuppofe  être  l’une  des  extrémi- 
tés du  premier  diamètre  A a,  une  parallèle  à DF>  il  eft 
clair  qu’elle  fera  couppée  également  par  ce  point , puif- 
que  D F l’eft  au  point  E ; 8c  qu’ainfi  * elle  fera  tangente  * Art.  109. 
en  Ai  d’où  il  fuit  * que  les  diamètres  A* , B b,  font  con-  * Btf  ij. 
jugués. 

Maintenant  pour  déterminer  la  grandeur  de  ces  deux 
diamètres , on  tirera  par  le  point  donné  M , une  paral- 
lèle MKZ  au  premier  diamètre  A a,  laquelle  rencon- 
tre l’afymptote  CD  au  point  K,  fie  l’autre  afymptote 
C F , prolongée  au  delà  du  centre  C,  au  point  L : fie  ayant 

S ris  CA  moyenne  proportionnelle  entre  KM,  ML  j 
eft  clair*  que  le  pointé  fera  l’une  des  extrémités  du  *Brt,  94, 
premier  diamètre  Au',  6c  qu’ainfi  menant  les  lignes  AB, 
a b,  parallèles  aux  afymptotes  CF,  CD,  elles  * détermine-  * Btf.  u- 
* ront  par  leurs  points  de  rencontre  D,  b , la  grandeur  du 

« fecond  diamètre  B b. 

Comme  l’on  peut  mener  deux  differentes  lignes ec,  ec, 
qui  faflènt  avec  la  corde  if,  de  part  &c  d’autre  des  an- 
gles dec ,fec , égaux  à l’angle  donné,  lorfque  cet  angle 
n’eft  pas  droit  ; il  s’enfuit  qu’on  pourra  toujours  trouver  < : 
alors  deux  diffèrens  diamètres  conjugués  Aa,  Bb  ,qui  là- 
tisferont  également,  comme  l’on  voit  dans  les  figures  54, 

8c  yy.  Mais  il  ell  à remarquer  que  les  diamètres  conju- 
gués Aa,  Bb , de  la  fig.  yyronrune  pofition  femblable  par 
rapport  à l’afymptote  C F, i ceux  de  la  figure  y4-  par  rap- 
porta l'autre  afymptote  CD  J fie  que  leur  grandeur  de- 
meure la  même  dans  ces  deux  différentes  polirions.  Car, 
r°.  Menant  du  centre  0 au  point  e,  milieu  de  la 
corde  if,  la  ligne  oe,  elle  fera  perpendiculaire  à cette 
corde,  8c  par  confequent  les  angles’  oec,  oec , feront 
égaux;  c’eft  pourquoi  tirant  les  rayons  oc,  oc,  les 
triangles  oec,  oec , qui  ont  le  côté  oe  commun,  les  an- 
gles qec,  oec,  8c  les  côtés  oc,  oc,  égaux  entr'eux , au- 
ront aulfi  leur  troifiémes  côcésrr,  ec,  égaux.  Les  trian- 
gles fec,  dec , qui  ont  les  côtés  ef,ed,6cèc,  ec , 8cle* 
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angles  fet , de  c , égaux,  feront  donc  égaux  & fèmbla- 
blesj  d’où  l’on  voit  que  l’angle  ecf,  ou  ECF,  de  la  figu- 
re yy.  eft  égal  à l’angle  ecd,  ou  ECD,  de  lafig.  5:4.  5c 
qu’ainfi  la  pofition  du  diamètre  Aa , de  la  fig  jy.  par  rap- 
port à l’afymptote  CF,  eft  femblable  à celle  du  diamètre 
Aa,  de  la  figure  54.  par  rapport  à l’autre  afymptote  CD. 

i°.  Si  l’on  mene  dans  la  figure  yy.  la  ligne  Ml, 
qui  falîê  avec  l’afymptote  CF,  prolongée  du  côté  du 
centre  C,  l’angle  MlC  égal  à l’angle  MZCou  EC  F, 
de  la  figure  y4  : il  eft  clair  que  les  lignes  Ml,  Mk,  de 
la  figure  yy.  feront  égalés  aux  lignes  ML,  M K,  de  la  fi- 
gure y4  j puifqu’on  nippofè  que  la  pofition  du  point  M 
par  rapport  aux  afymptotes,  eft  la  même  dans  ces 
deux  figures.  Or  l’angle  MlL,  complément  à deux 
droits  de  l’angle  M /C,  de  la  figure  yy.  ou  de  ECF  de  la 
figure  y4,  eft  égal  à l’angle  M K k,  complément  à deux 
droits  de  l’angle  £CDde  la  figure  yy.  ou  de  ECF  de  lafig. 
y4$  Et  par  conséquent  dans  fig.  yy.  les  deux  triangles  L Ml, 
kM  K,  qui  ont  l’angle  en  M commun , & les  angles  aux 
points/,  AT,  égaux,  leront  femblables:  ce  qui  donne  LM, 
Ml:-.  kM.  MK.  Et  partant  LM*MK  = lM*,Mk  ou 
•Art.  94.  LM*MK  de  la  figure  y4.  D’où  l’on  voit  ’ que  les  pre- 
miers demi- diamètres  C A,  C A , des  figures  y4  6 c yy, 
font  égaux.  Il  en  eft  de  même  du  diamètre  B b > puifi. 
que  fa  pofition  5c  fa  grandeur  dépendent  de  celles  du 
premier  diamètre  Aa , auquel  il  eft  conjugué. 

. Comme  l’on  ne  peut  mener  qu’une  feule  ligne  et,  qui 
faflè  avec  la  corde  if  de  part  ou  d’autre,  un  angle  égal 
F 1 c.  j6.  & à l’angle  donné , lorfque  cet  angle  eft  droit  ; il  s’enmit 
Î7*  qu’il  n’y  a que  deux  diamètres  conjugués  Aa,  Bb,  qui 
* Art.  m.  raflent  entr’eux  un  angle  droit  ; & qu’ainfi*  ils  feront  les 
deux  axes.  Mais  le  triangle  def  ou  DCF,  étanc  alors 
ifôfcelle,  le  premier  axe  A a divifèra  par  le  milieu  l’an- 
gle DCF  fait  par  les 'afymptotes  5 d’où  l’on  voit  que 
* pour  trouver  de  pofition  les  deux  axes,  il  n’y  a qu’à  ti- 
rer deux  lignes  droites  Aa,£b,  perpendiculaires  entr’- 
elles,  dont  l’une  d’elles  Aa,  djvifè  par  le  milieu  l’angle 

DCF, 
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DC  F , fait  par  les  afymptores:  apres  quoi  l’on  en  déter- 
minera la  grandeur,  comme  on  vient  dercnlèignerpour 
les  diamètres  conjugues. 

On  peut  encore  trouver  les  deux  axes  de  cette  autre 
manière.  Soit  menée  parle  point  donné  M une  parallè- 
le MH  à l’une  des  alÿmptotes  C F,  &c  terminée  par 
l’autre  C D au  point  H.  Soit  prile  fur  l’afymptote  CD, 
da  partie  CG  égalé  à la  moyenne  proportionnelle  entre 
CH,  H M:  & foit  tirée  par  le  point  G une  parallèle 
AB  A CF,  telle  que  chacune  de  fes  parties  GA,  G B, 
doit  égale  à CG.  Il  eft  évident  que  les  lignes  C A,  CB , 
* jferont  les  deux  demi-axes  de  pofition  ôc  de  grandeur. 

CoROLLAI  RE. 


* .Art.  iOi. 
& 88. 


12-9-  Tl  eft  donc  évident,  i°.  Qu’il  n’y  a que  deux 
diamètres  conjugués  qui  fallent  entr’eux  un  angle  droit; 

& qu’ainfi  il  ne  peut  y avoir  que  deux  axes.  i°.  Qu’on 
peut  toûjours  trouver  deux  diffèrens  diamètres  conju- 
gués qui  faffent  entr’eux  un  angle  égal  à un  angle  don- 
né , lorfque  cet  angle  n’eft  pas  droit  ; que  les  deux  pre- 
miers ont  une  pofition  femblable  par  rapport  à une 
aijmptote , à -celle  des  deux  autres  par  rapport  à l’autre 
afymptote  ; d’où  il  /bit  qu’ils  font  lemblablement  pôles 
de  part  & d’autre  des  deux  axes , puifque  les  deux  axes 
divilènt  par  le  milieu  les  angles  faits  par  les  afymptores  j 
& qu’enfin  leur  grandeur  demeure  la  même  dans  ces 
deux  differentes  polirions. 

PROPOSITION  XIV. 

Problème. 

IJO.  Deux  diamètres  conjugués  quelconques  étant  don- 
nés,  & fyachant  lequel  des  deux  ejl  le  premier',  ou  ce  qui  eft  U 
même  chofe  * les  afymptote  s de  deux  Hyperboles  oppofées  étant  * ^ 
données  avec  un  de  leurs  points  quelconque  : décrire  ces  Hy- 
perboles par  un  mouvement  continu. 
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Premiers  Maniéré. 

On  cherchera  les  deux  axes,  comme  l'on  vient  d’en- 
fèigner  dans  la  Propofition  precedente  , & l’on  décrira 
enfuite  les  Hyperboles  oppoiees^lèlon  l’article  7 6. 

Seconde  Maniéré. 

F 1 g.  j&.  Soient  A a , B b,  les  diamètres  conjugués  donnés,  en- 

tre lefquels  le  diamètre  Aa  eft  le  premier*  ou  bien  CG, 
Cg,  les  afymprotes  données , avec  le  point  A,  un  de 
ceux  des  Hyperboles  oppofées.  Ayant  mené  par  le  point 
donné  A une  parallèle  A G,  à l’une  des  asymptotes  Ce , 
& terminée  par  l’autre  en  G,  on  fera  glifler  le  long  cie 
l’afymptote  CG,  indéfiniment  prolongée  de  part  & d’au- 
tre du  centre  C,une  droite  H K égale  i CG,  qui  entraî- 
nera par  Ion  extrémité  H une  parallèle  HM  a l’afymp- 
tote  Cg,  & par  fon  autre  extrémité  K,  une  droite  K A 
mobile  autour  du  point  fixe  A.  Je  dis  que  l’interfecHon 
continuelle  M des  droites  AK,  HM,  décrira  dans  ce 
mouvement  les  deux  Hyperboles  oppofées  qu'on  de- 
mande. 

Car  à cauiê  des  triangles  lêmblables  KHM , KG  A, 
on  aura  toujours  KH  ou  CG.  HM  ::  KG  ou  CH.  GA. 
Et  partant  CHxH M=CG*GA.  Le  point  M fera, 

*Arr.  101.  donc  * un  des  points  de  l’Hyperbole  qui  paflè  par  le 
point  donné  A , St  qui  a pour  afymptotes  les  droites- 
données  CG,  Cgi  ou  de  l’Hyperbole  oppofée. 

PROPOSITION  XV. 
Problème. 

ÏJF*  ï_  ES  mêmes  chofes  étant  données  que  dam  la  Propo- 
fition précédente  ; décrire  les  Hyperboles  oppofées  par  pUtfieurs 
points. 

Premiers  Maniéré. 

F ic.  jj.  Soient  CD,  C£y  les  afymptotes  données,  5c  A le 


Digitized  by  Google 


De  l*  Hyperbole.  83 

point  donné.  Ayant  mené  par  ce  point  autant  de  lignes 
DE , DE,  D E ,&cc.  qu'on  voudra,  terminées  par  les 
afymptotes  ; & ayant  pris  fur  ces  lignes  droites  les  parties 
EM,  EM,  EM,Sic.  égalesà  AD,  AD,  AD,  Sic  5 Ravoir 
chacune  à /à  correlpondante  : il  eft  clair  * i°.  Que  les  *Art.  10 6. 
points  M,M,  M , Sic,  feront  à l'Hyperbole  qui  pallè 
par  le  point  A , lorfquc  les  points  E,E,E,  Sic,  tombent 
au  deflous  du  centre.  i°.  Que  ces  Hyperboles  ont  pour 
afymptotes  les  droites  CD,  CE.  Faiiânt  donc  palier 

Î>ar  tous  les  points  M,  M,M,  Sic.  qui  tombent  dans 
'angle  fait  par  les  afymptotes,  une  ligne  courbe,  Si 

fiar  les  autres  points  M,M , M , Sec.  qui  tombent  dans 
'angle  oppofé  au  fommet  à celui-ci,  une  autre  ligne 
courbe  j ces  deux  lignes  feront  les  deux  Hyperboles  op- 
pofées  qu'on  demande. 

Seconde  Maniéré. 

Soient  les  lignes  A a,  B b,  les  deux  diamètres  conju-  plc_ 
gués  donnés,  entre  lefquels  Aaefo  le  fécond.  Ayant 
pris  fur  le  premier  demi-diametre  CB  prolongé  indéfi- 
niment du  côté  de  B , de  petites  parties  CE,  EE,  EE, 

Sic.  égales  entr'elles , autant  & de  telle  grandeur  qu’on 
voudra;  on  mènera  par  celui  des  points  E,  qui  eft  le 
plus  proche  du  centre  C,  la  ligne  EP  parallèle  à B A > 

Si  on  prendra  fur  le  fécond  diamètre  Aa  de  part  Si  d'au- 
tre du  centre  C,  autant  de  petites  parties  CP,  PP,  PP, 

Sic,  toutes  égales  à CP,  qu’il  y a de  petites  parties  CE, 

EE,  EE,  Sic.  Ayant  rire  CD  perpendiculaire  Si  égale 
À.  CB,  on  mènera  par  tous  les  points  P,  P,  P,  Sic , des 
parallèles  MPM,  MPM,  MPM,  Sic , au  premier  dia- 
mètre B b,  fur  chacune  defquelles  on  prendra  de  part 
& d'autre  du  point  P,  des  parties  PM,  PM,  égales 
chacune  à fa  correfpondante  ED.  Je  dis  que  les  deux  li- 
gnes courbes  qui  paffent  par  tous  les  points  M ainfi  trou- 
vés, feront  les  aeux  Hyperboles  oppofées  qu'on  "de- 
mande. 

Car  nommant  les  données  CA,n  CB  ou  CD,  a Si 

L ij 
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les  indéterminées  CT,  xi  PM,yi  les  triangles  ferrr- 

blables  CAB , CPE,  donneront  cette  proportion 

CA(t),CB{c):;CP  (x).  C£—‘ï.  Ec  i eau fe  du 
triangle  ECD  reâangle  en  C,  ( en  imaginant  chaque 
hypothenulê  E D qu'on  a omife  de  peur  de  confùüon 

dans  la  figure)  le  quarré£i/  ou  P m'  [yy)  — C~E  (~) 

•Art.  81.&  -+C £>*  (çc).  La  ligne  PM  fera,  donc  * une  ordonnée 
118.  au  fécond  diamètre  A a,  qui  a pour  conjugué  le  pre- 
mier Bbi  & comme  cette  démonftration  convient  à 
toutes  les  lignes  PM , puifque  chaque  CP  eft  toujours  à 
la  correfpondante  C£,  en  la  railon  de  CA  à CB:  il 
s’enfuit  &c, 

F i c.  6i.  Lorfque  les  diamètres  conjugués  Aa,Bb,  font  égaux 

• Dtf  i e.  entr’eux  5 c’eft  à dire  % lorfque  les  Hyperboles  qu’on  de- 
mande font  équilateres  ; la  conftrucHon  devient  beau- 
coup plus  aifee.  Car  ayant  mené  CD  perpendiculaire  Sc 
égale  à CA,  & tiré  par  un  point  quelconque  /’  du  dia- 
mètre A a , une  parallèle  MPM  au  premier  diamètre 
Bbi  il  n’y  aura  qu’à  prendre  fur  cette  ligne  de  part  & 
d’autre  du  point  P,  les  parties  PM,  PM , égales  cha- 
cune à PD,  pour  avoir  deux  points  des  Hyperboles  op- 
pofées.  Car  à caufè  du  triangle  P CD  ré&angle  en  C(  en 
imaginant  chaque  hypothenufe  CD)  on  aura  toujours 
PD  ou  PM  —CP~-\-CD  ou  CA  ; Et  partant  la  li- 

* Art . m.  g ne  J>M  fera  * une  ordonnée  au  fécond  diamètre  A a,, 
qui  a pour  conjugué  le  premier  B b qui  lui  eft  égal. 

Définition, 

»7  • 

F i s. éi.  Soient  deux  Hyperboles  oppofées  AM,  am,.  quf 
ayent  pour  premier  axe  la  ligne  A a , & pour  fécond 
axe  la  ligne  B b j & foient  deux  autres  Hyperboles  oppo- 
fccs»  B S , b s , qui  ayent  au  contraire  pour  premier  axe 
la  ligne  Bb,  & pour  fécond  axe  la  ligne  A a : ces  deux 
nouvelles  Hyperboles  B S,  bs,  font  appellées  Conjuguées 


Digitized  by  Google 


*• 

De  l'Hypïrbol!.  • 8j 

aux  deux  premières  A M,  ami  & les  quatre  enfemble 
font  appellées  Hyperboles  conjuguées. 


Corollaire. 


I$2..  II  eft  clair  que  les  lignes  Sa,  Ab,  font  paral- 
lèles j puifque  les  droites  A a,  S b , terminées  par  ces  li- 
gnes , s’entrecoupent  * en  deux  également  au  poine  C. 
D’où  il  luit,  félon  la  définition  11e.  que  l’Hyperbole  SS 
conjuguée  à AM, a pour  l’une  de  fos  afymptoresla  ligne 
CG  alymptote  de  l’Hyperbole  A M i & pour  l'autre,  la  li- 
gne Cg  autre  afymptoce  de  l’Hyperbole  AM  indéfini- 
ment prolongée  du  côté  de  C:  puifoue  ces  deux  lignes 
paflent  par  le  centre  C,  8c  font  parallèles  aux  deux  droi- 
tes S a , SA,  menées  de  l’extrémité  S du  premier  axe 
Sb  de  l’Hyperbole  SS  aux  deux  extrémités  A,  a,  du  fé- 
cond. Il  eft  donc  évident  que  les  deux  droites  CG,  Cg  ,. 
parallèles  à.  Ab,  AS,  indéfiniment  prolongées  de  part 
8c  d’autre  du  centre  C,  font  non  feulement  les  afymptotes 
des  Hyperboles  oppofées  AM,  ami  mais  auffi  des  deux 
autres  S S,  bs,  qui  leur  font  conjuguées. 


*Def.  +.  d* 
S- 


PROPOSITION  X VL 

Theorême. 


i ton  mène  par  un  point  quelconque  H et  une  afymp- 
tote  C G commune  aux  deux  Hyperboles  AM,  BS,  une  pa- 
rallèle M S à l'autre  afymftote  C g ; je  dis  quelle  rencontrera 
tes  deux  Hyperboles  en  des  points  M , S , qui  feront  également 
éloignés  de  part  & d'autre  du  point  H. 

Car,  i°.  La  ligne  M S rencontrera  * chacune  des  H y-  *Art.  ro 4. 

Serboles  AM,  SS,  en  un  point.  i°.  A caufede  l’Hy- 

ole  AM,le  reâzn$e*ÇHxHMt=zCG*GAi8cà  * Art.  I0U 
eau  le  de  l’Hyperbole  SS,  le  ré&angle  C H*  H S— 

CG*GS.  Donc,  puifque  * GRz=cGA,  il  s’enfiiit  que  *Art  s? 
CH* HS=C  H* H M i Et  qu’ainfi  H S=  H M.  Ce 
qu'il  fallait  démontrer- 
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L i y r l T & o M i ï'  m E. 

Corollaire  I. 

*34-  S«  l’on  mene  des  points  M , S , des  deux  Hypcrbo. 
\çsAM,  BS,  les  diamètres  MCm,SCs,  terminés  par 
*Art.  114.  les  deux  autres  Hyperboles  am,  bs>  il  eft  clair  * que  le 
diamètre  Ss  fera  le  fécond  diamètre  conjugué  au  premier 
Mm  des  deux  Hyperboles  oppofëes  AM,  ami  & réci- 
proquement que  le  diamètre  Mm  fera  le  fécond  diamè- 
tre conjugué  au  premier  Ss  des  deux  Hyperboles  oppo- 
fées B S , b s.  D'où  l’on  voit  que  deux  diamètres  conju- 
gués quelconques  M m , Ss,  de  deux  Hyperboles  oppo- 
ifies  A M,  am,  font  aufG  deux  diamètres  conjugués  des 
deux  autres  Hyperboles  2?S,  bs,  qui  leur  font  conjuguées  j 
avec  cette  différence  que  le  premier  diamètre  M m de- 
vient le  fécond , 8c  qu’au  contraire  le  fécond  S s devient 
le  premier. 

Corollaire  II. 

*3  S-  D e-la  il  eftmanifefte  que  les  Hyperboles  con- 
juguées BS,bs,  aux  deux  AM , am,  paffent  par  les  ex- 
trémités S,  s,  de  tous  les  féconds  diamètres  S Cs  de  ces 
Hyperboles  : & réciproquement  que  les  Hyperboles  AM, 
a m , partent  par  les  extrémités  M,m,  de  tous  les  féconds 
diamètres  MCm  des  deux  Hyperboles  BS,  bs,  qui  leur 
font  conjuguées. 


\ 
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• QUATRIEME  LIVRE. 
Des  trois  Serions  Coniques. 

De' FIN  I T i o N. 

ON  entend  par  le  terme  general  de  Sellion  Conique, 
chacune  des  trois  lignes  Courbes  dont  l’on  vient 
de  parler  dans  les  Livres  précédens  ; fçavoir , la  Para- 
bole, 1' £ Il ipfi,  l'Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofées. 

PROPOSITION!. 


Theorême. 


*3*-  Si  par  F extrémité  A d’un  diamètre  quelconque  Aa  pis.  6$.  & 
dé  une  Ellipfe  , ou  dé  un  premier  diamètre  A a d'une  Hyperbo - 
le , ton  mene  une  parallèle  A G à [es  ordonnées  P M , qui  foit 
égale  à fin  paramétré  i & qu'on  tiré  de  l’autre  extrémité  a , la 
droite  a G , qui  coupe  en  O une  ordonnée  quelconque  P M pro- 
longée s’il  efi  necefjdire  : je  dis  que  le  quarré  de  l ordonnée  P M 
tft  égal  au  réél angle  de  AP  par  P O. 
il  faut  prouver  que  PM=APxPO. 

Selon  les  articles 41  & jj.  du  fécond  Livre,  81&  11  S. 
du  troifiéme,  on  aura  si  a.  AG  : : AP*P  a.  PM\  Or 
à caufé  des  triangles  femblables  aAG,aPO , il  vient 
Aa.  AG  ::  P a.  PO::  APxpa.  AP*PO.  Donc 
PM*  ~A  P *P  O.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 


Corollaire  I. 

137-  De  -la  il  eft  évident  que  le  quarré  d’une  or- 
donnée quelconque  PM  à un  diamètre  Aa , eft  toû- 
iours  moindre  dans  l’Ellip/ë,&  toujours  plus  granj}  dans 
l’Hyperbole,  que  le  rectangle  fait  du  paramétré  AG 
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* Art.  7.  & 
20. 

Fie.  6f. 


Fie  ,6e,  le 

67. 


$f?  Livre  Qjjatrie’me. 

par  la  partie  A P de  ce  diamètre , prife  entre  Ion  ori- 
gine ou  extrémité  A , 8c  la  rencontre  P de  l’ordonnée  -, 
au  lieu  que  dans  la  Parabole  * ils  font  égaux.  Or  c’eft  à 
caufe  de  cette  propriété  , que  Apollonius , furnommé  le 
Grand  Geometre , a impofe  aux  Sections  Coniques,  les 
noms  qne  nous  avons  marqués  : car  il  a voulu  donner 
à entendre  par  celui  de  Parabole , la  jufteflé  ou  exactitu- 
de ; par  celui  à'Ellipfe , le  defïàut  ou  manquement  $ 8c 
par  celui  A’ Hyperbole , l’excès  qui  fe  trouve  dans  la  com-  " 
paraifon  des  quarrés  des  ordonnées  PM,  avec  les  rec- 
tangles correlpondans  A P*  AG. 

PROPOSITION  IL 
Theorcme. 

Dans  une  EHipfe  tout  diamètre  Aa,  & dans  les 
Hyperboles  oppofées  tout  premier  diamètre  A a eft  divifè  en 
deux  étalement  par  le  centre  C , & ne  1 encontre  la  Section 
qu'en  deux  points. 

On  a démontré  cette  Proportion  dans  les  articles  jo 
du  fécond  Livre  j 96  8c  103  du  troifiéme, 

PROPOSITION  III. 
Theorême. 

139-  Tl  ne  peut  y avoir  qu'une  feule  tangente  L A L qui 
faffe  par  un  point  donné  A fur  une  Se  fl  ion  Conique. 

Cette  Proportion  fé  trouve  démontrée  dans  les  arti- 
cles ii  du  Livre  premier:  s6  du  Livre  fécond } 8c  107  du 
troiréme. 

PROPOSITION  IV. 

Theorême. 

I40.  Les  tangentes  L A L,  1 al , quifaffent  par  les  ex. 
tremites  A,  a,  d’un  diamètre  quelconque  et  une  Ellipfe,  ou  de 

deux 
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deux  Hyperboles  oppofées  > font  parallèles  entr  elles. 

Ceci  a été  démontré  dans  les  articles  44  fit  jy  du  Li- 
vre fécond , fie  uo  du  Livre  troifiéme. 

PROPOSITION  V. 

Theorême. 

H1-  u n diamètre  quelconque  étant  donné  dans  P Ellipfe 
eu  dans  les  Hyperboles  oppofées  } je  dis  que  la  pofition  du  dia- 
mètre qui  lui  efi  conjugué,  efi  déterminée , de  maniéré  qu'il  ne 
peut  y en  avoir  qu'une  feule. 

Car  1?.  Si  la  Séétion  eft  une  Ellipfe,  ou  qu’étant  les 
Hyperboles  oppolées  le  diamètre  donne  A a loit  un  pre- 
mier diamètre  ; il  eft  clair  félon  l’article  56  du  Livre  fé- 
cond, Sc  la  définition  13e  du  troifiéme  Livre,  que  fon 
conjugué  B b féra  parallèle  à la  tangente  L AL , qui  paC 
fè  par  l’une  de  fés  extrémités  A.  Donc  * Sec. 

a°.  Si  la  Section  étant  les  deux  Hyperboles  oppofées , le 
diamètre  donné  Bb  eft  un  fécond  diamètre;  la  chofè  a 
été  démontrée  dans  l’article  n j du  troifiéme  Livre. 

Corollaire. 

14  Tl  eft  donc  évident  qu’une  Section  Conique 
étant  donnée  avec  un  de  les  diamètres,  la  pofition  des 
ordonnées  à ce  diamètre,  féra  déterminée  de  manière 
que  chacune  n’en  peut  avoir  qu’une  féule,  fie  qu’elles 
font  toutes  parallèles  entr'elles.  Car  elles  doivent  être 

Faralleles  dans  la  Parabole  * à la  tangente  qui  paflé  par 
origine  du  diamètre  donné , fie  dans  les  autres  * Sections 
au  diamètre  conjugué  au  diamètre  donné. 

PROPOSITION  VL 

Theorême. 

i4j.  Dans  une  Ellipfe  tout  diamètre  Aa,  dans 
tes  Hyperboles  oppofées  tout  premier  diamètre  A a divift 


* Art.  ijj. 


* Art.  XI. 

*Def  iz,n. 

& i+.m. 


Digitized  by  Google 


ço  Livre  Qja  athi'mi. 

la  Seflion  en  des  portions  AM,  a m , qui  étant  prifes  de 
part  & £ autre  de  ce  diamètre  dans  des  pofitions  contraires  > 
font  parfaitement  fcmblables  & égales  entr' elles. 

Car  ayant  pris  fur  le  diamètre  A a ( prolongé  lorfqu’il 
s’agit  des  Hyperboles  oppofces , ) de  part  & d’autre  du 

* Art.  45.  centre  C deux  parties  quelconques  CP,  Cp,  égales  en- 

jj.  8j.  & rr’elles  ; & mené  de  part  & d’autre  les  ordonnées  PM, 
,l8-  pwijileft  clair  que  ces  ordonnées  font  * égales  encr’clles , 

* Art.  14t.  & que  les  angles  CPM , Cpm,  font*  égaux.  Si  donc 

l’on  conçoit  cjue  le  plan  Cpm  fèparé  de  celui  qu’on  voir 
ici , foie  place  de  l’autre  côté  du  diamètre  Au  dans  une 
pofirion  contraire,  en  forte  que  la  droite  Cp  tombe  fur 
CP,  fcpm,  fur  PM  j il  eft  viflble  que  le  point  a tombe- 

* Art.  138.  ra  * fur  le  point  A,  Sc  le  point  m fur  le  point  M.  Et 

comme  cela  arrivera  toujours  de  quelque  grandeur  qu’on 
0 puiffe  prendre  les  parties  CP,  Cp  J il  s’enfuit  que  tous  les 
points  m de  la  portion  am,  tomberont  exactement  fur 
tous  les  points  M de  la  portion  A Mi  & qu’ainfi  ces 
deux  portions  fë  confondront  l’une  avec  l’autre.  Ce  qu’il 
fallait  démontrer. 

PROPOSITION  VIL 
Théorème. 

Fie.  6S.  6p.  144.  Si  Ion  mené  par  un  point  quelconque  P d'un  diame- 

70.71.  tre  An.  dune  Section  Conique  ( prolongé  lorfque  la  Seflion 
étant  une  Hyperbole,  c'ejl  un  premier  diamètre)  une  parallè- 
le M P M aux  ordonnées  à ce  diamètre  » je  dis  quelle  rencon- 
trera la  Seflion  en  deux  points  M , M , également  éloignés  de 
fart  & £ autre  du  point  P,  & non  en  davantage:  Et  récipro- 
quement que  fi  une  ligne  M M terminée  par  une  Seflion  Coni- 
que, efi  coupée  en  deux  également  par  un  diamètre  A a en  un 
point  P , autre  que  le  centre , elle  fera  parallèle  aux  ordonnées 
4 ce  diamètre. 

Ceci  a été  démontré  dans  les  articles  9 , n & 10  du 
Livre  premier  ; 43 , 45  & yj  du  Livre  fécond } 83 , 85  & 
jx8  du  Livre  troifiéme. 
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Corollaire  I. 

ï4j.  Dh  -la  il  eft  manifefte  que  fi  une  ligne  quel- 
conque M M terminée  par  une  Sédion  Conique,  eft 
coupce  en  deux  également  par  un  diamètre  en  un 
point  P autre  que  le  centre  ^ toutes  les  parallèles  à cet- 
te  ligne  terminées  par  la  Sédion , le  feront  aulfi. 

PROPOSITION  VIIL 

Problème. 

14  6.  U NE  S è fl  ion  Conique  étant  donnée,  en  trouver  un 
diamètre. 

Ayantmené  deux  droites  MM,  N N,  parallèles  en- 
tr 'elles,  & terminées  par  la  Sédion  ; on  tirera  par  leurs 
points  de  milieu  P,  Q^_  une  ligne  droite  A a qui  iëra  un 
diamètre. 

Car  * le  diamètre  qui  paflè  par  le  point  P milieu  de  * Art.tA j, 
MM,  doit  aulfi  palier  par  le  point  ^milieu  de  NM. 

Corollaire  I. 

*47-  Si  l’on  mene  en  même  forte  un  autre  diamètre 
quelconque  Ddi  il  eft  clair  que  la  Sédion  conique  fera 
une  parabole*  lorfque  Dd  eft  parallèle  à A ai  une  Ellip-  *T>cf,7.  r. 
le  * lorfque  Dd  rencontre  Aa  au  dedans  de  la  Sédion  ; & *Dtf.  9.  ir. 
enfin  une  Hyperbole*  ou  les  Hyperboles  oppofées  lorfi.  *i>*/ÿ. lit 
que  les  diamètres  Dd,  A a,  fè  rencontrent  en  un  point 
C iiors  de  la  Sédion  5 & que  dans  ces  deux  derniers  cas 
le  point  de  rencontre  C eft  le  centre.  Cela  eft  une  fuite 
des  définitions  des  diamètres  de  ces  trois  lignes  courbes. 

Lorfque  l’Ellipfé  eft  donnée  toute  entière , il  fuffit  pour 
avoir  le  centre  ae  mener  un  diamètre  A ai  car  fa  gran- 
deur étant  déterminée  par  la  rencontre  de  l’EIliplè  , il 
n'y  a * qu’à  le  divilèr  parie  milieu  en  C.  Il  en  eft  de  même  » Art. 
lorfque  * les  Hyperboles  oppofées  font  données.  * Art.  $6 

Mij 
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Corollaire  II. 

.48.  D e-la  il  fuit  qu’une  Séélion  Conique  étant 
donnée  , avec  un  point  O fur  le  mêmeplan , on  peut  tou- 
jours mener  un  diamètre  Di  qui  pade  par  ce  point.  Car 
il  ne  faut  dans  la  Parabole  que  mener  par  le  point  donne, 
0 une  parallèle  Z)<1  à un  diamètre  quelconque  A ai  6c 
dans  l’Ellipfe,  ou  dans  l’Hyperbole,  ou  dans  les  Hyper- 
boles oppofées,  une  ligne  droite  Diquipallè  par  le 
point  donné  O , 6c  par  le  centre  C que  l’on  aura  trouvé 
par  le  Corollaire  precedent. 

Corollaire  III. 

149  D e-la  il  eft  évident  qu’une  ligne  droite  M My 
ne  peut  rencontrer  une  Section  Conique  qu’en  deux 
points  M , M 5 6c  jamais  en  davantage.  Car  h l’on  mene 
par  le  point  de  milieu  P de  la  ligne  M M un  diamètre 
Aa , il  eft  clair  félon  l'article  144,  qu’elle  fera  parallèle 
aux  ordonnées  à ce  diamètre  ; d’où  il  fuit  félon  le  meme 
article  qu’elle  ne  peut  rencontrer  la  Section  qu’aux  deux 
points  M , M. 

Si  la  ligne  droite  paflôit  par  le  centre  C;  on  auroit  re- 
cours à l’article  138.  où  cela  a déjà  été  démontré. 

Corollaire  IV. 

i;o.  Un  e Ellipfe  ou  une  Hyperbole  {fig.6y.-jo.)  étant 
donnée  ; trouver  deux  de  fes  diamètres  conjugués  A a , 
2?  6c  de  plus  mener  les  afymptores  CG,  Cg,  lorfque 
c’eft  une  Hyperbole. 

Ayant  trouvé  un  diamètre  A a parle  moyen  des  deux 
parallèles  MM,  N N,  6c  mené  par  le  centre  C une  pa- 
*Vef.n,Tl  raliele  B b , à ces  deux  lignes  : il  eft  clair*  que  les  diame- 
& 14.  III.  très  A a ,Bb , feront  conjugués  5 puilque  les  lignes  MM, 
N N,  étant  coupées  en  deux  également  par  le  diamètre 
*Art.  144.  A a aux  points  P,  q,  feront  * ordonnées  de  part  6c  d’au- 
tre à ce  diamètre.  • 
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Maintenant  pour  mener  (/g.  70.  ) les  afymptotes  CG, 
Cgi  on  fera  AP*  P a.  P IA  ::  CA\  CP‘  ou  Cb\  ou 
( ce  qui  eft  la  même  choie  ) comme  la  moyenne  propor- 
tionnelle entre  AP,  Pu,  eft  à PM,  de  même  C'//cftà 
CB  ou  Cb.  Et  ayant  tiré  les  droites  AB,  Ab,  on  leur 
mènera  par  le  centre  C les  parallèles  indéfinies  Cg,  CG, 
qui  lêront  les  afymptotes  cherchées.  Car  il  eft  clair  que 
B b fera*  la  grandeur  du  lècond  diamètre  conjugue  au 
premier  A a J & le  refte  eft  évident  félon  les  définitions 
13  & 14  du  troifiéme  Livre. 


*Art.  si.  ch 
uS. 


PROPOSITION  IX. 

Problème. 

iji.  HJ  N E Séflion  Conique  étant  donnée,  avec  un  de fes  dia- 
mètres Aa  ; trouver  la  po fit ion  des  ordonnées  PM  à ce  diamètre. 

Ayant  mené  deux  parallèles  au  diamètre  donné  A a FiG.68.ff* 
qui  en  foient  également  éloignées  de  part  & d’autre , & 7°'  7‘* 

qui  rencontrent  la  Se&ion  en  des  points  M , M>  je  dis 
que  la  ligne  M M qui  coupe  le  diamètre  donné  au  point 
P,  eft  ordonnée  de  part  & d’autre  à ce  diamètre,  pour- 
vû  que  le  point  P ne  tombe  point  fur  le  centre. 

Car  par  la  conftruétion  la  ligne  M M fera  coupée  en 
deux  egalement  par  le  diamètre  A a au  point  Pi  & par 
conlcquent  elle  fera  * ordonnée  de  part  & d’autre  à ce  *Art.  144. 
diamètre. 

On  peut  toujours  par  cette  maniéré  trouver  la  polîtion 
d’une  ordonnée  PM  à un  diamètre  donné  Aa.  Car  i°. 

Dans  la  Parabole  & l'Hyperbole  (/g.  68.  & 70.  ) lorfque 
le  diamètre  donné  A a eft  un  premier  diamètre  5 il  eft 
clair  qu’à  quelque  diftance  qu’on  mene  de  part  8c  d’au- 
tre les  deux  parallèles  au  diamètre  Aa,  elles  rencon-  *Art.\o.io. 
treront  chacune  la  Seftion  en  un  point  M i puifque  * la  84.  & u*. 
Sé&ion  s’éloigne  toujours  de  plus  en  plus  à l’infini  du  dia- 
mètre A a.  i°.  Dans  l’Elliplè  (/g.  69.),  & dans  les  Hy- 
perboles oppoiees  (/g.  71.)  lorfque  le  diamètre  donné 

M iij 
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A a eft  un  fécond  diamètre  : il  eft  clair  qu’on  peut  toû- 
jours  mener  deux  parallèles  de  part  & d’autre  du  dia- 
mètre A a , qui  coupent  la  Sedion  chacune  en  un  point 
M , en  forte  que  la  ligne  M M rencontre  le  diamètre 
donné  4«en  un  point  P autre  que  le  centre  $ puifque 

• Art.  44,  dans  l’Ellipfè  * les  ordonnées  du  aiametre  A a vont  tod- 
& jj.  jours  en  diminuant  depuis  le  centre  C jufqu'en^,& 

* Jrt.  84 & qu’au  contraire  dans  les  Hyperboles  oppofees  * elles 
1x8.  vont  toujours  en  augmentant  à mefure  qu’elles  s’éloi- 
gnent du  centre  C. 


Corollaire  I. 

Ijl.  D E-LAon  tire(yfg.68, 69, 70,  )une  nouvelle  ma- 
niéré de  mener  une  tangente  par  un  point  donné  A fur 

* Art,  148.  une  Sédion  Conique  donnée.  Car  * ayant  mené  par  ce 

point  un  diamètre  Aa,  & trouvé  une  double  ordonnée 

* Art.  10,^ 10,  MPM  à ce  diamètre  5 il  eft  clair  * que  fi  l’on  mené  par 

44-. le  point  A une  parallèle  à MM,  elle  fera  tangente 

jfol.lt,  IJ.  7,  COROLL.AIR'E  II. 

1JJ-  D e-la  on  voit  encore  comment  une  EUipfeou 
les  Hyperboles  oppofées  (/g.  69,70,  71.)  étant  données 
avec  un  de  leurs  diamètres  quelconques  A a i on  peut 
trouver  le  diamètre  B b qui  lui  eft  conjugué.  Car  il  n’y 
a qu’à  mener  par  le  centre  C une  parallèle  B b aux  or- 
données à ce  diamètre. 

Ou  bien  ; foie  B b le  diamètre  donné , & qu’il  faille 
trouver  fon  conjugué  A a.  Ayant  tiré  MM  parallèle  à 
B b & terminée  par  la  Sedion , on  mènera  par  fon  point 
de  milieu  P » fie  le  milieu  C de  B b,  le  diamètre  cherché 
A a. 

Corollaire  I IL 

m-  U ne  Hyperbole  MAM{fip-jo.)  étant  donnée, 
avec  un  de  fes  féconds  diamètres  B b de  pofition*  en 
terminer  la  grandeur,  fit  trouver  çn  même  temps  la  po- 
fitjon  de  fes  ordonnées. 
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On  cherchera  le  premier  diamètre  A a conjugué  au 
fécond  Bb,  par  le  moyen  de  la  fécondé  maniéré  du 
Corollaire  précèdent  5 & ayant  fait  AP*P*.  P Ai'  : : 

CA1.  CB'  ou  Cb'.  Il  eft  clair*  que  Bb  fera  la  grandeur  *Art.S  i.'& 
du  fécond  diamètre  B b , & que  fes  ordonnées  feront  pa-  u8. 
ralleles  au  diamètre  A a. 

PROPOSITION  X. 

Problème. 

l/J-  D ’UN  point  dorme  T hors  «ne  SéHion  Conique  don-  Fie. 71.71. 
née,  mener  deux  tangentes  TM, TM,  à cette  Seliion.  7+. 

Pour  la  Parabole. 

Ayant  mené  (/g.  71.  ) par  le  point  donné  T*  un  dia-  * b rt.  J+8. 
métré  qui  rencontre  la  Parabole  au  point  A , & pris  fa 
partie  AP  égale  à ATi  on  tirera  par  le  point  P * une  » ^rt 
parallelle  aux  ordonnées  qui  rencontrera  * la  Parabole  *Brt.  j^. 
en  deux  points  M , Mi  par  lefquels  & par  le  point 
donné  7" on  tirera  les  droites  TM , TM,  qui  féront  *les  *Art.n.& 
tangentes  cherchées.  _ 

Pour  j/ Ellipse. 

Ayant  mené  { fig.  73.  ) par  le  point  donné  T * le  dia-  *Art.  148. 
mètre  Aa , & pris  CP  troifiéme  proportionnelle  à CT, 

CA* on  mènera  par  le  point  P,  une  parallèle  aux  or-  ^ mT 
données  qui  rencontrera  ‘ l’Ellipfé  en  deux  points  M,  Mi  *Art.  144. 
par  lefquels  & par  le  point  donné  T on  tirera  les  droi- 
tes TM,  TM,  qui  feroht  * les  tangentes  cherchées.  *Art.  p.& 

J®* 

Pour  l’Hyperbole  & les  Hyperboles  oppose’es. 

Ayant  mené  { fig . 74.)  par  le  point  donné  T*  le  diame-  *Art.  148. 
tre  Aa,  dont  on  déterminera  la  grandeur  * s’il  eft  un  * Art.  154. 
fécond  diamètre  > on  prendra  “CP  troifiéme  proportion-  *Avt.  ut 


• • 


*Art.  144. 
*Art.  111. 

*Art,  108. 

*Art.  T04. 
*Art.  107. 

* Art,  144. 


$6  Livre  Qjp  a t r i e'  m e. 

nelle  i CT,  CA  (du  même  coté  du  point  donné  7*, 
par  rapport  au  centre,  lorfque  ce  point  tombe  dans  l’un 
des  angles  faits  par  les  afymptotes  ; & du  coté  oppofë  , 
lorfqu’il  tombe  dans  l’un  des  angles  à côté  ) : & l’on  mè- 
nera parle  point  Z’ une  parallèle  aux  ordonnées  qui  ren- 
contrera ’ l’Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofées  en 
deux  points  M , M > par  lelquels  &c  par  le  point  donnés 
T,  on  tirera  les  droites  7 M,  TM,  qui  feront  * les  tan- 
gentes cherchées. 

Si  le  point  donné  tomboit  fur  le  centre  C,  les  deux 
tangentes  feraient  alors  * les  afymptotes  CG,  Cg;&c 
on  les  tireroit  comme  l’on  a cnlcigné  dans  l’art,  iyo.  Et 
enfin  fi  le  point  donne  tomboit  fiir  une  afymptote  comme 
en  S,  on  tireroit  par  le  point  H milieu  de  CS , une  pa- 
rallèle H M à l’autre  al  y mp  tore  CG,  laquelle  rencon- 
trerait * l’Hyperbole  en  un  point  M , par  où  & par  le 
poinc  donné  S,  on  tireroit  une  droite  SM  qui  ferait* 
une  des  tangentes  cherchées  5 & l’autre  lëroiti’afymp- 
tote  même  Cg  fur  laquelle  le  trouve  le  point  donné  S'. 

Corollaire  I. 

omme  la  ligne  MPM  parallèle  aux  ordon- 
nées rencontre  toujours  * la  Sédion  en  deux  points  M , 
M , également  éloignés  de  part  & d’autre  du  point  P, 
& non  en  davantage;  il  s’enfuit  qu’on  ne  pput  mener 
d’un  point  donné  T hors  une  Sédion  Conique  que  les 
deux  tangentes  T M,  T M.  D’où  il  effc  évident  que  le 
diamètre  qui  pafïë  par  le  point  de  rencontre  T de  deux 
tangentes,  coupe  par  le  milieu  en  T7  la  ligne  MM  qui 
joint  les  points  touchans;  & réciproquement  que  le  dia- 
mètre qui  coupe  par  le  milieu  en  P une  ligne  droite  MM! 
qui  joint  les  points  touchans  de  deux  tangentes  M T, 
MT,  pafîè  par  leur  point  de  rencontre  T, 


Corol.  II. 


Digitized  by  Google 


Des  trois  sections  Conïqjjes. 


97 


Corollaire  II. 


ï/7*  Toutes  les  tangentes  de  la  Paràbole  {fig- 
7».  ) lè  rencontrent  deux  à deux , étant  prolongées  au- 
tant qu’il  eft  necelTaire.  Car  II  l’on  joint  deux  points  tou- 
chans  quelconques  M , M , par  une  ligne  droite,  & qu’a- 
prés  l’avoir  coupée  par  le  milieu  en  P,  on  prenne  fur  le 
diamètre  qui  pallè  par  ce  point , & qui  rencontre  la  Pa- 
raSole  en  A,  la  partie  ^ T égale  à AP  > il  eft  clair  que  pi 
les  deux  tangentes  MT,  MT,  qui  paflèntpar  les  points  t ^ 
• M,  M,  lè  rencontreront  en  ce  point  T. 


Corollaire  III. 

1/8.  Il  eft  encore  évident  ( fig.  74.  ) que  toutes  le» 
tangentes  d’une  Hyperbole  lè  rencontrent  deux  à deux, 
étant  prolongées  autant  qu’il  eft  necellàire  ; & toûjours 
au  dedans  de  l’angle  fait  par  les  al'ymptotes.  Gar  fi  l’on 
joint  deux  points  touchans  quelconques  M,  M,  par  une 
ligne  droite,  & qu’aprés  l’avoir. coupée  par  le  milieu  en 
P,  on  prenne  fer  le  diamètre  qui  pallè  par  ce  point  & 
qui  renconrreTHyperboIe  en  ,4pa  partie  CT  troifiéme 
proportionnelle  à CP,  CA,i\  eft  «clair  que  les  deux 
tangentes  MT,  MT,  lè  rencontreront  en  ce  point  T, 
lequel  lèra  toûjours  * au  dedans  de  l’angle  fait  par  les  * Art.  193. 
afymptotes,  puilque  le  demi- diamètre  CA  tombe  au 
dedans  de  cet  angle. 

Corollaire  IV, 

1/9* Toutes  les  tangentes  d’une  Ellipfe  ou  des  Hy- 
perboles oppofées  (fig.  73.  74  ) fe  rencontrent  deux  à 
deux,  lorfque  la  ligne  qui  joint  les  deux  points  touchans 
ne  pallè  point  parle  centre;  fçavoir,  celles  del’Ellipfe 
du  même  côtg  du  centre  par  rapporf  â cette  ligne , & 
celles  des  Hyperboles  oppolées  de  l’autre  côté.  Cela 
lè  prouve  par  le  moyen  de  la  Propolîtion  cy-deflus, 

N 
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comme  l’on  vient  de  faire  voir  dans  les  deux  Corollaires 
précedens. 

PROPOSITION  XI. 

* • 

, Problème. 

l6o.  ^_J ne  Sé&ion  Conique  étant  donnée , en  trouver  un 
diamètre  qui  faffe  de  fart  ou  et  autre  avec  [es  ordonnées  des  an* 
gles  égaux  à un  angle  donné. 

Pour  la  Parabole. 

*Art.  1^6.  Ayant  trouvé  * un  de  lès  diamètres^ P,  on  mènera 
Fi*.  7j.  7 6.  par  Ion  origine  A , la  ligne  A N,  qui  faflè  avec  AP  de 
part  ou  d’autre  l’angle  PAN  égal  à.  l'angle  donné,  8c 
qui  rencontre  la  Parabole  au  point  N.  Ayant  divile  A N 
par  le  milieu  en  O , & tiré  OM  parallelle  & A P j je  dis 
que  la  ligne  M O eft  le  diamètre  qu’on  cherche. 

Car  i“.  Tous  les  diamètres  d’une  Parabole  devant 
être  parallèles  entr’eux , félon  la  définition  feptiéme  du 
premier  Livre,  il  s’enfuit  que  MO  fqra  un  diamètre  i 
puilque  AP  en  eft  un^ 

i°.  La  ligne  A N réwninée  par  la  Parabole  étant  cou- 

{>ée  en  deux  parties* égales  par  le  diamètre  'MO , elle  lui 
èra  * ordonnée  de  part  8c  d’autre. 

3°.  A caulè  des  parallèles  MO,  AP,  l’angle  MO  A 
que  fait  le  diamètre  MO  avéc  fan  ordonnée  OA,  fera 
égal  à l’angle  PA  N qui  a cté  fait  égal  à l’angle  donné. 
Donc  8cc. 

Si  l’angle  donné  eft  droit , il  eft  manifefte  que  le  dia- 
*Art.  ij,  métré  M O qu’on  trouvera  par  cette  méthode  jera  * l’axe 
de  Parabole. 

Pour  les  autres  Se'ctions. 

* Art.t+6-  Ayant  trouvé  * un  de  leurs  diamètres  A a,  & décrit 
P „ fur  ce  diamètre  de -part  ou  d’autre  un  arc  4e  cercle  ANa 
IC  7 9 8o.  caPabfe  de  l’angle  donné  ou  de  fon  complément  à deux 
* droits  j on  mènera  du  point  N où  il  rencontre  la  Séc- 
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tion,aux  deux  extrémités  A,  a,  du  diamètre  Aa,\e% 
lignes  NA , Na;  par  les  milieux  defqueiles  O,  Q,  & par 
le  centre  C,  on  tirera  deux  diamètres  Mm,  S s.  Je  dis 
que  chacun  de  lès  diamètres  fera  de  part  ou  d’autre  avec 
les  ordonnées  des  angles  égaux  à l’angle  donné. 

Car  la  li|ne  A N terminée  par  la  Sé&ion , étant  cou- 
pée en  deux  également  au  point  O parle  diamètre  Mm, 
elle  fera  * ordonnée  de  pdxt  & d'autre  à ce  diamètre.  *Art.  144. 
Or  le  diamètre  M m eft  parallclei  la  ligne  Na,  puifqu'il 
divife  parle  milieu  aux  points  C ,0 , les  lignes  A a,  AN; 

&i  partant  l’angle  mOA  que  fait  le  diamètre  M m avec 
fou  ordonnée  A 0 , fera  égal  à l’angle  a N A,  qui  par  la 
conftruûion  eft  égal  à l’angle  donné , ou  à fon  comple- 
• ment  A deux  droits.  On  prouvera  de  même  que  le  diamè- 
tre S s fait  avec  fon  ordonnée  QN  un  angle  égala  l’an- 
gle donné,  ou  à fon  complément  à deuxWoits.  Donc 
&c. 

Il  eft  vifible  i“.  Que  le  diamètre  S s eft  * conjugué  au  *Dtf.n,îl- 
diamètre  Mm;  puisqu’il  eft  parallèle  à fon  ordonnée  & 14, M. 
ON.  i°.  Que  les  diamètres  conjugués  Mm,  Ss , devien- 
nent * les  deux  axes , torique  l’angle  donné  eft  droit.  . * j8< 

& n8. 

PROPOSITION  XII. 

Problème. 

161.  U N diamètre  d'une  Sèïlion  Conique  étant  dormi , 

• avec  fon  paramétré  ,ér  la  pojîtion  de  fis  ordonnées  , & fauchant 

de  plus  fi  tefi  un  premier  ou  fécond  diamètre  lorfquil  1 'agit  de 
t Hyperbole;  décrire  la  SdRion  par  une  méthode  uniforme  pour 
toutes  les  trois. 

PREMIERE  M A N I e'  R E. 

Pour  la  Parabole.  Ayant  trouvé  * l’axe  A P,  fon  ori--  *Art.  xj. 
gine  A , & fon  paramétré  A G que  l’on  prendra  for  l’axe  p , g,, 

prolongé  du  côté  de  fon  origine  ; on  mènera  par  le  point 
G une  ligne  droite  indéfinie  D Z)  perpendiculaire  iPG. 

N ij 
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On  fera  mouvoir  enfuite  une  ligne  droite  indéfinie  D M 
le  long  de  G D toujours  parallèlement  à AG , en  entraî- 
nant par  fon  extrémité  D le  côté  D A de  l’angle  droit 
DAM , mobile  fur  1cm  lômmet  A autour  de  l’origine 
A de  l’axe  AP.  Je  dis  que  l’interfe&ion  continuelle  M 
de  la  ligné  DM  ôc  du  coté  AM  , décrira  dans  ce  mou- 
vement la  Parabole  qu’on  dçmande, 

Car  menant  M P perpendiculaire  à l’axe , les  trian- 
gles réélangles  AGD,  M PA,  ftront  femblables  5 puiC 
que  chacun  des  angles  G AD,  PMA,  étant  joint 
à l’angle  PA  M,  vaut  un  droit.  On  aura  donc  AG. 
G D ou  PM  ::  PM.  AP.  D’où  il  fuit  que  PM  — 
0 Art.  7.  GA*  A Pi  & qu’ainfi  PM  eft  une  * ordonnée  à l’axe 
AP. 

On  a déj«donné  cette  conftruéHon  dans  le  Livre  pre- 
mier articlerç , d’une  maniéré  qui  convient  à tous  les 
diamètres  : On  ne  la  répété  ici,  & on  ne  la  reftraint  à l’a- 
xe, que  pour  en  faire  voir  laliaifonfic  le  rapport  qu'elle  a 
~ avec  celle  qu’on  va  donner  pour  les  autres  Séâions. 

Pour  les  autres  Séttions.  Ayant  trouvé  entre  le  diamè- 
tre donhé  & Ion  paramétré  une  moyenne  proportion- 
nelle, & l’ayant  placée  en  forte  qu’elle  (oit  parallèle  aux 
*Def.\\.  II.  ordonnées,  & coupée  en  deux  également  par  le  centre } 
& if.  III.  il  eft  clair  * qu’on  aura  deux  diamètres  conjugués  ; par  le 
* Art.  6^.  moyen  defquels  on  cherchera  * les  deux  axes,  & en- 
& 118.  fujte  le  paramétré  de  celui  des  deux  qu’on  voudra 
dans  l’Ellipfe,  & du  premier  dans  l’Hyperbole.  Cela 
fait. 

Fig.  Si.  8j-  On  prolongera  dans  l’EHipfo,  & on  coupera  dans 
l’Hyperbole  l’axe  A a en  G 5 en  forte  que  a G foit  à GA, 
comme  l’axe  A a eft  à fon  paramétré.  Ayant  tiré  parle 
point  G une  perpendiculaire  indéfinie  D D à.  l’axe  Aa, 
on  fera  mouvoir  le  point  D le  long  de  cette  ligne , en 
‘ entraînant  avec  lui  fa  ligne  droite  D a mobile  autour  de 
. l’extremité  a de  Vaxe  A a,  & le  côté  D A de  l’angle 
droit  DAM  mobile  fur  fon  fommet  A autour  de  l’au- 
tre extremicé  A de  l’axe  A a.  Je  dis  que  l’interféclion 
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continuelle  M des  lignes  A M,  aD,  décrira  dans  ce 
mouvement  la  Sé&ion  requifè. 

Car  menant  MP  perpendiculaire  fur  l’axe  A a,  les 
triangles  femblables  a PM,  a.GD,  donnent  a P.  PM  :: 
a G.  GD.  Or  les  triangles  rectangles  AGD , MP  A, 
font  femblables  5 puifque  chacun  des  angles  G A>D , 

P M Ai  étant  joint  à l’angle  P AM,  vaut  un  droit  j 
Et  partant  A P.  PM  :\GD.  G A.  Si  donc  l’on  mul- 
tiplie les  Antecedens  & les  Confèquens  des  deux  pre- 
mières raifons , par  ceux  de  ces  deux  dernieres;  on 
aura  aP  x PA.  PM*  : : aG*Q  D.  G D*G  A : i aG.  GA, 
c'eft  à dire , comme  l’axe  Au  eft  à fon  paramétré.  Donc 
* &c.  * Art. 41.  & 

Il  eft  à remarquer  que  plus  le  point  D s’éloigne  du  8j- 
point  G fur  la  ligne  D Di  plus  l’angle  P a M augmen- 
te , & plus  au  contraire  l’angle  PA  M diminue  ; de  for- 
te que  les  lignes  aM,  A M , de  viennent  parallèles  dans 
l’Hyperbole,  & fë  coupent  enfuite  de  l’autre  côté.de  la 
ligne  D D,  où  elles  décrivent  par  leur  incerfê&ion  con-  ' 
tinuelle  l’Hyperbole  oppofée. 

. Si  l’on  conçoit  dans  l'Ellipfë  & dans  l’Hyperbole,  que 
le  point  /«s’éloigne à l’infini  du  pointé,  ou  ( ce  qui  eu  la 
n^eme  choft)  que  l’axe  Au  devienne  infiniment  grand  ; les 
’ lignes  GA,  Du,  qui  ne  fè .rencontrent  que  dans  l’infini, 
peuvent  être . regardées  comme  parallèles:  ainfi  cette 
derniere  conftruchon  retombe  dans  le  cas  de  la  précé-- 
dente.  C’eft  pourquoi  l’Ellipfë  ou  l’Hyperbole  devien- 
droit  alors  une  Parabole  qui  auroit  pour  paramétré  la  li- 
gne AG  ; Et  par  confequent  on  peut  regarder  une  Para- 
bole, comme  une  Ellipfë  ou  une  Hyperbole  donc  l’axe  eft 
infini:  fçavoir , le  premier  dans  l’Hyperbole  ,& celui  des 
deux  qu’on  voudra  dans  l’Ellipfë. 

Seconde  Manie're. 

• Pour  lu  Parabole,  Soit  un  triangle  ifofcelle  H AL,  p,  c » 
dont  l’un  des  côtés  AH  foit  fitué  fur  le  diamètre  don- 
né AP.  prolongé  indéfiniment  de  part  & d’autre  âefon 

N iij 
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origine  A,  & l’autre  côté  A L fur  la  tangente  indéfinie 
LAL  qui  paflè  par  le  point  A.  Soit  conçue  fa  bafé  HL 
fe  mouvoir  toujours  parallèlement  à elle-même  en  en- 
traînant par  l’une  de  les  extrémités  L la  ligne  indéfinie 
LM  parallèle  à AP,  Sc  par  l'autre  extrémité  H la  li- 
gne H F parallèle  à A L U égale  au  paramétré  donné 
du  diamètre  AP,  laquelle  entraîne  auffi  par  fon  extrémité 
F la  droite  FA  mobile  autour  du  point  fixe  A.  Je  dis- 
que l'inrerfcdion  continuelle  M des  deux  droites  FA, 

L M-,  décrit  pendant  que  la  ligne  H L fe  meut  dans 
l’angle  H AL  & Ton  oppofe  ou  fommet , la  Parabole 
MAM  qn’on  demande. 

Car  menant  l’ordonnée  MT  au  diamètre  AP,  les 
triangles  fémblables  AH  F,  APM,  donnent  AH  ou 
AL  ou  PM.  H F ::  AP.  PM,  8c  partant  PM-  = 
"An.  7.&  AP*HF.  Donc  * &c. 

On  doit  obferver  que  le  point  H doit  tomber  au  de- 
là de  l’origine  A du  diamètre  A P ; lorfque  les  points 
Ft  L , tombent  de  part  Sc  d’autre  de  ce  diamètre. 

Fie.  » j.  8 6.  pour  Us  autres  Sections.  La  conftrudion  eft  la  même 

3ue  pour  la  Parabole  , â l’exception  que  la  ligne  L M 
oit  tourner  autour  de  l'autre  extrémité  a du  diamètre 
donné  A a > au  lieu  que  dans  la  Parabole  elle  lui  eft  pa- 
rallèle. On  fuppofé  dans  l’Hyperbole  que  le  diamètre 
donné  eft  un  premier  diamètre } car  fi  c’étoit  un  fécond, 
on  trouveroit  félon  l’article  iij  du  Livre  troifiéme,  le 
premier  qui  lui  eft  conjugué  8c  fbn  paramètre. 

Car  menant  M P ordonnée  au  diamètre  A a , les 
triangles  fémblables  a PM,  a AL,  Sc  APM  , AH  F, 
donnent  aP.  PM  :-.aA.  AL  ou  AH.Æx  AP.  PM 
AH.  H F.  Et  partant , fi  l’on  multiplie  les  Antécédent 
8c  les  Conféquens  des  deux  premières  raifons  par  ceux 
des  deux  fécondes , on  aura  aP*PA.  PM  * A*  A H. 

ti.  Or  n8.  n faut  obferver  que  les  points  H,  a,  doivent  tomber 
de  pvt  Sc  d’autre  du  point  A dans  l’Ellipfé , Sc  du  meme  , 
côté  dans  l’Hyperbole,  lorfque  les  points  F,  L,  fcom- 
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bcnc  de  parc  Sc  d’autre  du  diametré  A a. 


Corollaire  I. 

t6z.  De-la  on  voit  comment  un  diamètre  Jetant 
donné  avec  une  de  Ces  ordonnées  P Mi  on  peut  trou- 
ver ion  paramétré  H F.  Car  x°.  Dans  la  Parabole  on  Fie.  *4. 
prendra  fur  le  diamètre  AP  la  partie  A H.  égale  â PM  * 

& ayant  tiré  la  ligne  H F parallèle  à PM,  Sc  terminée 
en  F par  la  ligne  AM  tiree  de  l’origine  A du  diamètre 

Ear  l’extremité  M de  l’ordonnée , u eft  clair  que  cette 
gne  H F fera  le  paramétré  du  dijunçtre  AP.  * 

x°.  Dans  les  autres  Sédions,  on  mènera  par  l’une  des  Tiojj.  8é. 
extrémités  a du  diapietre  donné  la  ligne.*  jlf  quf 

rencontre  la  tangente  AL,  qui  paffe  par  l’autre  extrémi- 
té A,  au  point  L \ & ayant  pris  fur  le  diamètre  A a la  . 

fiartie  A H égale  à A L , on  tirera  H F parallèle  à P M, 
aquelle  rencontrant  en  F la  ligne  AM,  fera  le  para- 
métré du  diamètre  A ai 


Corollaire  II. 

163  On  tire  de  la  féconde  maniéré  qu’on  vient  d’ex- 
pliquer, une  méthode  uniforme  St  trés-exade  dans  la 
pratique  de  décrire  une  Sé&iorf  Conique  par  plufïeurs 
points.  La  voici  dans  l’Ellipfe:  St  elle  lervira  de  Réglé 
pour  les  autres  Sé&ions.  , 

Ayant  pris  fur  la  tangente  AL,  qui  pafîe  par  l’une  des  F i«.  87. 
extrémités  A du  diamètre  donné  Aa,  la  partie  G éga- 
le â fon  paramétré.  Si, mené  ime  parallèle  indéfinie  GE 
à A ai  on  tirera  librement  par  le  pointé  autant  deli- 

Î;nes  droites  A F,  AF,  Stc.  qu’on  voudra.  Ayant  pris  fur 
a tangente  indéfinie  AL,  les  parties  AL,  AL,  8tc.  . 
égales  aux  correfpondantes  G F,  G F,  Scc.  Sc  mené  les 
droites  a L , a L , &c  ; je  dis  que  tes  interfedions  M,M , 

Scc.  des  droites  correfpondantes  FA,  La-,  FA , La,  Scc. 
feront  des  points  de  l’Ellipfe  qui  a pour  diamètre  la  ligne 
Aa,  pour  tangente  la  ligne  AL,  Scpour  parametr^du 
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diamètre  A a la  ligne  AG.  Cela  eft  vifible  en  menant 
F H parallèle  à AG,  & tirant  la  ligne  HZ  par  le  point 
Z correfpondant  au  point  F.  Car  le  triangle  H AL 
fera  ilbfcelle  -,  puifque  * A L ett  égale  à GF  ou  A H,  &c 
H F .fera  égaie  au  paramétré  du  diamètre  A a:  c’cft 
pourquoi  cette  conftruâ.ion  retombe  dans  celle  de  la  fé- 
conde des  deux  manières  précédentes. 

Comme  les  lignes  G F,  AL,  deviennent  fort  grandes, 
lorfqu’il  s’agit  de  trouver  des  points  M qui  foient  pro- 
ches du  point  ai  on  pourra  fé  fervir  , pour  trouver  ces 
points, de  la  tangente  al  qui  paflè  par  l’autre  extrémi- 
té a du  diamètre  A a,  & de  la  ligne  g/ parallèle  iAa, 
comme  l’on  voit  dans  cette  figure. 

* Si  l’on  mène  les  ordonnées  MP„  MP,  &c.  parallèles 
à la  tangente  AL,  & qu’on  les  prolonge  de  l’autre  côté 
du  diamètre  AaenM  ,M,&cc,  en  forte  qu’elles  foient 
coupées  chacune  en  deux’  également  par  ce  diamètre } 
il  eft  clair  * que  ces  nouveaux  points  M,  M,  ôcc , feront 
encore  à la  même  Ellipfé. 

On  pourrait  fé  fervir  d'une  même  ouverture  de  com- 
pas GF  ou  AL  pour  marquer  fur  les  lignes  GF,  AL, 
autant  de  points  F,  F,  Sec,  L,L,  &c,  qu’on  voudra* 
car  par  ce  moyen  toutes  ces  petites  parties  étant  égales 
entr'elles , chaque  G F ferait  égale  a la  correfpondantç 
AL)  ce  qui  eft  le  fondement  de  la  démonftration. 

PROPOSITION  XIII. 

Theorême* 

164.  5’il y a deux  droites  MN,  A R,  terminées  far 
une  Scilton  Conique,  lefquclles  Je  rencontrent  en  un  point  P, 
dr  qui  foient  parallèles  à deux  droites  données  de  pojîtion  > je 
dis  que  U rectangle  M P x P N fera  toujours  au  réltangle 
A P x P R en  raifon  donnée , en  quelque  endroit  de  la  Séction 
que  put  (fait  tomber  les  droites  M N , A R. 

* Pour 
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Pour  la  Parabole. 

Soient  (/g.  88.  ) les  tangentes  CB,  EB , qui  le  ren- 
contrent au  point  B , parallèles  aux  droites  MN,  A R: 
jedisqu  e M P*  P N.  A P*  P R ::  C h1.  EB  . 

Car  ayant  mené  * par  le  point  G milieu  de  MN  le  *Art.  14*. 
diamètre  CG,  & tiré  par  fon  origine  C la  parallèle  CB 
à M Ni  il  eft clair  * qu'elle  fera,  tangente  en  C.  On  me-  *Art.io-& 
nera  de  la  même  forte  la  tangente  EB  parallèle  iAR,  ai. 
que  l’on  prolongera  jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  le  dia- 
mètre CG  au  point  K > fie  tirant  par  le  point  touchant  E 
l’ordonnée  EL,  on  aura  * KC—CLi  & par  confe-  *Art.n.& 
tjucnt  K B — B F..  On  rirera  enfuite  A D ordonnée , & ij- 
AF  parallèle  au  diamètre  CG,  fie  on  nommera  les  don- 
nées KB  ou  BE,  mi  BC,ni  CK,  ci  le  paramétré 
CH  du  diamètre  CG,  fi  fie  les  indéterminées  A P,  xi 
PM,  yi  AD,  ri  CD,  s. 

Cela  pofé , les  triangles  femblables  KBC,  AP  F,  donne- 
ront P F— : — , A F ou  DG——-.  Et  par  confëquent 

CG  = ^-+S,GM  ou  G N —y  — h — \-r,  P 2F  ou  G N 
^GP=y-^^--+iriMP*PN=zyy-+~y-+ 
xry.GM  —yy-+~  jr-+iry-fr  — txH-  - x-+rr. 

• Or  * CD  (s).  CG  ( — -+/  ) ::  AD\rr).  G M—rr  » g & 
-ï  — x — rr-+-x,  puifque^D*  (rr)=CDxCH  lo‘ 

(fs).  Et  comparant  enfêmble  ces  deux  valeurs  de  Gm\  C. 

on  formera  l’équation  y y — ~ y — Yiry  — h ^mxx 

-+  x — ^ x — o,  qui  convient  également  à tous  les 

points  de  la  Parabole , lorfque  la  ligne  A R tombe  au 
deflus  du  diamètre  CG,  Sc  que  le  point  d’interféchon  P 
tombe  entre  les  points  A,  R. 

Maintenant  fi  l’on  fait  dans  cette  équation  y=o, 
on  aura  (en  effaçant  tous  les  termes  où  y le  rencontre) 

O. 
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— xx-ï  ^x~?x=*.  D'où  l'on  tire  x = — ^ ~ 

mm  mm  nn  m 

— A Ri  puifque  PM  ( y ) devenant  nulle  ou  zéro,  il 
eft  clair  que  AP  (x)  devient  A R.  Donc  AP*PR 

~ ~ x x — xxi  & par  conlequent  MP*pN 

\yy—+~y-+**y)-  4p*pr  i~x~  ~ x—xx ) 

: : CP'  (nn).  EJB  (mm),  puilqu’en  mulripliant  les  ex- 
trêmes & les  moyens,  on  retrouve  l’équation  preceden- 
te. Or  comme  les  tangentes  CP,  PE  demeurent  tou- 
jours les  mêmes,  en  quelque  endroit  de  la  Parabole  que 
tombent  leurs  parallèles  MN,  A Ri  il  s’enfuit  &c. 

Il  peut  arriver  difïèrens  cas, .félon  les  différentes  po- 
rtions des  droites  M N,  A Ri  mais  comme  1a  démorr- 
flration  demeure  toujours  la  même , & qu’il  ne  peut  y 
avoir  de  changement  que  dans  quelques  lignes,  ou  dans 
quelques  termes  qui  s’évanoüiflent , je  ne  m’arrêterai' 
point  à les  expliquer  en  détail.  On  doit  obférver  la  mê- 
me cholé  dans  les  deux  autres  Sédions. 

Pour,  les  autres  Se'cttons. 

Ayant  mené  (fig.  89.  90.  91.  ) les  deux  demi-diame- 
tres  CO,  CP,  parallèles  aux  droites  MN , A Ri  je 
dis  que  MP*PN.  AP*PR  ::  CÔ\  CP*. 

Soit  mené  le  diamètre  CG  qui  ait  pour  double  or- 
donnée M N,  fur  lequel  foient  abaiflees  les  droites  PF., 
AD,  parallèles  à M Ni  & ayant  tiré  A F parallèle  â 
CG,  Ibient  nommées  les  données  CP , mi  PE , mCE,ei 
& le  demi-diametre  CK,  ti  Ion  demi-conjugué  CO,«» 
& les  interminces  AP, xi  PM,  y,  AD , n CD,  s. 
Cela  pôle,  les  triangles  femblables  CPErAPF, don- 

aeront P Fz=z  ^ , AF  on  DG— ^ ■ Par  conlequent 
dans  l’Hyperbole  ouïes  Hyperboles  oppofées  (fig.  90. 
& 91.)  on  aura  CG—  — ztf  > G M oa  GN  = y 
—f  rPN  ou  GN—¥GP=ty  -+  — —2  r i MP*  P N 

m y m 
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. *»*  , .t 

—yy-+~y~iry>GM=yy- 

— — x~+rr.  Or  * CD*  q:CK‘ (ssZf:/ 1) . CG*  ZfiCK  *Art.h.& 

m ' flg 

-+ss  + tt)  ::  AD' {TT).  GM=zrr  * 

= »•-+  ïïïïi=  en  mettant 

1 mmij  Zf  mmit  mmn 

pour  -fa.* valeur Et  comparant  enfèmble  ces  *Art.h.& 
deux  valeurs  de  GM\  on  formera  l'équation//  — + —*/  Il8‘ 

— îry — h xx — — — — x~g,  dans  la. 

y mmtt  «fit 

quelle  mettant  à la  place  de  tmtt—ccee  fa  valeur  cctt  ( il 

faut  imaginer  l’Hyperbole  conjuguée  qui  paffe  ’ par l’ex* 

tremité  i?,lorique  CB  eft  la  moitié  d’un  fécond  diamètre) 

tirée  de  ce  que  * C £*  — + CK  (ee—+tt).  EB  (»n)::  *Art.U.& 

~CK  {tt).  CÔ' {ce),  on  aura  celle-ci//— \-~y  — iry  n8‘ 


■ IL  xx—  w"  r — « , qui  convient  à tous  les 

' mm  mtt  1 # . 

points  de  la.  Séâion  , lorfcjue  les  points  Jî,  R , tombent 
de  part  & d’autre  du  diamètre  CG,  & que  le  point  d’in- 
terfe&ion  P tombe  entre  les  points  A , R. 

Maintenant  fi  l’on  fait  dans  cette  équation  y^=:o  ,^on 

aura  (en  effaçant  tous  les  termes  où/  fe  rencontre)  ^L  xx 


- lnm^t  le“-  x=:o,  d’où  l’on  tire  * = - ~ 

— A Ri  puifque  PM  ( / ) devenant  nulle  ou  zéro , il  eft 
clair  que  AP(x)  devient  A R.  Donc  ApxPR 

x_xx)  p x PU  (//—h  * ry) 


::  CÏÏ  (mm).  C0%  (ce).  Car  multipliant  les  extrêmes 
& les  moyens  de  cette  proportion  , on  retrouve  l'équa- 
tion précédente.  Or  comme  les  demi-diametres  CO, 
C B,  demeurent  toujours  les  mêmes  en  quelque  endroit 
de  la  Sééfaon  que  tombent  leurs  parallèles  M N,  A Ri 
il  s’enfuit  &c. 

Je  ne  mets  point  ici  en  particulier  le  calcul  pour  I Ellip- 
fe,  parce  qu’il  ne  différé  de  celui  de  l’Hyperbole  qu’en 
quelques  lignes.  Oij 


Digitized  by  Google 


Fig-  pi. 


fia.  pji 


108  Livre  Qy  auii'ke. 

Corollaire  I. 

S’il  y a deux  lignes  droites  A/  2V , A R , termi- 
nées par  une  Séétion  Conique , lefquelles  fe  rencontrent 
en  un  point  P > fie  qu’on  mène  par  tout  où  l’on  voudra1 
deux  autres  droites  FG,  PD,  parallèles  aux  deux  pre- 
mières, fie  terminées  aulfi  par  la  Séclion,  lefquelles  fe 
rencontrent  en  un  point  Qj  il  eft  clair  que  MP*  PN. 
AP* PR  : : FQyQG.  BQ^QD.  Car  les  deux  droites 
A R,  B D,  étant  parallèles  entr’elles,  feront  parallèles 
à la  même  droite  CZ  donnée  de  pofition}  comme  auffi- 
les  deux  droites  MN,  FG,  ilamcme  droite  CT  donnée 
pareillement  de  pofition. 

Corollaire  IT.  • 

1 66.  S ’il  y a deux  parallèles  A R, B D,  terminées 
par  une  Sé&ion  Conique,  lefquelles  rencontrent  aux 
points  E,  Q,  une  ligne  droite  F G terminée  parla  même 
Section*  jetlis  que  F E*E  G-  AF.*  ER  : : F Q*  QG. 
B QJ*Q^D.  Car  concevant  dans  le  premier  Corollaire 
que  M N tombe  fur  F'G,  il  eft  clair  que  les  rédangles 
MP*PN , AP*PR,  deviennent  FE*EG,  A Ex  ER. 

» 

CoROLLATRE  III.  P G U R L E C E R C L E.  ' 

l6j.  On  peut  tirer  <de  ce  Theorême  la  propriété 
du  cercle , qui  eft  fi  connue  de  tous  les  Geometres  * (Ra- 
voir que  fi  par  un  poinc  quelconque  P pris  au  dedans 
ou  au  dehors  d’un  cercle,  on  mene  autant'  de  lignes- 
qu’on  voudra  A R,  MH,  HL,  ficc.  terminées  par  la 
circonférence,  les  ré&angles  AP*  P R,  MP*  P N,. 
H P*  PL,  ficc.  feront  tous  égaux  entr’eux.  Car  menant 
les  demi-diametres  C B , CO , CD,  ficc.  parallèles  à ces 
lignes , il  eft  clair  par  le  Theorême , que  tous  ces  réftan- 
eîes  feront  entr’eux,  comme  les  quarrés  de  ces  démi- 
aiametres  ou  rayons , lefquels  par  la  propriété  eflèn- 
tàelle  du  cercle  font-tous  égaux  entr’eux. 
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Corollaire  IV.Poua  la  Parabole. 

168.  S’il  y a une  ligne  droite  MN  terminée  par  Fie.  94. 
nne  Parabole , & qu’on  mene  par  un  des  points  quel- 
conques A de  la  Parabole  un  diamètre  A F qui  ren- 
contre cette  ligne  au  point  F : je  dis  que  le  rcdangle 
Mf*FN  eft  égal  au  rectangle  de  AF  par  le  paramétré 

CH  du  diamètre  CG , qui  paflê  par  le  milieu  de  MN. 

Car  concevant  dans  le  Theoremeque  AT  tombe  fur 
A F,  il  eft  clair  que  la  ligne  FF  ( — * ) devient  nulle 

ou  zéro,  & qu’ainfi  ~ = 0.  C'eft  pourquoi  effaçant  dans 
l’équation  à la  Parabole  y y — h — y — + iry  — h — xx 
-+  V i •*=« , tous  les  termes  ou  _ fe  rencontre  », 
on  en  formera  celle-ci  y y — iry  — ^x—o.  Or  AF 

= £,  C//=p,  & MF*  F N —yy-±rry.  Donc  &c. 

Ce  n’eft  que  pour  faire  voir  la  généralité  du  Théo- 
rème x que  j’en  déduis  cette  propriété } car  on  la  peut 
démontrer  plus  aifement  fans  y avoir  recours , en  cetc 
te  forte.  GM'—GC*CH , A~D  ou ~GF—T>C*CH,, 

& partant  GM*  — G f'  ou  MFxFN  = G C—D  C *CH 
*=AF*CH, 

Corollaire  V.  Pour  la  Parabole. 

169.  D E-LA  il  eft  évident, 

i°.  Que  s’il  y a deux  droites  MN,  EZ > terminées- 
par  une  Parabole,  & parallèles  entr’elles;  & qu’on1 
mene  par  deux  points  quelconques  A , B , de'  cette  Pa- 
rabole , deux  diamètres  AF  ,B  P , qui  rencontrent  ces 
lignes  aux  points  F,  P:  il  eft  évident,  dis-je,  que 
MFxFN.  EPxPL  ::  AF.  BP.  Car  le  diamètre  CG 
qui  pafïë  par  le  milieu  de  MN,  paftè  auffi  par  le  milieu: 

O iij. 
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de  J ïZ;  & par  confequcnt  le  rédangle  EP*P Z=z 

BPxCH , de  même  que  MFxFN=AFx  CH. 

i°.  Que  s’il  y a une  ligne  droite  M N terminée  par 
une  Parabole  , & qui  rencontre  deux  de  fes  diamè- 
tres AF,  B K,  aux  points  F , K i on  aura  MF*  F N. 
MKxKN ::  AF.  B K. 

3°.  Que  s’il  y a deux  lignes  droites  M N,  E Z,  termi- 
nées par  une  Parabole,  & parallèles  entr’elles,  qui  ren- 
contrent un  de  fes  diamètres  quelconques  BP  aux 
points  K,  Pion  aura  MK*KN.  EP*  PL  : : B K-  BT. 

Corollaire  VI.  Pour  la  Parabole. 

17°*  De-la  on  voit  comment  on  peut  décrire  une 
Parabole  qui  pafle  par  trois  points  donnés  A,M,N, 
&c  donc  les  diamètres  AF , CG , foienc  parallèles  à une 
ligne  droite  donnée  de  pofition  j & démontrer  qu’il  ne 
peut  y en  avoir  qu’une  feule. 

Car  ayant  mené  une  ligne  M N qui  joigne  deqjc  des 
points  donnés  M , Ni  on  tirera  par  le  troifiéme  A un 
diamètre  A F parallèle  à la  ligne  donnée  de  pofition , 
& qui  rencontre  la  ligne  M N au  point  F , Sc  par  le 
point  de  milieu  G de  M N une  parallèle  GC  à A F.  On 
fera  enfuite  MFxFN.  MGxGN.  ou  GM1  AF.  GC. 
Etayant  pris  CH  troifiéme  proportionnelle  à CG,  GM, 
•Art.  19.&  on  décrira  * du  paramétré  C H , & du  diamètre  CG 
jo.  dont  l’origine  eft  en  C , une  Parabole  dont  les  ordon- 

nées foient  parallèles  iM  Ni  elle  fatisfera  à la  queftion. 
* Art.  7.  & Car  i°.  Elle  pailèra  * par  les  points  M , Ni  puifque  par 

*0,  la  conftru&ion  CH  *CG=iG M*  ou  G N*.  i°.  Ellepaf. 

fera  par  le  point  A j puifque  MGxGN.  MFx  F N i:CG. 
FA.  30.  Les  diamètres  AF,  CG,  lèront  parallèles  il* 
droite  donnée  de  pofition. 

Comme  la  Pafabole  qui  fàtisfait  au  Problème,  a ne- 
ceflairemenc  pour  diamètre  la  ligne  CG,  qui  a pour  ori- 
gine le  point  C,  Sc  pour  paramétré  la  ligne  déterminée 
CH  i il  s’enfuit  qu’il  ne  peut  y en  avoir  qu’une  feule. 
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Corollaire  VII.  Pour,  la  Parabole. 

I7I*S'rL  y a deux  droites  AR,  MN,  terminées  Fie,  SS. 
par  une  Parabole , lefquelles  fe  rencontrent  en  un  point 
Pi  & qu’ayant  fait  AP*PR.  MP*PN:\  A P* . P F*. 
on  tire  la  ligne  AF  : je  dis  que  cette  ligne  fera  un  dia- 
mètre. Car  ayant  mené  les  tangentes  CB , EB , paral- 
lèles aux  droites  M N , A R , & par  le  point  touchant 
C le  diamètre  CG  qui  rencontre  EB  prolongée  en  K J 
on  aura  EB'  ou  KB *.  BC*  ::  A P*  PR.  MP*PN  :: 
AP'.PF*,  & par  confèquent  KB.  ÔB::  AP.  PF. 

Les  triangles  K B C,  AP  F feront  donc  femblablcs , & 

leurs  côtes  AF , KC,  parallèles  entr’eux:  d’où  il  luit 

que  la  ligne  AF  qui  fe  trouve  ainfi  parallèle  au  diamètre 

CG,  1er  a un  diamètre  , puifque  dans  la  Parabole  * tous  *Def.  7.  1. 

Jes  diamètres  font  parallèles  entr’eux. 

Corollaire  VIII.  Pour  la  Parabole, 

I7Z-  On  tire  du  Corollaire  précédent  une  manière 
de  décrire  une  Parabole  qui  paflé  par  quatre  points 
donnés  A,  M r R , N. 

Car  ayant  joint  ces  quatre  points  par  deux  droites 
A R , M N , qui  s’entrecoupent  en  un  point  P , & fait 
AP*PR.  MP*PN  ::AP\  PF'  -,  on  tirera  la  ligne  AF, 

on  décrira*  une  Parabole  qui  paflè  par  les  trois  points  * Art.  r/o. 
A,  M , 2F,  & dont  les  diamètres  foient  parallèles  à la 
ligne  AF.  Elle  fera  celle  qu’on  demande  ; car  lèlon  le 
Theorême  la  ligne  A P doit  rencontrer  cette  Parabole 
en  un  point  R,  tel  que  A P*  P R.  MP*.  P N ::  EB' 
ou  KB\  BC * : : Â~P \ ~PF\ 

Si  l’on  eut  pris  le  point  F de  l’autre  côté  du  point  P , Fr  g.  pj* 
on  auroit  décrit  une  autre  Parabole  qui  auroit  encore 
pafle  par  les  quatre  points  donnés.  Mais  l’on  doit  remar- 
quer que  lorfqu’un  de  ces  poincs  F tombe  fur  l’un  des 
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points  donnés  M ou  N , il  ne  peut  y avoir  qu’une  Pa- 
rabole qui  fàtisfaflè  $ 6 c que  lorfque  tous  les  deux  tom- 
bent fur  les  points  M , N,  il  n’y  en  peut  avoir  aucune  : 
puifqu’alors  le  diamètre  A F de  la  Parabole  pafleroit  par 
deux  de  lès  points , ce  que  l’on  a dénjontré  * être  im- 
poflible. 

COROLLAIRE  IX. 

Pour  l’Hypef.bole  ou  les  Hyperboles  oppose'ej. 


173*  S'il  y z une  ligne  droite  M N terminée  par 
une  Hyperbole  pupardes  Hyperboles oppolees,  laquel- 
le rencontre  une  afymptote  CB  au  point  qui  foie 
parallèle  à une  ligne  donnée  de  pomion  ; 6c  qu’on  tire 
par  un  point  quelconque  A de  la  Sc&ion  une  droite 
AP  parallèle  à cette  afymptote,  6c  qui  rencontre  au 
point  P la  ligne  M N:  je  dis  que  le  rectangle  MP*  P N 
îèra  toujours  au  rédangle  1 AP*Pq  en  raifon  donnée , 
en  quelque  endroic  de  ta  Sédion  que  tombent  les  droi- 
tes M N,  AP. 

Car  concevant  dans  le  Theorême  ( fig.  90.  91.  ) que 
le  demi-diametre  CB  devienne  une  afymptote,  il  eft 
clair  * qu’alors  les  trois  côtés  du  criangle  CBE  deviennent 
chacun  infini.  C’eft  pourquoi  menant  [for.  96.  97.  ) par 
l’extremité  K du  diamètre  L K qui  paflè  par  le  milieu 
de  M N,  une  parallèle  K S à M N,  qui  rencontre  l’a- 
fymptote  CB  en  S , on  formera  un  triangle  CKS  dont 
tous  les  côtés  feront  finis,  6c  qui  lèra  fëmklable au  trian- 
gle CBEi  6c  partant  on  aura  CK  {t).  K S ou  * CO  (f  ) 
: : CE  ( e ).  EB  (»).  Ce  qui  donne  cez=nt.  Si  l’on  met 
à la  place  de  ce  fa.  valeur  nt  dans  l’équation  à l’Hyper. 


1 1 . m*  nntt—er"  xmntzz.  xttet 

boiejy-H-  -/-17-+  ~t ; 


que  l'on  a trouvée  dans  le  Theorême , on  en  formera 


11  . lnx  xnrt~rzinct  , tnx  „ 

celle-ci  yy-+— y—iry — x—° ou  yy-+—y 


— ****  ^ im—  x.  Or  en  prolongeant  AD}  s’il  cftne. 

ccfTaire , 
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ceflàire,  jufqu’à  ce  qu'elle  rencontre  l’afymptote  CB 
en  H,  les  triangles  fèmblables  CKS,  CDH , don- 
neront CK  (t).  KS  (c)::  CD  (s).  DH=~.  Et  par- 
tant AH  ou  PQ==  —y—  • On  aura  donc  MPxPN 

( //-+  ~y—‘>-Ty)-  xJP*pq.(-~ f1"*)---  £B(»). 

CB  (m)  : : K S.  CS.  Puifqu’en  multipliant  les  extrêmes 
& les  moyens  on  retrouve  l'équation  precedente.  Or  les 
lignes  /CS,  CS,  demeurent  toujours  les  mêmes  en 
quelque  endroit  de  la  Section  que  tombent  les  droites 
MN , AP  > parce  que  le  diamètre  Z K qui  paflè  par  le 
milieu  de  M N,  palTe  auflî  * par  le  milieu  de  toutes  les  pa-  * Art. 
ralleles  à M N terminées  par  la  Section , en  quelque 
endroit  qu’elles  fe  rencontrent.  Donc  &cc. 

On  peut  démontrer  ce  Corollaire  immédiatement,  Fio. 
& fans  avoir  recours  au  Theorcme , en  cette  forte.  Soient 
les  données  ÇK—t,  KS  ou  CO=:r,  CS=*«,  & les 
indéterminées  CD— s,  AD  ou  DJ—r , AP~x , 
PM— y.  Les  triangles  lemblables  CS  K,  AP  F , don- 
nent PF—  - , AF  on  DG—  - } Et  partant  GM  ou 

GN=y  — h — — r,  CG=  — — h s.  Or  à caufe  des  trian- 


gles femblables  CKS , CDH , CGQ^on  aura  CK  (t). 
KS  (0  a CD  (s).  DH=^fL::  CG  (£  -ys).G^ 

= £ ~+  . Et  partant  MQxQjJ  ou  G^j-GM^ 


. **«  ....  , , 1C7M  * ATT  T T T 

= HTyy~  - — AHxHI * Art.  ,7. 

ou  DH  — DJ  — ~—rr  > d’où  l’on  tire  ( en  effaçant  de 


part  & d’autre  rr,  & tranfjjofânt  d’une  part  tous 
les  termes  où^  fe  rencontre)  cette  équation  y y — b~ 
m.  i ry—^~  — {-  — , laquelle  étant  réduire  en  propor- 
tion, donne MP*PN  {yy-+  —■  — *»y)*  iAPxPq 

P 
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( yi— + irx  y.:KS  (c).  CS  [m).  Ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

La  démonftration  eft  la  même  pour  les  Hyperboles 
©ppofées  à quelques  figues  prés. 

COROLLAIRE  X. 

Pour  l’Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppose'es. 

1 1 o,  98-  I74.  Ii  fuir  du  Corollaire  précédent , 

i°.  Que  s’il  y a deux  droites  parallèles  entr’elles  MJ/, 
H G,  .terminées  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyper- 
boles oppofees,  5c  qui  rencontrent  une  afymprote  CS 
aux  points  £>,  I,  fie  qu’on  mene  par  deux  points  quel- 
conques A , P , de  la  Sédion  deux  parallèles^/’,  BD, 
à l’afymptote  CS,  qui  rencontrent  ces  lignes  aux  points 
P,  D : les  rédangles  MP*  P N , iAPxP  en- 

tr’eux,  comme  lesrédangles  HD* DG,  îPDxD/i  fie 
partant  on  aura  MP*PN.  HD*DG  ::  APxP q.. 
PDxDl. 

i°.  Que  s’il  y a deux  droites  parallèles  entr’elles  MJ/,, 
MG  t terminées  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyper- 
boles oppofées , fie  qui  rencontrent  une  afymptote  C S 
aux  points  Q,I>  ôc  qu’on  mene  par  un  point  quelcon- 
que A de  la  Sédion,  une  parallèle  AO  à.  CS,  qui  ren- 
contre ces  lignes  aux  points  P,  O : on  aura  ( en  conce- 
vant dans  le  cas  précédent  que  PD  tombe  fur  AP  ) cet- 
te proportion , MP*  P N.  HOxOG  APkPQ^ 
AO*OI  ::  AP.  AO.  puilque  Pq=zOI. 

30.  Que  s’il  y a une  ligne  droite  H G terminée  par 
nne  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  oppofees , fit  qui 
rencontre  une  afymptote  CS  en  /;  fie  qu’on  mene  par 
deux  points  quelconques  de  la  Sédion  A,  P,  deux  pa- 
rallèles AO , P D ,i  CS,  qui  rencontrent  cette  ligne 
aux  points  O,  D:  on  aura  H OxO G.  HD x DG  r r. 
A 0x01.  PD  x DI.  Cela  eft  encore  une  fuite  du  pre- 
mier cas,  en  concevant  que  la  ligne  MN  tombe  fur //G. 


iZi  • 
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Corollaire  XI. 

*?;•  Si  l’on  conçoit  qu’une  ligne  droite  BD  qui  p 
rencontre  une  Sé&ion  Conique  en  deux  poinrs  B,  D,Ce 
meuve  parallèlement  à elle-même  jufqu’a  ce  qu’elle  rafe 
la  Section , c'eft  à dire , julqu'à  ce  qu’elle  devienne  la 
tangente  Z S : il  eft  clair  que  les  deux  points  d’interféc- 
tion  B,  D,  lè  réunifient  alors  au  point  touchant  Zi  & 

3u’ainfi  on  peut  confiderer  un  point  touchant  comme 
eux  points  d’interféchon  qui  tombent  l'un  fur  l’autre. 
Or  cela  pôle,  on  voit  naître  des  Corollaires  i , 1,  j,  io, 
plufieurs  cas  dont  voici  les  principaux. 

i°.  S'il  y a deux  tangentes  K S , ZS,  qui  fc  rencon- 
trent en  un  point  S,  &c  deux  autres  droites  MN,  AR% 

Îiaralleles  à ces  tangentes  & terminées  par  la  Séétion , 
efquelles  le  rencontrent  en  un  point  Pi  je  dis  que 
MP*PN-  AP*  PR  : : K S*.  ZS'.  Ceci  a été  démontré 
dans  le  Theorême  à l’égard  de  la  Parabole  : mais  pour 
les  autres  Sections,  concevant  dans  le  premier  CorollaL 
re  que  JFG  tombe  lur  la  tangente  KS,&c  B D fur  ZSi 
il  elt  clair  que  les  deux  points  d’interleâion  F,  G,  lè 
réünillènt  au  point  touchant  K , comme  aulli  les  deux 
B,  D,  au  point  touchant  Zi  & qu’ainfi  les  ré&angles 
FQx  QG , B Q*  Q D , deviennent  les  quarrez  K S%-  ZS \ 
i°.  Si  dans  une  Elliplè  ou  dans  des  Hyperboles  oppo- 
fées,l’on  mene  une  tangente  Z JT  parallèle  à KS,&  qui 
rencontre  S Z au  point  X,  on  prouvera  comme  dans  le 
nombre  précédent,  que  MP*  PN.  A PxP  R : : T JC 
ZÂr\  D’où  il  fuit  que  KS\  ZS  ::  TAT\~ZÂ"\EtKS. 

S Z::  T AT.  Z AT.  C’eft  à dire , que  fi  deux  tangentes  pa- 
rallèles KS,  TAC , rencontrent  une  troifiéme  tangente 
ZS  aux  points  S , AT,  on  aurais.  ZS:  : TAT.  ZÀT.  ou 
KS.  TATnZS.  ZAT. 

3°.  Si  dans  une  Elliplè,  dans  une  Hyperbole  ou  dans 
des  Hyperboles  oppolees,  il  y a deux  tangentes  KS , 
l S t qui  lè  rencontrent  en  un  point  S,  & qu’on  mène 

Pi) 


i «.  9ù 
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deux  demi-diametres  CK,  C z parallèles  à ces  tangen- 
tes ; je  dis  qu’elles  féront  entr’elles  comme  ces  deux  de- 
mi-diametres.  Car  félon  le  Theorême  CK*.  CZ*  : : 
MP*  P N.  A P*  P R ::  KS'.  L S , félon  le  nombre  pre- 
mier. Et  par  conféquent  CK.  CZ  : : K S.  Z S. 

4°.  S’il  y a deux  droites  A R , F G , terminées  par  une 
Sé&ion  Conique , lefquelles  rencontrent  deux  tangentes 
K J,  LO,  qui  leur  foient  parallèles  aux  points/,  O i je  dis 
que  FO*OG.  LO* ::  Kl* ■ AI*  FR.  Ce  qui  eft  évident 
en  concevant  dans  le  premier  Corollaire  que  B D de- 
vient la  tangente  L O ; 8c  M N,  la  tangente  K /. 

5°.  S’il  y a deux  parallèles  A R,  BD,  terminées  par 
une  Sédion  Conique , lefquelles  rencontrent  une  tan- 
gente K H aux  points  /,  H ; je  dis  que  K/'.  A/*IR  : • 
KH'.BHxHD,  ou  Kl\  KH*:  -.AI*  IR.  BH*HD. 
Ce  qui  eft  une  fuite  du  fécond  Corollaire , en  conce- 
vant que  la  ligne  F G tombe  fur  la  tangente  KH. 

6“  Si  l’on  fuppofé  dans  le  nombre  precedent  que  la  Sec- 
tion Conique  foit  une  Hyperbole,  8c  que  la  tangente 
H K en  foit  une  afymptote  ; les  rédangles  B H*  HD, 
AI*  IR  deviendront  égaux  entr’eux.  Car  le  point  tou- 
*Art,  ioJ.  chant  K fera  * alors  infiniment  éloigné  des  points  H ,Ii 
& par  confèquenc  les  droites  infinies  HK,IK , qui  ne 
different  entr’elles  que  d’une  grandeur  finie  H I , doi- 
vent être  regardées  comme  égales.  Ceci  a déjà  écé  dé- 
montré dans  l’article  97.8c  on  nele  répété  ici  que  pour 
fervir  de  preuve  à ce  que  l’on  vient  de  dire , 8c  pour 
faire  voir  qu’on  arrive  fôuvent  aux  mêmes  vérités  par 
des  routes  bien  differentes. 

7° • S’il  y a deux  tangentes  KS,ZS,  qui  fe  rencon- 
trent en  un  points,  avec  une  ligne  droite  A R termi- 
née pria  Scdion , parallèle  à l’une  d’elles  £Sr  8c  qui 
rencontre  l’autrg  K S en  un  point  H je  dis  que  Kl\ 

Al*  IR  ::  K b’.  LS%.  Cela  eft  vifible  en  concevant 
dans  le  fécond  Corollaire  que  les  lignes  FG,  BD  tora-  e’ 
bent  fur  les  tangentes  KS,  LS- 
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. 8°.  S’il  y a dans  une  Ellipfe  ou  dans  les  Hyperboles  oppo- 
fëesdeux  tangentes  parallèles  K/,  T y,  qui  rencontrent 
aux  points  /,  V , une  ligne  AR  terminée  par  la  Section  aux 
points  R,  Ai  je  dis  que  Kl'-  AMR  ::  Tp\  RVxVA. 

Cela  fuit  encore  du  fécond  Corollaire  en  imaginant  que 
les  parallèles  MM,  FG,  tombent  fur  les  tangentes  TV, 

Kl. 

9°.  S’il  y a dans  une  Parabole  deux  parallèles  MN,  Fi  o.  94. 
CH,  dont  l’une  foit  tangente  en  C,  & l’autre  /oit  ter- 
minée par  la  Parabole  j 8c  qu’on  mene  par  deux  points 
quelconques  A , B , de  la  Scdion  , deux  diamètres  AF, 

B O qui  rencontrent  ces  lignes  aux  points  F,  O : il  eft 
clair  en  concevant  dans  les  deux  premiers  nombres  du 
Corollaire  fixiéme  que  EL  tombe  fur  la  tangente  CH  J 
i°.  Que  MFxFN.  CO  «s  AF.  BO.  i°.  Que  fi  l’on  pro- 
longe FA  jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  la  tangente  CH 
en  Q_,  on  aura  MFxFN.  C Q.  ■■■  AF.  A Q.  . ' 

io°.  S’il  y a' deux  parallèles  MN,  K T, dont  l’une  KT  Fi*.  9 8. 
touche  une  Hyperbole  çn  K 8c  rencontre  une  de  fës 
afymptotes  en  S,  8c  l’autre  MN  eft  terminée  par  l’une 
ou  par  l’autre  des  Hyperboles  oppolces,  8c  rencontre  la 
même  afÿmptote  en  8c  qu'on  mene  par  deux  points 
quelconques  A,  B , de  la  Section , deux  parallèles  AP, 

BT,  à l’alymptore  CS,  lefquelles rencontrent  ces  lignes 
aux  points  P,  Ti  on  aura  (en  concevant  dans  les  trois  nom- 
bres du  Corollaire  dixiéme,  que  la  fëcante -G  H tombe 
fiir  la  tangente  RT)  i°.  Le  rédanglc  MP*PN.  KT%:t 
AP  x PQ^  BTxTS.  z°i  En  prolongeant  PA  jufqu’à  ce 
qu’elle  rencontre  K 2”  en  .K,  le  rectangle  MP*  P N. 

KB.'  : : AP.  A R.  30.  Le  quUrré  KT\  ÏÜt'  : : BTxTS. 
ARxRS. 

ii°.  S’il  y a dans  les  Hyperboles  oppofëes  deux  tan- 
gentes parallèles  KR,  zi1, qui  rencontrent  uneafymp- 
tote  CS  aux  points  S,  V i 8c  qu’on  mene  par  deux  points 
quelc  onques  A , B,  de  la  Sédion , deux  parallèles  A R, 

B F à l’afymptote  CS  lefquellesrencontrencces  tangentes 

Piij 
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aux  points  R,  F : on  aura  ( en  concevant  dans  les  deux 
premiers  nombres  du  Corollaire  dixiéme , que  les  deux 
Sécantes  M N,  GH , tombent  fur  les  deux  tangentes 
KR,ZF)  i°.  Le  quarré  KR%.  TË'  ::AR*RS. BE*EV. 

Le  quarré  KR  \ LE*-.-.  A R.  AE. 

PROPOSITION  XIV. 

Problème. 

176.  D e'crire  uns  Ellipfi  ou  deux  Hyperboles  oppo- 
fées  autour  d'un  parallélogramme  donné  F G H K , & dont 
[un  de  [es  diamètres  A B parallèle  aux  deux  cotez^  F K , 
G H , /oit  à fin  conjugué  DE,  en  la  raifin  donnée  de  min. 

Ayant  mené  les  lignes  AB,  DE,  qui  coupent  par  le 
milieu  les  côtés  oppofés  du  parallélogramme  donné 
F GH  K,  il  eft  clair  * qu’elles  feront  fur  deux  diamètres 
conjugués  delà  Séction  qu’on  demande  , & qu'ai  nfî  leur 
point  d’interféûion  en  fera  le  centre  ; puifque  félon  l’une 
des  conditions  du  Problème,  les  parallèles  FG,  KH, 
doivent  être  terminées  par  la  Section , aufïi-bien  que  les 
deux  autres  parallèles  F K,  GH.  Or  cela  pofc , fi  l’on 
prend  AB , DE,  pour  ces  deux  diamètres  conjugués, & 

2u'on  nomme  ( les  points  Z,  O,  coupent  en  deux  parties 
galesles  ÜgnesAG,  K H,)  les  données  CL  ou  CO,  ai 
Z F ou  O K,  b;  8c  l’inconnuë  CA  ou  CB,  f,  on  aura. 
i°.  Lorfque  * la  Séétion  eft  une  Ellipfé , BZxZA  ( tt — aa), 
Z~F*  (bb)::  ~AB' . DE* : : mm.  n n,  Etpartant  tt—aa 

mmbb 


■■+  nm  . i°.  Lorfque  * la  Séûion  doit  être  deux  Hyper- 
boles  oppofées , CL  If  CA'  (aa^tt).  LE  (bb)::  Aj£, 

donne  tt—aa — — — ou  tt 


DE  ::  mm.  nn,  ce  qui 
— mmii  _ a a > Ravoir  tt  — **  — l°tfque  ligne 
eft  un  premier  diamètre , 8c  tt—  Z~  — aa  lorC 
que  c’eft  un  fécond.  D’où  l’on  tire  la  conftrudion  fui- 
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vante  que  je  diftingue  en  trois  difïèrens  cas. 

Premier  cas.  Lorfque  la  Sédion  eft  une  Ellipfê  ; Toit 
fait  un  triangle  rectangle  VS  T dont  l’un  des  côtes 

ST— CL,  Sc  l’autre  S V—j  L F i & foit  décrit  du 
demi  diamètre  C A— T V,  qui  foit  à fon  demi-conju- 
gué  CD,  comme  «eftâ  »,une  Ellipfê  : Je  dis  qu’elle 
iatisfera  au  Problème.  Car  i°.  Le  diamètre  AB  paral- 
le  aux  côtés  F K,  GH , eft  à fon  conjugué  D E,  en  la 
raifon  donnée  de  m à s.  i°.  A caufe  du  triangle  T S V 
rectangle  en  S,  le  quarré  TV * ou  ~C~A  ( / f ) = TS* 
(aa)  — i-SVi('~)  j & partant  BL*L  A [tt— aa) 
= c’èft  pourquoi  l’on  aura  BL*LA(~-). 

LF(bb)i\mm.  ntt  ::  A B'.  DE*.  D’où  l’on  voit  que 
Zi7  eft  une  ordonnée  au  diamètre  AB>  fie  qu’ainu  la 
Séétion  paflè  par  le  point  F.  On  prouvera  de  même  que 
la  Sédion  paflèra  par  les  points  G,H,Ki  puifque 
GL  — LF  — OK—OH,  & que  CO  = CL. 

Second  cas.  Lorfque  la  Sédion  doit  être  deux  Hyper- 
boles oppofées , fie  que  C L eft  plus  grande  que  ^ LF  : 
foit  formé  un  triangle  T S V rédangle  en  S,  dont  l'un 
des  côtés  SV=-nLF}  & l’hypothenufe  VT—CLi 
& foient  décrites  du  premier  demi- diamètre  CA=TSt, 

3ui  foit  à fon  demi-conjugué  CD,  comme  m eft  à n r 
eux  Hyperboles  oppofées. 

Troijieme  cas.  Lorfque  la  Sédion  doit  être  deux  Hy- 
perboles oppofées , fie  que  CL  eft  plus  petite  que 

\LE  : on  formera  un  triangle  T SV  rectangle  en  J*  dcfcc 

Pun  des  côtés TS= CL , fie l’h yp&thenufe  SV—^LF. 
On  décrira  enfuite  du  fécond  demi  - diamètre  CA— TV, 

auifoit  à fon  demi- conjugué  CD,  comme  m eft  à ny 
eux  Hyperboles  oppofées. 

La  démonftration  de  ces  deux  derniers  cas  eft  fom- 
blable  à celle  du  premier  -,  mais  il  faut  remarquer  que 
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lorfque  CL="  LF , le  Problème  eft  impoffible. 

Corollaire  I. 

177.  Comme  la  pofition  des  deux  diamètres  con- 
jugues AB , Dû,  eft  déterminée,  aufïi-bien  que  leur 
grandeur  j puifque  félon  les  conditions  du  Problème  ils 
doivent  couper  par  le  milieu  les  côtés  oppofes  dq  paral- 
lélogramme , & qu’on  ne  trouve  pour  le  demi- diamètre 
CA  ou  CB  qu'une  feule  valeur  : il  s’enfuit  qu’il  ne  peuç 
y avoir  qu’une  feule  Sédion  qui  fatisfafïe. 

Corollaire  II. 

0 

.78.  D e-la  on  voit  comment  on  peut  décrire  une 
Sédion  Conique  autour  d’un  parallélogramme  donne 
F G H K , Si  qui  pafîè  par  un  point  donné  M. 

Car  ayant  mené  les  deux  diamètres  conjugués  AB , 
DE , qui  Coupent  par  le  milieu  les  côtés  oppofes  du 
parallélogramme,  & du  point  donné  M l’ordonnée 
M P au  diamètre  AB,  laquelle  rencontre  les  côtés  op- 

Îiofés  F K,  G H,  aux  points  R , O , & la  Sédion  ( que  je 
iippofè  décrite  ) au  point  N J il  eft  clair  que  PN—PM, 
& qu’ainfi  RN=.QM , puifque  PR  — PQ ^ Le  rédan- 
gle  RMxMQjiç ra  donc  égal  au  rédangle  RM*  R N. 
• Art.  1*4,  Or  * F Rx  RK.  M R x R N ou  R Mx  M Qj.  : AB\  ~De\ 
Et  par  confèquent  la  raifon  du  diamètre  AB  parallèle 
aux  côtés  F K,  G H , à fon  conjugué  D E,  eft  donnée  j 
puifque  Jes  rédangles  FR*RK , R M * M Q_,  font  don- 
née. De  plus  la  Sédion  fera  une  Ellipfë , lor/qu’entre 
les  deux  ordonnées  MP,  KO,  au  diamètre  AB,  qui 
tombent  du  même  côté  du  centre  C , celle  qui  eft  1r 
plus  proche  du  centre  eft  plus  grande  que  la  plus 
éloignée  ; & au  contraire  deux  Hy  perboles  oppofees  , 
lorfqu’elle  eft  plus  petite.  D’où  l’on  voit  que  cette 
queftion  fe  réduit  au  Problème  précèdent. 

Si 
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Si  Je  point  donné  M tomboic  fur  l’un  des  côtés  du 
parallélogramme , prolongé  à difcrétion  ; il  eft  clair 
que  ce  Problème  feroic  alors  impoflîble  , puifque  ce 
côté  rencontreroit  la  Sédion  en  trois  diffèrens  points  ; ce 
qui  ne  peut  * être.  *Art.  149. 

Corollaire  III. 

179.  D e-la  on  tire  encore  la  manière  de  décrire 
une  Sedion  Conique  , qui  ait  pour  diamètre  une  li- 

SA  B donnée  de  pofîtion,  pour  centre  le  point 
mé  C,  & pour  deux  ordonnées  à ce  diamètre  les 
droites  MP , KO. 

Car  ayant  pris  fur  le  diamètre  AB  la  partie  CL 
égale  à CO,  &c  mené  L F parallèle  & égale  à O K î il 
eft  dair  qu’elle  fera  * une  ordonnée  au  diamètre  AB,  *Ari .qf.fj. 
& qu’ain  fi  prolongeant  KO  en  H,  StFL  en  G,enfor-  8S-&  118. 
te  que  0 H = OK,Sc  LG— LF , les  droites  égales  & 
parallèles  K H , F G,  feront  * deux  doubles  ordonnées  *Art.  144; 
au  diamètre  A B.  D’où  l’on  voit  que  la  Sedion  doit 
être  décrite  autour  du  parallélogramme  F GH  K,  &c 
palier  par  le  point  donné  M î ce  qui  fê  fera  par  le 
moyen  du  Corollaire  précédent. 

Comme  cette  queftion  fè  réduit  à celle  du  Corol- 
laire précédent , qui  fê  réduit  au  Problème  ; & que 
félon  le  Corollaire  premier , on  ne  peut  trouver  qu’une 
fêule  Séclion  qui  y fâtisfafïê  : il  s’enfuit  de  même  qu’on 
ne  peut  décrire  qu’une  feule  Sédion  qui  remplide  les 
conditions  de  ce  dernier  Corollaire. 

PROPOSITION  XV. 

Problème. 

180.  D e'crire  une  Scfiion  Conique  qui  faffe  farcinq  p,Ci  I01> 
f oint  s donnés  F ,M , K ,,  G , N ; <#■  démontrer  qu'il  n'y  en  j0j. 
y eut  avoir  qu'une  feule. 

CL 
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Ayant  joint  quatre  des  points  donnés  par  deux  lignes 
droites  EG,  MN , qui  le  rencontrent  au  point  R,  on 
mènera  par  le  cinquième  point  donné  K deux  droites 
KD , KH,  parallèles  aux  droites  F G , M N , & qui  les 
rencontrent  aux  points  E,  Q^On  prendra  fur  ces  deux 
lignes  prolongées,  s’il  eft  neceflàire,  les  points  D,  H , 
tels  que  MRxRN.  GRxRF  ::  ME*  EN.  KE*ED.  Et 
ER* RG.  MRxRN  ::  FQ^QG.  HQ*  QK.  en  obfer- 
vant  que  les  points  K,  D,  ou  K,  H , doivent  tomber 
de  part  & d’autre  du  point  de  rencontre  E , ou  Q,  lorf. 
que  les  points  M,  N,  ou  E,  G,  tombent  aulfi  de  part 
& d’autre  de  ce  même  point  5 &c  au  contraire.  On  mè- 
nera enfuite  par  les  points  de  milieu  des  parallèles  DK » 
FG,6c  M N,  K H,  les  droites  LI,  AB,  qui  s'entre- 

* Art.  179.  coupent  au  point  C.  On  décrira  enfin  * la  Section  Co- 

nique qui  a pour  diamètre  la  ligne  AB  donnée  de  pod- 
tion , pour  centre  le  point  donné  C , 6c  pour  ordonnées 
les  deux  droites  MP,  KO.  Je  dis  qu’elle  làtisfera  au. 
Problème , & qu’il  ne  peut  y avoir  que  celle-là. 

* Art.  1 66.  Car  les  deux  points  D,  H , feront  * à la  Séétion  qui 

paflè  par  les  cinq  points  donnés  E ,M ,K,G , Ni  &C 

* Art.  i+£.  ainfi  les  lignes  ZI,  AB,  en  feront*  deux  diamètres  , 

& 147.  ' qui  en  détermineront  par  confequent  le  centre  par  leur 

point  d’interfédion  C.  Il  eft  donc  évident  que  la  Séétion 
Conique  qui  pâlie  par  les  cinq  points  donnes , doit  avqir 
neceflairement  pour  diamètre  la  ligne  AB  doftnée  de 
pofition , pour  centre  le  point  C,  & pour  ordonnées  au 
diamètre  AB  les  droites  MP,  K O.  Or  comme  il  n’y  a 
qu’une  feule  Séftion  Conique  qui  puiflè  remplir  ces  con- 
ditions, il  s’enfuit  que  ce  fera  celle  qu’on  demande,  6c 
qu’il  ne  peut  y avoir  que  celle-là. 

* S’il  arrive  que  les  diamètres  AB,  LI,  lôient  parai- 

* Art,  147.  jejes  entr’eux  ; la  Section  fera  alors  * une  Parabole  qu’on 

décrira  par  l’article  170. 
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LIVRE  CINQUIEME- 

....  . , 

De  la  comparaijon  des  Serions  Coniques  entr  - 

elles,  & de  leurs  Segmens . 

' ' 

Lemuh  I. 

. . - m*.  , *if*  ;»?o 

l8l.  Si  U différence  de  deux  quantités  diminue  continuel- 
lement , en  forte  qu’elle  devienne  enfin  moindre  qu'aucune  gran- 
deur donnée } je  dit  que  dans  cet  état  , ces  deux  quantités  fe- 
ront égales.  ’ . 

Car  fi  elles  ne  l’étoient  pas, on  pourroit  affigner  en- 
tr'elles  quelque  difièrencej  ce  qui  eft  contre  l’hypo- 
thefe. 

L £ M M £ II. 

l8l.  S i U rai  fin  de  deux  quantités  eft  telle  que  t anté- 
cédent demeurant  toujours  le  même , fa  différence  avec  fan  can- 
fequent  diminue  continuellement,  en  forte  quelle  devienne  enfin 
moindre  qu'aucune  grandeur  donnée  je  dit  que  dans  cet  état , 
ces  deux  quantités  feront  égales. 

Car  parle  Lemme*  précédent,  Tantecedent  fera  égal  *Art.  iîn 
à Ton  confequent;  & ainll  les  quantités  donc  ils  expri- 
ment le  rapport , feront  égales. 

L £ m m e III. 

183.  Si  l'on  fuppofe  far  une  ligne  courbe  quelconque  ABG  F 1 a,  104.' 
un  arc  M N infiniment  petit,  défi  k dire,  moindre  qu’aucune 

Îandeur  donnée  ; & qu'on  imagine  par  les  extrémités  de  cet  arc 
s ordonnées  M P,  N Q,  k P axe  ou  diamètre  AC,  avec  les 
parallèles  MR,  NS,  * ce  diamètre  : je  dis  que  les  paraL 
lélogrammes  P QR M , P QN  S , peuvent  être  prie  chacun 
pour  l’ efface  P QN  M renfermé  entre  les  ordonnées  P M , 

QN , la  petite  droite  P Q ,&  le  petit  arc  de  la  courbe  M N. 

Tous  les  points  d’une  ligne  courbe  ou  s’éloignent 

* Qjj 
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continuellement  de  plus  en  plus  de  Ton  diamètre,  on 
bien  s’en  approchent  continuellement  de  plus  en  plus  j 
ou  enfin  cette  ligne  courbe  eft  compofée  de  pluiieurs 

Sortions , dont  les  unes  s’éloignent  de  plus  en  plus , &C 
:s  autres  s’approchent  de  plus  en  plus  de  fon  diamètre. 
Car  il  eft  évident  qu’il  ne  peut  y avoir  aucune  portion 
dans  une  ligne  courbe , dont  tous  les  points  foient  éga- 
lement éloignés  de  fon  diamètre  -,  puifqu’alors  cette  por- 
tion ne  lëroit  plus  courbe , mais  une  ligne  droite  paral- 
lèle à ce  diamerre. 

Suppofons  i®.  Que  l’arc  M N fuit  for  une  cour- 
be A M B dont  tous  les  points  s’éloignent  de  plus  en 
plus  de  fon  diamètre  AC.  Si  l’on  prend  du  coté  du 
.point  N l’arc  MO  d’une  grandeur  finie,  Sc  au’ayant 
mené  l’ordonnée  0 F parallèle  à M P,  on  tire  les  droi- 
tes O D , M E,  parallèles  au  diamètre  ACi  il  eft  clair 
que  l’efpace  curviligne  P FO  M fera  plus  grand  que  le 
parallélogramme  inferit  P F EM,  fit  moindre  que  le 
parallélogramme  circonlcrit  PFOD.  Or  fi  l’on  ima- 
gine que  le  point  0 fe  meuve  foivant  la  courbe  vers  le 
point  M,  il  eft  vifible  que  le  parallélogramme  MEOD 
qui  eft  la  différence  des  parallélogrammes  infcrits&cir- 
confcritsà  l’arc  O M , diminuera  continuellement  jufqu’i 
ce  qu’efnfin  il  devienne  nul  ou  zéro  dans  l’inftant  que  le 
point  O parvient  en  M.  D’où  il  fuit  que  lorlque  le  point 
O eft  arrivé  en  N,  c’eft  4 dire,  infiniment  prés  de  M , 
le  parallélogramme  M F O £>,qui  devient  M R NS,  fera 
moindre  qu’aucune  grandeur  donnée.  II  eft  donc  évi- 
* Art.  ï8i-  dent  félon  le  Lemme  * premier,  que  les  parallélogram- 
mes P QR M,  P QJFS3  deviennent  alors  égaux  entr’^ 
eux^  6 c par  confequcnc  aufil  égaux  chacun  à l'efpace 
curviligne  PQNM.  Donc  &c. 

Suppofons  2°.  Que  le  petit  arc  M K foit  for  une 
courbe  B MG  donc  tous  les  points  approchent  de  plus 
en  plus  de  ceux  de  fon  diamètre  CG.  Il  eft  vifible  que 
la  aémonftration  demeure  la  même  que  pour  le  premier 
cas,  en  obforvanc  Amplement  que  le  parallélogramme 
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circonfcrit  P QJ?S  devient  inferit  dans  ce  cas-ci. 

Suppofons  30.  Qu’une  ligne  courbe  telle  que  ABG , 
loit  compofee  de  pîufieurs  portions  dont  les  unes,  com- 
me A JB,  s’éloignent  de  plus  en  plus  du  diamètre  AGi 
& les  autres  au  contraire , comme  JB  G,  s’en  approchent 
de  plus  en  plus.  Je  dis  que  les  points , comme  B,  qui  répa- 
rent ces  portions , ne  peuvent  tomber  fur  les  arcs  JM.  N : 
car  fi  cela  étoit  le  point  B feroit  plus  prés  du  point  M que 
n’eft  le  point  JN  i ce  qui  eft  contre  la  fiippofition.  U eft 
donc  évident  que  ce  dernier  cas  eft  neceflairement  ren- 
fermé dans  l’un  ou  dans  l’autre  des  deux  premiers. 

Corollaire  I. 

i 

184  De  -la  il  fuit  que  fi  l’on  mene  par  tout  où  l’on  . 
voudra  une  ordonnée. CB  parallèle  à PM,  & qu’on 
imagine  que  la  portion  de  courbe  A B fbit  divilee  en 
une  multitude  infinie  d’arcs  infiniment  petits,  tels  que 
M N î l’efpace  AC  B renfermé  par  les  droites  A C,  CB, 

& par  la  portion  de  courbe  AB,  fera  égal  à la  fomme 
de  tous  les  parallélogrammes  tels  que  P QJIM  ou 
P QJN  S.  Il  s’enfiiit  de  même  que  l’efpace  M P CB  ren- 
fermé par  les  droites  MP,  PC , CB,  & par  la  portion 
de  courbe-  MB,  fera  égal  à la  fomme  de  tout  ce  qu’il  y 
aura  de  ces  parallélogrammes  dans  cet  efpace  5 & de 
même  dans  toute  i’étenduë  de  k courbe  ABG. 

Corollaire  II. 

■ iSj.S’il  y aune  figure  quelconque  CMDOC  ren-  Fi*,  ioj. 
fermée  entre  deux  parallèles  C E,  DF,  & qu’on  imagine 
par  tout  où  l’on  voudra  entre  ces  parallèles  deux  droi- 
tes MO,  NL,  infiniment  proches  l’une  de  l’autre  , ôc 
qui  leur  foient  aufli  parallèles  ; je  dis  que  l’efpace 
OMNL  qu'elles  couperont  dans  la  figure  CMDOC , fera 
égal  au  réclangle  d’une  d’elles , comme  de  MO,  par 
leur  diftance  M R ou  O S.  Car  menant  la  perpendicu- 

Qjij 
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laire  AB  furies  parallèles  CE,  DF,  laquelle  rencon- 
tre les  parallèles  MO,  N L,  aux  points  P,  Qi  il  eft 
*A*.  183.  clair  par  le  Lemme  * que  l’efpace  P M N £ eft  égal  au 
rectangle  PMRQ^  2c  Pelpace  PO LQ_a\x  rédangle 
. POSQi  6c  par  confequent  que  l’efpacc  0MP1L  eft; 

égal  au  rédangle  0 MRS  ou  0 MxP 

Cor-Ollair-E  III. 

186.  Il  fuit  du  Corollaire  précédent,  que  s’il  y a 
deux  figures  quelconques  CMDOC,  EGF  HE  ren- 
fermées entre  deux  parallèles  CE,  DF,  6c  qui  foient 
telles  qu’ayant  mené  entre  ces  parallèles  par  tout  où 
l'on  voudra  une  ligne  M H parallèles  aux  droites  CE, 
JD  F 'y  les  parties  MO,  GH,  de  cette  ligne  comprifes 
dans  les  figures  CMDOC,  EGF  HE,  loient  tou- 
jours entr’elîes  en  raifon  donnée  : il  fuit , dis-je , que  ces 
deux  figures  ( j’entends  les  efpaces  qu’elles  compren- 
nent ) font  auifi  entr’elles  en  raifon  donnée.  Car  imagi- 
nant une  autre  parallèle  N K infiniment  proche  de  MH, 
6c  tirant  une  perpendiculaire  AB  for  les  parallèles  CE, 
DF,  laquelle  rencontre  les  parallèles  M H>  H K,  aux 
•Art.  185.  points/*,  £Ji.il  eft  clair  par  le  Corollaire  * précédent  que 
l’efpace  OMNL  eft.égal  au  redangle  0 M *P  Q.  6c  de 
même  que  l’efpace  G H Kl  eft  égal  au  rmangle 
G H *PQ.  Ces  deux  efpaces  feront  donc  entr’eux  com- 
me MO  edi  GH  ’>  6c  comme  cela  arrive  toujours  en 
quelque  endroit  qu’on  mene  la  droite  MH,  il  s'enfuit 
que  la  fomme  de  tous  les  petits  efpaces  M N LO,  c’eft 
à dire,  l’efpace  CMDOC  fera  à la  fomme  de  tous  les 
petits  efpaces  GH  Kl , c’eft  à dire , à l’efpace  EGF  HE % 
en  la  raifon  donnée. 

On  prouvera  de  meme  que  la  partie  MDO  de  la  figure 
ÇMDOC,  eft  encore  à la  partie  correfpondante  GPU 
de  l’autre  figure  E G F H E , en  la  raifon  donnée  : comme 
aufli  les  parties  reftantes  C MO,  EGH. 

Il  eft  vifîble  que  fi  la  raifon  donnée  eft  celle  d’égalité. 
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c’eft  à dire , que  fi  les  parties  MO,  GH,  de  la  droite 
M H , font  toujours  égales  entr’elles  * les  efpaces 
CM  DOC,  EGF  HE,  & leur  parties  correfpondan- 
tes  MDO , GF  H,  & CMO,  EGH,  feront  égales  en- 
tr’elles. 

L E M m e IV. 

187.  Si  ton  fuppofe fur  une  ligne  Courée  quelconque  un  arc  Fie.  lOtf.  * 
infiniment  petit  MN  $ ©*  q u'on  imagine  les  tangentes  MT,  NT, 
qui  fe  rencontrent  au  point  T , la  foùtendante  M N , & la 
droite  N S perpendiculaire  fur  M T prolongée  : je  dis  qu’on 
peut  prendre  pour  tare  MN  fa  foùtendante  M N , ou  la  Com- 
me des  deux  tangentes  MT,  NT,  9# enfin  la  droite  MS. 

Toute  ligne  courbe  eft  néceflàirement  ou  toujours 
concave  vers  un  certain  endroit , ou  compofoe  de  plu- 
fieurs  portions  donc  les  unes  étant  concaves  vers  une 
certaine  part,  les  autres  le  font  vers  le  côté  oppofô.  Or 
les  points  qui  feparent  ces  portions  * ne  peuvent  point  fo  * jirt- 
trouver  fur  les  arcs  infiniment  petits  M JV.-puifqu’ilsfo-  *■3* 
roienr  plus  prés  du  point  M que  n’eft  le  point  Ni  ce 
qui  eft  contre  la  fuppofitkm.  On  peut  donc  toujours 
luppofer  que  l’arc  M N fait  partie  d’une  courbe  ou  por- 
tion de  courbe  qui  eft  toùjours  concave  vers  un  certain 
côté. 

Maintenant  fi  l’on  prend  fur  la  courbe  du  côté  dn 

Eoint  N,  l’arc  M O d’une  grandeur  finie,  & qu’on  tire 
t foùtendante  OM , la  tangente  O G,  & la  parallèle  0 D 
à NS  : il  eft  clair  i°.  A cauie  du  triangle  MDO  ré&angle 
en  D,  que  la  tangente  MD  eft  moindre  que  la  foùtendan- 
te  M0,8tà.  plus  Forte  raifon  moindre  que  l’arc  MNO  ; de 
forte  que  l’arc  M NO  & là  foùtendante  M 0 font  plus 
grands  chacun  que  MD,  & chacun  moindre  que  lafomme 
des  deux  tangentes  MG,  O G.  i°.  A caufè  de  la  concavité 
de  l’arc  MNO  vers  le  même  côté , fi  l’on  mene  par  un 

{•oint  quelconque  N de  l’arc  M 0 une  tangente  T R , 
es  points  T, R,  où  elle  rencontre  les  tangentes  MG, 

0 G,  feront  fituez  entre  les  points  M,G,  S<.0,G>  ainfi 


Digitized  by  Google 


Il 8 LlUî  ClN  QJU  ib'mi, 

l’angle  0 G D,  qui  eft  externe  au  triangle  T G R,  eft  plus 
grand  que  l’angle  RTG  ou  NTS. 

Ceci  fuppoié,  fi  l’on  mene  les  droites  ME,  MF, 

{>aralleles  aux  tangentes  O G,  NT,  & qui  rencontrent 
a droite  D O aux  points  E,  F i & qu’on  imagine  que  le 
point  O fe  meuve  fifivant  la  courbe  vers  le  point  M:  il  eft 
vifibleque  l’angle  OGD,  ou  fon  égal  E M D,  diminuera 
çontinuellement  jufqu’à  ce  qu’il  s'évanoüiflè  dans  l’infi- 
tant  que  le  point  0 parvient  en  M ; puifqu’alors  la  tan- 
gente 0 G le  confond  avec  la  tangente  M D ••  d’où  il 
luit  que  la  ligne  ME  diminue  continuellement,  jufqu’à 
ce  qu’cnfin  elle  devienne  égale  à.  M D dans  cet  inftanr. 
Donc  lorfquc  le  point  O eft  arrivé  en  N , c’eft  à dire, 
infiniment  prés  du  point  M , la  ligne  ME , alors  en  MF, 
ne  fera  pour  lors  differente  de  la  tangente  M D , que 
d’une  grandeur  moindre  qu’aucune  donnée  ; & par  con» 
*Art.  i8t,  fequent  * les  lignes  T N,  T S , dont  elles  expriment 
, le  rapport,  feront  égales  entr’elles,  Les  deux  tangentes 

MT,  T N,  prifes  enfemble  , feront  donc  égales  à la 
droite  M S,  comme  aufli  à l’arc  M N , & à la  foùten» 
dante  M N.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Corollaire  I. 

ï8S.  P uisque  l’angle  F MD,  ou  fon  égal  N T S,  eft 
infiniment  petic  dans  Ta  fuppofition  que  le  point  N foit 
infiniment  prés  du  point  M,  il  s’enfiiit  que  dans  le  trian- 
gle MT  N,  l’angle  interne  NM  T,  qui  eft  moindre  que 
l'extérieur  N TS,  fera  aufli  infiniment  petit , c’efti  dire, 
moindre  qu’aucun  angle  donné  ; & qu’ainfi  on  ne  pour- 
ra mener  par  le  point  M aucune  ligne  droite  qui  tombe 
dans  l’angle  TM  N.  D’où  l’on  voit  que  ces  deux  lignes 
MT,  NM , fe  confondent  entr’elles,&  qu’ainfi  on  peut 
regarder  une  tangente  comme  une  ligne  droite  qui  paflè 

far  deux  points  d’une  ligne  courbe  infiniment  proches 
un  de  l’autre. 


C o r o L. 
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Corollaire  II. 

189.  Si  l’on  imagine  qu’une  ligne  courbe  quelcon- 
que foit  diviice  en  une  multitude  infinie  d'arcs  infini- 
ment petits  tels  que MNl  il  eft  clair  qu’en  prenant  au  lieu 
de  ces  arcs  leurs  foùtendantes , on  verra  naître  un  Poly- 

f;one  d’une  infinité  de  côtés,  chacun  infiniment  petit,  que 
’on  pourra  prendre  pour  la  ligne  courbe  : puifqu’elle  * 
11’en  différera  en  aucune  maniéré.  De  plus  les  pe- 
tits côtés  de  ce  Polygone  étant  prolongés  de  part  & 
d’autre , feront  les  tangentes  de  cette  courbe  ; puifqu’ils 
paflènt  chacun  par  deux  de  les  points  infiniment  pro- 
ches l’un  de  l’autre. 

R E M A R E. 

190.  O*  doit  faire  ici  attention  que  l’idée  ou  no- 
tion qu’on  a donnée  des  tangentes  des  Sédions  Coni- 
ques, ne  convient  qu’aux  lignes  courbes  qui  font  toû- 
jours  concaves  dans  toute  leur  étendue  vers  le  même 
côté , comme  font  * ces  Sédions  : au  lieu  que  cette  der- 
nière notion  eft  generale  pour  toutes  fortes  de  lignes 
courbes.  Aufli  eft-ce  elle  qui  fort  de  fondement  à la 
méthode  des  tangentes  que  j’ai  expliquées , dans  mon 
Livre  des  Infiniment  petits , & que  j’ofo  aflurer  être  la 
plus  fimple  & la  plus  generale  qu’on  puiflë  fouhaiter.  On 
en  verra  un  foible  échantillon  a la  fin  de  ce  Livre. 

Définitions. 

1. 

Deux  fegmens  de  lignes  courbes  quelconques  BAT), 
tad,  font  appel  lés,  Semblable  si  lorfqu’ayant  inferit  dans 
l’un  d’eux  une  figure  rédiligne  quelconque  BMNOD , 
on  peut  toûjours  inferire  dans  l’autre  une  figure  rédili- 
gne  fcmblable  bmnod. 

2. 

Deux  Sédions  Coniques  font  appellées  Semblables  ; 
lorfqu’ayant  pris  dans  l’une  d'elles  un  fogment  quelcon- 

R 


* Art.  187. 


* Art.  ti. 
6i<  124, 


F 1 c.  107- 
108.  lof. 
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que  B AD,  on  peut  toujours  afligner  dans  l’autre  un 

fegment  femblable  b ad. 

y 

On  appelle  diamètres  Semblables  A P,  dp,  dans  dif- 
ferentes Séchions  Coniques,  ceux  qui  font  avec  leurs 
ordonnées  pm,  les  mêmes  angles  APM , apm. 

Corollaire. 

191-  Plus  chacun  des  côtés  B M,  MN , 8cc.  bmt 
mn  y &c.  devient  petit  ; plus  leur  nombre  augmente , 8c 
plus  auffi  les  figures  rechilignes  femblables  B M N O 7)  r 
bmnod , approchent  des  fegmens  B AD , b ad , aufquels 
elles  font  inferites  5 de  forte  qu’elles  leur  deviennent 
s _/fr(0  enfin  égales  * lorfque  chacun  des  côtés  eft  infiniment 
petit,  8c  que  leur  nombre  par  confequent  eft  infini.  D’où 
il  fuit  que  les  fegmens  femblables  B AD,  b ad,  font 
entr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  foûtendantes  BD 
b d , qui  font  des  côtes  homologues  * & les  portions  des. 
courbes  B AD  , badi  comme  ces  foûtendantes. 

PROPOSITION  L 

Théorème, 

Fie,  107.  19Z.  Soient  deux  Paraboles  AM,  am,  qui  ayertt 

deux  diamètres  femblables  A L , a L , fituis  fur  la  meme  droi- 
te,  en  forte  que  leurs  ordonnées  PM,  pm  y frient  parallèles 
entr  elles  i & frit  marqué  fur  cette  droite  au  dedans  des  Para- 
boles un  point  fixe  L , tel  que  LA  fait  à La,  comme  le  para- 
métré AG  du  diamètre  A h.  de  la  Parabole  AM , eft  au  pa- 
ramétré a g du  diamètre  aL  de  la  Parabole  am.  Je  die  que 
fi  Ion  mené  du  point  fixe  L d un  point  quelconque  M de  la 
Parabole  AM,  une  ligne  droite  LM  ; elle  rencontrera  loutre 
Parabole  am  en  un  point  m tel  que  LM.  Lm  r:  L A.  L a. 

Ayant  mené  l’ordonnée  MP,  Si.  nommé  les  données 
LA,  ai  Ld,  b>  AG,,p>  8t  les  indéterminées  AP,  xi 
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PM,  y î on  aura  LA  (a).  La, (b)::  AG  (p>.*g=^. 

Or  fi  l’on  prend  fur  le  diamètre  a L de  la  Parabole  dm, 
la  partie  ap=.  ^ , & qu’on  mene  l’ordonnée  pmi  il  eft 
clair  * que  fml=pa*dg  ) = — en  mettant  *Art. 
pourpx*  ù.  valeur yy;  & qu’ainfi  pm  — Donc  PM  *lhU, 
(y).  pm[ÏL)-i  LP(a-x).  Lp(b—^  ),  Et  par  con- 

fequent  la  ligne  L M paifera  par  le  point  m extrémité 
de  l’ordonnee  p m , c’eft  à dire , qu’elle  coupera  la  Pa- 
rabole amen  ce  point.  Donc  à caufe  des  triangles  fem- 
blables  LP  M,  Lpm , on  aura  LM.  Lm  ::  PM  {y  ). 
fm  ( y ) ;;  LA  (a).  La  ( b ).  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire  I. 

*193.  Si  l’on  prend  dans  la  Parabole  AM  un  feg- 
ment  quelconque  B AD,  & qu’ayant  mené  les  droites 
LB,  LD,  qui  rencontrent  l’autre  Parabole  am  aux 
points  b,  i,  on  tire  la  fodtendante  bd:  je  dis  que  le  feg- 
ment  badàela Parabole  am,eft  fembiable  au  fegment 
B AD  de  la  Parabole  AM.  Car  ayant  infcrit  dans  le 
fegment  B AD  une  figure  rectiligne  quelconque 
B MNOD , il  eft  clair  que  fi  l’on  mene  les  droites 
LM,  LN,  LO,  qui  rencontrent  l’autre  Parabole  aux 
points  m,n,ti  les:  triangles  £ BM,  Lbmy  L M N", 
Lmni  LNO , Lru> i LO  D,  Lad) LB D , Lbd,  feront' 
femblables*  8c  qu’ainfi  les  côtés  B M , bm-,  M N,  mtty 
N O,  no  i OD,odi  BD , b di  feront  parallèles , 8c  toû* 
jours  en  même  raifbn  chacun  à fon  correfpondant } 
puifque  toutes  les  droites  L B , LM,  LN,  LO,  LD, 
font  coupées  en  même  raifon  aux  points  b,m,n,o,d. 

D’où  l’on  voit  que  les  figures1  rectilignes  B MNOD , 
bmnod , font  femblables.  Or  comme  u eft  évident  que 
cette  démonftrarion  fubfifte  toujours , telle  que  puille. 
être  la  figure  ré&ilignc  inferite  dans  le  fegment  B A Di 

Rij 


i3*  Livre  Ci  nqjj  i e'm  e. 

»Dtf.  i.  il  s’enfuit  que  les  fegmens  BAD,  bad,  * font  fembla-  * 
*Dif.  x.  blés  ; & par  confequent*  que  les  Paraboles  AM,  a m , le 
font  aufli. 

Cor  o l l a i r e II. 

l9 4-  il  efl  évident  que  fi  l’on  mene  par  le 

point  L une  double  ordonnée  EF  dans  la  Parabole  AM, 
laquelle  rencontre  l’autre  Parabole  am  aux  points  e ,f] 
les  fegmens  E AF,  eaf,  des  deux  Paraboles  AM,  am , 
feront  femblables  entr’eux. 

Corollaire  III. 

J9f’  Toutes  les  Paraboles  font  femblables  entr- 
elles  j car  fi  l’on  prend  fer  deux  diamètres  femblables  de 
deux  differentes  Paraboles  , les  parties  AL,  aL,  qui 
foient  entr’elles  comme  les  paramétrés  AG,ag;  Scfifon 
conçoit  que  le  diamètre  La  foie  fitué  fur  le  diamètre 
LA,  en  forte  que  les  points  Z, Z,  tombent  l’un  fur 
l'autre,  & que  leurs  ordonnées  PM,  />  »i , foient  paral- 
lèles entr’eues:  il  efl  clair  qu'ayant  mené  du  point  fixe 
Z â un  point  quelconque  M de  la  Parabole  AM , une 
ligne  droite  L M i elle  rencontrera  toûjours  l’autre  Pa- 
_ rabole  a m en  un  point  w tel  que  L M.  Zm-.-.LA.L  a. 

< Art.  15  j.  Donc  * &c. 

Corollaire  IV. 

1 96.  Dh  -la  il  fuit  que  fi  l’on  prend  fer  deux  dia- 
mètres femblables  de  deux  differentes  Paraboles  les 
parties  A Z,  aZ,  qui  foient  entr’elles  comme  les  para- 
métrés de  ces  diamètres  , & qu’on  tire  par  les  points 
Z,  L y les  doubles  ordonnées  EF , ef:  les  fegmens  EA  F , 
taf,  des  deux  Paraboles  AM,  am,  feront  femblables 
entr’eux. 

Corollaire  V. 

*97-  S 1 deux  fegmens  BAD,  bad,  font  femblables 
entr’eux , fc  que  l’un  d'eux  B AD,  foitle  fegment  d’une 
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Parabole  ; je  dis  que  l’autre  bad  fera  le  iegracnt  d’une 
autre  Parabole,  & qu’ainfiil  n’v  a entre  routes  les  cour- 
bes imaginables  que  des  Paraboles  qui  puillènc  être  fèin- 
blables  à une  Parabole  donnée.  Car  fi  l’on  place  le  petit 
fogment  bad  au  dedans  du  grand  BAT),  en  forte  que 
les  foiitendances  bd,  BD,  foient  parallèles;  & qu’on 
inferive  dans  l’un  8c  l’autre  deux  figures  réélilignes  quel-  • 
«conques  (èmblables  BMNOD , bmnod:  il  eft  clair  que  les 
côtés  homologues  B M,  bmi  MN , mn>  &c.  de  ces  deux 
figures  feront  parallèles:  puifque  les  angles  DT?  A/,  dbm 
BMN,  bmni&cc.  font  égaux  entr’eux.  Or  menant  LM, 

LN,  LO , parle  point  de  concours  L des  deux  droites 
Bb,  Dd,  qui  joignent  les  extrémités  des  foûtendantes 
parallèles  B D,  bd,  qui  font  les  deux  côtés  homologues 
donnés;  ces  droites  LM,  LN,  LO,  paflèront  par 
les  points  correfpondans  m,n,o , où  elles  feront  divi- 
foes  en  même  raifon  que  LB  l’cften  b,  ou  LD  en  d; 
puifque  BD.  bd  : : LB.  Lb  : : BM.  bm  : : LM.Lm  : : MN. 

Mn  ::  LN.  Ln  ::  NO.  no  ::  LO.  Lo  -,:OD.od. 

Maintenant  fi  l’on  mene  par  le  point  L le  diamètre 
LA  de  la  Parabole  A Mi  qu’on  le  divifë  en  a,  en  la 
même  raifon  que  L B l’eft  en b , ou  L D en  di  & qu’on 
décrive  * du  diamètre  a L,  Sc  du  paramétré  ag  qui  foie  * Art.  igt, 
au  paramétré  AG  du  diamètre  AL  de  la  Parabole 
AM,  comme  La  eft  à LA , une  Parabole  am  donc 
les  ordonnées  pm  foient  parallèles  aux  ordonnées  PM 
de  l’autre  Parabole:  il  eft  évident* qu’elle  paftèra  par  'Art.  I?j; 
tous  les  points  b ,m ,n ,0 ,d , qui  divifent  dans  la  raifon 
donnée  de  BD  à.  bd  toutes  les  droites  LB,  LM,  LN, 

£ 0,  LD.  Or  comme  ce  raifonnement  fubfifte  toujours 
tel  que  puiffe  être  le  nombre  des  côtés  des  figures  rec- 
tilignes /èmblables  BMNOD,  bmnod,  & de  tellegran- 
deur  qu’ils  puiflènt  être  ; il  s'enfuit  que  la  Parabole  am 

{jaflè  par  tout  par  où  le  fegment  badp&{Te,&c  qu’ainficc 
ègmenr  en  eft  une  portion»  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

' ;r.y. 

R iij 
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PROPOSITION  II. 


*34 


Thcorême. 


Jot0,  ,0*'  Soit  une  EÏÏipfe  ou  Hyperbole  AM  qui  ait  pour 

m un  de  fes  premiers  diamètres  la  ligne  AH,(f  pour  paramétré 

de  ce  diamètre  la  ligne  AG;  & ayant  pris  fur  ce  diamctr* 
( prolongé  dans  P Hyperbole)  un  point  fixe  L,  & diviji  en 
meme  raifort  aux  points  a,  h,  fes  parties  LA,  LH.  Soit 
une  autre  EUipfe  ou  Hyperbole  am  qui  ait  pour  premier  dia- 
mètre la  ligne  ah,  pour  paramétré  de  ce  diamètre  la  ligne  a g 
qui  foit  à AG  comme  ah  cfi  à AH  , & dont  les  ordonnées 
p ra  foient  parallèles  aux  ordonnées  PM  de  Poutre  Séflion 
AM.  Je  dis  que  fi  P on  mene  du  point  fixe  L à un  point  queL 
Conque  M de  la  Séflion  A M , une  ligne  droite  quelconque  LMj 
elle  rencontrera  P autre  Séflion  am,  n un  point  m tel  que 
LM.  Lm  ::  LA.  La  ; défi  a dire  que  toutes  les  droites 
tirées  du  point  fixe  L aux  points  de  la  Séflion  AM  , font  dtvi. 
fées  en  même  raifon  par  la  Séflion  a m. 

Il  faut  prouver  que  LM.  L m : : L A.  L a. 

Ayant  mené  l'ordonnée  MP,  Sc  nommé  les  donnée» 
Z A , ai  La,  bi  AH,  iti  & les  indéterminées  AP,  x s 
PM,y>  on  aura  LA  (a).  La  ( b ) ::  LH.  Lh  :: 
LH±LA>  ou  AH  (it).  Lh~*r La  ou  ah — ît* . 
Or  fi  l’on  prend  fut  le  diamètre  ah  de  la  Séâion  aml^ 
partie  ap=~,  & qu’on  mene  l’ordonnée  pm  i i]  eft 
•Art. clair  * que  APxPH[  i tx^lxx).PM'  (jy)  ::  AH. 
Si.  & ,,8.  AG.tah.ag  tt  apxph  ^ 


qu’ainfi  pmc=c~  . Donc  PM  (y).  pm(^):;  LP(a—x 

Lp  (b—j).  Et  par  conlëquent  la  ligne  LM  paflèra 

par  le  point  m.  extrémité  de  l’ordonnée  />ra,c’e/tidire 
qu’elle  coupera  la  Sédion  am  en  ce  point.  Donc  à eau- 
le  des  triangles  lemblables  LPM , Lpm , on  aura 
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ZM.Lmr.FM1j). !*(.%)  r:  LA  (a).  La  [b).Cequ',l 
fallait  démontrer. 

Corollaire  I. 

J99*  Si  l'°n  prend  dans  la  Séâion  AM  un  fégmenc 
quelconque  BAD,te  qu’ayant  mené  les  droites  Z 27, 
ZD y qui  rencontrent  l’autre  Sé&ion  am  aux  points 
i,  d y on  tire  la  foûtendante  bd:  je  dis  que  le  fegment 
b ad  de  la  Sé&ion  a m eft  fêmblable  au  fegment  B AD 
de  la  Sé&ion  A M\  & partant  que  fi  l’on  mene  par  le 

{>oint  L une  double  ordonnée  £ F dans  la  Séâion  AM, 
aquelle  rencontre  l’autre  Sé&ion  aux  points  e , fi  les 
fegmens  EAF,  eaf,  des  deux  Ellipfes  ou  des  deux  Hy- 
perboles A My  a m , feront  lemblables  entr’eux.  Cela  fs 
prouve  de  même  que  pour  la  Parabole  dans  les  articles 
*93-  & 194- 

Corollaire  II. 


ÎOO.  Toutes  les  Ellipfes  ou  Hyperboles  AM,  am, 
qui  ont  deux  diamètres  lemblables  AH , ah , en  même 
raifon  avec  leurs  paramétrés  AG  y agy  font  lemblables 
entr’elles.  Car  fi  l’on  prend  les  parties  AL  ,aL,  qui 
foient  entr’elles  comme  les  diamètres  AH  , ah  j & que 
l’on  conçoive  que  le  diamètre  ah  foit  fitué  fur  le  dia- 
mètre A H,  en  forte  que  les  poinrs  LyL,  tombent  l’uni 
^ir  l’autre,  & que  les  ordonnées />«,  PM r forent  pa- 
rallèles entr'elles  r il  eft  clair  qu’ayant  mené  du  point 
fixe  £ i un  point  quelconque  M de  la  Sé&ion  AM  une 
ligne  droite  L M y elfe  rencontrera  roûjours  l’autre  Séc- 
tion  a m , en  un  point  m tel  que  L M.  Zm  : : LA.  La. 
Donc  * &c. 

Corollaire  III, 


* Art,  199. 


LOI.  D e-la  il  eft  évident  que  s’il  y a deux  Ellipfes 
ou  deux  Hyperboles  A A/,  am , dont  deux  diamètres  fem- 
blabtes  AH,  ah,  foient  en  même  raifon  avec  leurs  pa- 
ramètres AG  y agy  te  qu’ayant  pris  les  parties  A L ,aL, 
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qui  foient  entr’elles  comme  les  diamètres  A H , ah,  on 
tire  par  les  points  Z , Z , les  doubles  ordonnées  E F , ef: 
il  eft  évident,  dis- je,  que  les  lègmens  EA  F , eaf , des 
deux  Sé&ions  AM , a m , font  lèmblables  entr’eux. 

Corollaire  IV. 

loi.  Si  deux  fegmens  BAT),  b ad,  font  lèmblables 
entr’eux  ; & que  l’un  d’eux  foit  le  lègment  d’une  Ellip- 
fe  ou  d’une  Hyperbole  AM,  qui  ait  pour  un  de  lès  diamè- 
tres quelconques  la  ligne  A Fl  dont  le  paramétré  qüAG  » 
Je  dis  que  l’autre  b a d fera  le  lègment  d’une  autre  Elliplè 
ou  d’une  autre  Hyperbole  a m , qui  aura  pour  l’un  de  lès 
- diamètres  lemblaoles  à AH,  la  lignes  h quilèra  en  mê- 
me raifon  avec  fon  paramétré  a g,  que  AH  avec  le  lien 

AG.  Car  ayant  placé  le  fegment  bad,  au  dedans  du 
lègment  B Â D , en  forte  que  la  foùtendante  b d foit  pa- 
rallèle à la  foùtendante  E D,  St  que  les  lignes  Bb,  Dd, 
concourent  en  un  point  Z du  diamètre  AH  (ce  qui  eft 
toujours  poflîble),  & infcrit  dans  l’un  & l’autre  deux  fi- 
gures rectilignes  quelconques  lèmblables  j on  prouvera 
comme  dans  la  Parabole  article  197.  que  les  droites  LM, 
L N,  LO , paflèront  par  les  points  correlpondans  m ,n, 
0 , où  elles  feront  divifees  en  même  raifon  que  Z B l’eft 
en  b , ou  L D en  d. 

Maintenant  fi  l’on  divilè  les  parties  LA , LH,  du 
diamètre  A H aux  points  a,  h,  en  même  railbn  qu^ 

* Art.' jôi.  LB  l’eft  en  b',  St  qu’on  décrive  * du  diamètre  ah  St  du 

paramètre  a g qui  foit  au  paramètre  AG  du  diamètre 

AH,  comme  La  eft  à LA , ou  ahiAH,  uneEllipfeou 
une  Hyperbole  am,  dont  les  ordonnées  p m lôient  paral- 
lèles aux  ordonnées  PM  de  l’autre  Elliplè  ou  Hyperbo- 

* Art.  198.  le  AM  : il  eft  éviden  * tqu’elle  pallèra  par  tous  les  points 

b,m,n , o,  d,  qui  divilènt  dans  la  railon  donnée  de  bd 
à BD  toutes  les  droites  LB,  I^M,  LN,LO,  LD. 
Or  comme  ce  railonnement  fubfifte  toujours  tel  que 
puiflè  être  le  nombre  des  côtés  des  figures  réâilignes 

lèmblables 
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1 femblables  BMNOD,  bmnod,&c  de  telle  grandeur 
qu’ils  puillènt  être  ; il  s’enfuit  que  l’Ellipfe  ou  l’Hyperbo- 
le a m palfe  par  tous  les  mêmes  points  par  lefqueis  pâlie 
le  fegment  bd , & qu'ainfi  ce  fegment  en  eft  une  por- 
tion. Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Corollaire  V. 

lOJ.  I l eft  donc  évident  que  fi  deux  Ellipfês  ou  deux 
Hyperboles  A M , am,  lime  femblables , & qu’on  pren- 
ne dans  la  Séciion  AM  un  de  fes  diamètres  quelcon- 
ques A H i il  y aura  toujours  dans  l’autre  Séâion  am 
un  diamètre  ah  femblable  & AH,  qui  aura  avec  fon  pa- 
ramétré a z la  même  raifbn  que  AH  avec  le  fien  WG: 

& qu’ainn  les  diamètres  femblables  AH,  ah,  feront 
en  même  raifon  avec  leurs  diamètres  conjugués.  Or 
comme  dans  une  Ellipfê  ou  Hyperbole  il  ne  peuty  avoir 
* que  deux  differens  diamètres  conjugués  quifaflent  en-  * Art.  6f, 
tr’eux  les  mêmes  angles,  & que  ces  diamètres  ne  diffe-  d" 
rent  que  par  leur  pofition  , leur  grandeur  demeurant  la 
même  5 il  s’enfuit  que  dans  les  Elîipfés  ou  les  Hyperboles 
femblables  tous  les  diamètres  conjugués  qui  feront  les 
mêmes  angles , feront  entr’eux  en  même  raifon  ; en  ob- 
fervant  de  prendre  pour  îes  antécédens  de  ces  deux 
raifons  les  plus  grands  de  ces  deux  diamètres  conjugués, 

& pour  confequcns  les  moindres. 

PROPOSITION  III. 

Théorème. 

104.  S 1 fon  mène  dans  une  Séclion  Conique  deux  pa-  F 1 6. 
ralleles  quelconques  BD,  EF,  terminées  par  la  Scffion  ; m- 
qu’on  joigne  leurs  extrémités  par  deux  droites  B E , DF:  je 
dis  que  les  fegmens  BMEB,  DMFD,  compris  par  des  por- 
tions de  la  Se  H ion , & par  les  droites  qtti  joignent  les  extré- 
mités des  parallèles , feront  égaux  entreux. 

S 
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Car  ayant  prolongé  les  foûtendantes  BE,  DF,  juC  * 
qu’à  ce  qu’elles  Te  rencontrent  en  un  point  G,  & ayant 
mené  par  ce  point  Se  par  le  point  de  milieu  H de  la  li- 
gne BD,  la  droite  GH  i il  eft  clair  qu’elle  divifcra  par 
le  milieu  en  K la  parallèle  EF  à B D , comme  auifi  par 
le  milieu  en  F un  autre  parallèle  quelconque  00  à la. 
même  ligne  BD.  Donc  la  ligne  H K fera  un  diamètre 
* qui  aura  pour  ordonnées  de  part  fie  d’autres  les  paral- 
lèles BD,  EF>  fie  partant  fi  l’on  mene  par  un  de  Tes 
points  quelconques  P une  parallèle  à ces  lignes , elle 
rencontrera  * la  Scftion  en  deux  points  M , M,  égale- 
ment éloignés  du  point  P i d’où  l'on  voit  que  les  parties 
M 0, 0 M , de  la  même  parallèle  M Mà  BD,  compri- 
fès  dans  les  fegmens  BMEB,D MFD , font  toûjours 
égales  entr 'elles , en  quelque  endroit  que  puiilè  tomber 
cette  parallèle  entre  les  lignes  B D , EF.  Il  eft  donc 
évident  * que  ces  deux  fogmens  feront  égaux  entr’eux. 

Si  les  foûtendantes  BE,  DF,  étoient  parallèles  en- 
tr’elles , il  faudrait  mener  par  le  point  de  milieu  H de 
la  ligne  B D une  droite  H K parallèle  à ces  foûtendan- 
tes , fie  la  démonllrarion  demeureroit  toûjours  la  même. 

Cototuin  I. 

îOJ. Puisque  PM  toûjours  égale  à PM > 3 
s’enfuit  1 Que  les  T rapefes  Coniques  K HBE , KHDF » 
font  égaux  entr’eux.  i°.  ( Lorlque  la  ligne  BD  au  lieu 
de  rencontrer  la  Séélion  en  deux  points  la  touche  en  un 

!>oint  A ) que  les  Trilignes.  Coniques  AKE,  A KF, 
ont  égaux;  fie  qu’ainfi  les  fegmens  A EM  A , AF  MA, 
le  font  auifi  ; puifque  le  triangle  A EF  eftdivifeendeux 
parties  égales  par  le  diamètre  AK  qui  palfe  par  le  mi- 
lieu def  F. 

Corollaire  II. 

zoé.  S 1 la  Séâion étantune  Parabole,  une Ellipfe,  00 
une  Hyperboled’on  mene  parles  extrémités  des  parallèles 
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BD, EF,  les  droites  B F,  D E,  qui  s’entrecoupent  en- 
tre ces  parallèles } les  fegmens  B F DAB,  DEBAD,  fe- 
ront égaux  entr’eux.  Caries  triangles  BFD,  B ED,  qui 
font  entre  les  mêmes  parallèles  B D , E F , & qui  ont  la 
même  bafe  DD,  font  égaux  entr’eux  5 êc  partant  fi  l’on 
ajoute  d’une  partie  fegment  DMFD  plus  le  fegment 
BADB,Sc  de  l'autre  BMEB  égal  au  lègment  DMFD, 
plusaufli  le  même  fegment  B A D B îles  touts  BFD  AB , 

DEB  AD, feront  égaux  entr’eux. 

Corollaire  III. 

1°7.  De-la  on  voit  comment  on  peut  couper  par  F 1 c.  ut- 
un  point  donné  D fur  une  Sédion  Conique , deux  feg- 
mens  DGED,  DFBD,  égaux  chacun  à un  fegment  donné 
B ED  B.  Car  ayant  tiré  les  droites  BD,  DE,  &mené  B G 
parallèle  à D E,  & EF  parallèle  à B D , lefquelles 
rencontrent  la  Sédion  aux  points  G,  F ; il  eft  clair  *en  * Art.  106, 
joignant  la  droite  DF,  que  le  fegment  DFDDefté gai  au 
fegment  BEDB,  à caufe  des  parallèles  DB,  EF  ; & de 
même  en  joignant  DG,  que  le  fegment  DGED  eft  égal 
au  fegment  BEDB,  à caufe  des  parallèles  B G , DE. 

Si  le  point  donné  tomboit  fur  l’une  des  extrémités 
du  fegment  donné  que  je  foppofe  être  àprefent  DGED, 
il  faudroit  mener  par  l’autre  extrémité  G,  une  parallèle 
GF  à la  tangente  qui  pallè  par  le  point  D ; & tirant  par 
le  point  F ou  cette  parallèle  rencontre  la  Sédion,  &:  par 
le  point  donné  D,  la  foûtendante  D F , il  eft  clair  que  le 
fegment  DFBD  fera  égal  au  fegment  donné  DGED. 

Il  eft  vifible  qu’il  ne  peut  y avoir  dans  ce  dernier  cas 
que  le  feul  fegment  D F BD  qui  foitégal  au  fegment  don- 
né DGED  J puifque  tout  autre  fegment  qui  aura  pour 
l’une  de  fes  extrémités  le  point  donné  D,  fera  plus  grand 
ou  moindre  que  le  ÆgmentDF2?D,felonque  fon  autre  ex- 
trémité fera  plus  proche  ou  plus  éloignée  du  point  D que 
n’eft  le  point  F.  D’où  il  fuit  que  fi  deux  fegmens  DGED, 

DFBD,  qui  ont  une  extrémité  commune  D,  font  égaux 
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entr’euxj  & que  fi  l’on  mene  par  le  point  D une  parallèle  à 
la  droite  G F qui  joint  leurs  autres  extrémités , elle  fera 
tangente  en  D. 

Corollaire  IV. 

io8.0  n dre  du  Corollaire  précédent  une  maniéré 
toute  nouvelle  & fort  aifée  de  mener  une  Tangente  par 
un  point  donné  D fur  une  Section  Conique  donnée. 

Car  ayant  tiré  par  ce  point  deux  droites  quelconques 
DB , B E , qui  rencontrent  la  Sédion  aux  points  B,E, 
on  mènera  par  le  point  B une  parallèle  B G à D E,  Sc 
par  le  point  E une  parallèle  EF  à B D , lefquelles  ren- 
contrent la  Sé&ion  aux  points  G , F,  que  l’on  joindra 
par  une  ligne  droite  GF,  à laquelle  on  tirera  par  le 
point  D une  parallèle  qui  fora  la  tangente  cherchée  j 
puifque  les  fegmens  DG  ED,  DF  BD,  étant  égaux  chacun 
au  même  fegment  B EDB,  le  feront  entr’eux. 

PROPOSITION  IV. 

Theorême. 

Fig.  iij.  109.  S’il  y a dans  «ne  Eiïipfe , dans  une  Hyperbole ; 
n+*  "J*  0u  dans  les  Hyperboles  oppo/ecs  deux  lignes  droites  B D , EF', 
parallèles  entr' elles  & terminées  par  la  Self  ion  > & qu'on  tire 
du  centre  C les  demi-diametres  CB,  CE,  CD,  CF;  les 
Sèîleurs  Elliptiques  ou  Hyperboliques  C B E,  CD  F , feront 
égaux  entr  eux. 

Car  menant  par  les  points  de  milieu  H ,K,  des  droi- 
tes BD,  EF,  le  diamètre  C/C,  les  triangles  CH  B, 
CHD,8tCKE,  CKF,  feront  égaux  enrr’eux  ; puif. 
qu’ils  ont  le  même  fommet  C,  & que  leurs  bafês  H B , 
HD,  & KE,  KF,  font  égales.  Par  con/êquent  ( jfg . 114. ) 
KHBE — V-CBE  — CKE  — CHB—CK  F—CHD  — 
— K H DF — I-  CD  Fi  &(/g.  113.  iij.)  KHBE — CBE 
= -±CHB~+CK  E=±CHD+CKFz=KHDF— 
CD  F.  Donc  puifque  les  Trapefes  Coniques  KHBE , 
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JC  HD  F,  font  * égaux , il  s’enfuit  que  les  Sedeurs  Ellip-  » -Art.  10j. 
tiques  ou  Hyperboliques  CBE , CD  F,  le  feront  aullî. 

Corollaire  I. 

HO.Si  la  Sédioneft  uneEllipfo,  ou  une  Hyperbo-  p iG.  nj. 
le  J & que  la  ligne  B D parallèle  à E F,  devienne  tangen-  n+. 
te  en  Ai  il  eft  clair  que  les  Sedeurs  C A E , CAF , fè- 
ront  égaux  entr’eux.  Car  prolongeant  le  demi  diamètre 
CA  jufqu’à  ce  qu’il  rencontre  la  ligne  EF  au  point  K, 
cette  ligne  fera  coupée  en  deux  également  en  ce  point $ 

& par  confequent  les  triangles  CKE,  CKF,  feront 
égaux.  Or  les  trilignes  Coniques  AKE,AKF,  le  font 
? auffi.  Donc  &c.  *Art.  10  j. 

Corollaire  II. 

211.  D e-la  on  voit  que  pour  divifêr  fh  deux  par- 
ties  égales  un  Sedeur  Elliptique  ou  Hyperbolique  quel- 
conque CE  Fi  il  n’y  aqu’amenerledemi-diametre  CA 
qui  divife  par  le  milieu  en  K la  foûtendante  EF  de  ce 
Sedeur.  Ce  qui  donne  encore  les  Sedeurs  CB  E , CD  F, 
égaux  entr'eux,  en  fuppofant  BD  parallèle  à EF.  Car 
ayant  de  cette  maniéré  les  Sedeurs  CA  E,  CAF , &c 
CAB,  CAD,  égaux  entr’eux,  les  Sedeurs  CBE , 

CD  F,  qui  en  font  les  différences,  doivent  aullî  êcre 
égaux  entr’eux. 

PROPOSITION  V. 

Théorème. 

111.  So.it  un  demi-cercle  A D H , qui  ait  pour  diamètre  p j c.  116. 
le  premier  ou  grand  axe  A H a une  demie-Ellipfe  A B H ; 
fott  menée  par  un  point  quelconque  P de  F axe  A H , une  per- 
pendiculaire à cet  axe,  qui  rencontre  t Ellip fe  au  point  M,  & 
le  cercle  au  point  N ; par  où  tjp  par  le  centre  C foient  tirées 
les  droites  CM,  CN.  Je  du  que  le  Scclcur  Elliptique 

S iij 


*Art.  4».  & 
SS- 


•Art.  18  6. 
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C A M efl  au  S è fleur  circulaire  C A N , comme  la  moitié  CB 
du  fétu  axe  de  f Elliffe , e fi  a la  moitié  CA  ou  CD  du 
grand. 

Car  par  la  propriété  * de  l’Ellipfë  PM*.  CB * : : 
A P*  P H.  ACxÇ  H ou  C a\  6c  par  la  propriété  du 
cercle  PN \ CÏJ‘  ::  AP*PH.  ACxCH  ou  C~À%. 
‘Donc  PM\  CB1:  : PN*.  CD  . ou  PM  . P N ::  CB ’• 
CD \ Et  en  tirant  les  racines  quarrées,  /’Af.  7*7/  : : CZ7. 
C Z)  ou  CA.  Or  comme  cela  arrive  toujours  en  quel- 
que endroit  que  tombe  la  perpendiculaire  P M N , il 
s’enfuit  * que  l'efpace  Elliptique  entier  A B H.  A efl  au 
demi-cercle  AD  H A,  & la  portion  AP  M de  cet  ef. 
pace  à la  portion  AP  N du  demi-cercle,  comme  CB 
efl  à CD  ou  à CA.  Mais  le  triangle  rectangle  CPM  efl 
au  triangle  réâangle  CPN  qui  a la  même  hauteur, 
comme  la  bâfe  PM  efl  à la  baie  PN,  c’efl  i dire , com- 
me CB  efl  à CD  ou  iCA>  6c  par  confequent  l'efpace 
Elliptique  A PM  plus  ou  moins  le  triangle  CPM  ( plus 
lorfque  AP  efl  moindre  que  AC , & moins  lorfqu’elle 
efl  plus  grande  ) c'efl  à dire,  le  Secteur  Elliptique  CAM 
fera  à l’efpace  circulaire  AP  N plus  ou  moins  le  trian- 
gle CPN,  c'efl  à dire,  au  Secteur  circulaire  CA  N, 
comme  CB  efl  à CD  ou  à CA.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Corollaire  I, 

XI  J.  Comme  le  Se&eur  de  cercle  CA  Ne  fl  égal  au 
ré&angle  de  l’arc  A N par  la  moitié  du  rayon  CA  on  CD  » 
il  s’enfuit  que  le  Secteur  Elliptique  CAM  efl  aufli  égal  au 
rectangle  de  ce  même  arc  A N par  la  moitié  de  CB. 


Corollaire  II, 


XI 4*  Si  l’on  mene  par  un  point  quelconque  G du' 
grand  axe  A M autre  que  le  point  P,  une  perpendicu- 
laire à cet  axe , qui  rencontre  l’Ellipfe  au  point  E,  6c  1* 
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cercle  au  point  Fi  je  dis  que  les  Sédeurs  Elliptiques 
ACE , ACM font  entr’eux,  comme  les  Sédeurs  cir- 
culaires AC AC  N.  Car  ACM.  AC  N ::  CB. 

CD.  Et  de  même  ACE.  ACF  ::  CB.  CD.  Et  par- 
tant ACM.  AC  N ::ACE.  ACF.ïxACM.  AC  E-.i 
AC  N.  ACF.  D’où  l’on  voit  que  pour  trouver  un  Sec- 
teur Elliptique  ACM , qui  foit  au  Sédeur  Elliptique 
AC  E en  raifon  donnée;  il  n’eft  queftion  que  de  trou- 
ver un  Sédeur  circulaire  A CN  qui  folt  en  railbn  don- 
née au  Sédeur  AC  F,  ou  ce  qui  eft  la  même  choie,  de  • 
divilèr  en  raifon  donnée  l’arc  AN  F ou  l’angle  ACF. 

i ' : ' .-/Oipb 

PROPOSITION.'  VI, 

Theorême. 

HJ.  S’n-/  a deux  demi- Hyperboles  AM,  AN,  ou  F»  g.  117. 

B M , D N,  qui  ayent  pour  centres  le  même  point  C , pour  un  ,l8‘ 
de  leurs  demi -diamètre s la  meme  droite  CA,  & pour  les  deux 
demi-diametres  conjugués  au  dcmi-diamctres  CA,  deux  droi- 
tes quelconque^  B , C D ,fttuées  fur  la  mime  ligne  J & qu’on 
mene  par  m point  quelconque  P du  demi-diametre  C A ( pro- 
longé s’il  eft  nece/faire  ) une  droite  parallèle  4 CD,  laquelle  , 

rencontre  les  Hyperboles  aux  points  M , N 5 par  le  [quels  & 
par  le  centre  C , foient  tirées  les  droites  CM,  CN:  je  dis 
que  les  Séfleurs  Hyperboliques  C A M , C A N , ea  CBM, 

CD  N,  feront  entreux , comme  les  demi-diametres  conju- 
gués CB.  CD. 

On  aura  par  la  propriété  * des  deux  Hyperboles 
A M,  AN , ou  BM , D N,  ces  deux  proportions  PM-  ,,8‘ 

CB  : : CP  +CA\  CA_  : : Fn  . CD*.  Et  par  confé- 
quent  PM% . PN*  ::  CB'.  CD*.  Et  en  prenant  les  racines 
quarrées,  PM.  PN  ::  CB.  CD.  Or  comme  cela  arrive 
toujours  en  quelque  endroit  que  tombe  la  parallèle 
PM  N,  il  s’enluit’  que  les  elpaces  Hyperboliques  A PM,  *Art.  j$g, 
A P N,  ou  CP  MB,  CP  ND , font  entr’eux  comme  CB 
«ft  à CD.  Mais  les  triangles  CPM,  CP  N,  fonten- 
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tr’eux,  comme  leurs  bafes  PM,  P N,  ( puifqu’ils  font 
Crues  entre  les  mêmes  parallèles  CD,  PN),  ou  corn- 
me  les  demi- diamètres  conjugués  CB,  CD.  Et  parcon- 
féquent  (/g.  117.  ) CB.  CD::  CPM  — A PM.  CP  N 
— APN  ::  C AM.  CA  N.  Ou  bien  (fig.  118.  ) CB. 
CD  ::  CPMB-CPM.  CP  N D—CPN  ::  CBM. 
CDN.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire. 

t\6.  Si  les  deux  demi-diametres  conjugués  CA, 
CD,  font  égaux  entr’eux,  l’Hyperbole  AN  ou  D N 
fer a équilarere.  Et  C l’on  avoir  trouvé  le  moyen  de  quar- 
rer  les  Sédeurs  Hyperboliques  CA  N,  ou  CDN,  on 
auroit  au  Ci  laquadraturc  des  Sedeurs  CAM,  ou  CBM, 
qui  ont  pour  baies  des  portions  A M , ou  B M d’une 
autre  Hyperbole,  dont  le  demi-diamerre  conjugué  CB 
peut  être  pris  de  telle  grandeur  qu’on  veut  ; puifque  le 
rapport  des  Sédeurs  Hyperboliques  CAM,  C AN , ou 
CDN,  CBM,  étant  exprimé  par  les  droites  CD,  CB, 
eft  donné.  D’où  l’on  voit  <jue  C l’on  avojtla  quadratu- 
re de  l’Hyperbole  équilatere,  on  auroit  aulfi  celle  de 
* Art.  m,  toutes  les  autres  Hyperboles  : de  même  qu’ayant  * 
la  quadrature  du  Cercle , on  auroit  celle  de  toutes  les 
Ellipfes. 

PROPOSITION  VII. 

Theorême. 

F 1 c.  u j,  117»  S1  Hem  prend  fur  une  afymptote  CN  d'une  Hyper- 

bole E B D F , deux  parties  CK,  C L , qui  [oient  entr  elles 
en  même  raifon  que  deux  autres  parties  quelconques  CG, 
CH,  de  la  meme  afymptote  J & qu’ayant  mené  les  parallè- 
les GV  ,lr\D  ,¥.]!> , LE,  4 l'autre  afymptote  C P , lefqu cl- 
ics rencontrent  P Hyperbole  aux  points  F , D , B , E , on  tire 
les  demi-diametres  CF,  CD , C B , CE:  je  dis  que  les  deux 

Secteurs 
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Sèfleurs  Hyperboliques  CBE,  C D F,  feront  égaux  entreux. 

Ayant  mené  les  deux  droites  B D , EF , qui  rencon- 
trent les  afymptotes  aux  points  M , O,  N,  Pi  les  paral- 
lèles K B , HD , donneront  cette  proportion,  MB.  MK:: 

DO. CH.  Les  parallèles  LE,  G F,  donneront  aufli  cette 
autre  proportion,  NE.  N Z::  F P.  CG.  Et  partant  puis- 
que * MB=DO,  & NE— F P,  il  s’enfuit  que  MK— CH,  * Brt.  95. 
& NZ  = CG.  Or  par  la  fuppofition  CG  ou  Z N. 

CH  ou  KM  ::  C K.  CZ  ::  * Z E.  K B.  Et  partant  ZN.  *Brt.  100. 
Z E : : KM.  KB.  Donc  les  lignes  N E,  MB , c’eft  à dire, 
les  deux  droites  EF,  BD,  dont  elles  font  parties,  fe- 
ront parallèles  entr’elles.  Donc  * les  Scéteurs  Hyperboli-  » 10?< 

ques  CBE,  CDF , font  égaux  entr’eux.  Ce  qu'il  fal.  &c- 

Corollaire  I. 

Zl8.  S«  les  parties  CK,  C Z , de  l’afymptote  C N, 
font  en  même  railon  que  deux  parties  quelconques 
CS,  CT  de  l’autre  afymptote  CP  i&c  qu’on  mene  les 
parallèles  K B , Z E,  à l’afymptote  CP,  & les  parallèles 
SD , TF,  à l’autre  afymptote  CN>  il  eft  clair  que  les 
Secteurs  H y perboliques  C D F ,C  B E , lèront  aufli  égaux 
entr’cux.  Car  ayant  mené  les  parallèles  F G,  DH,  à 
l’afymptote  CP,  on  aura  * CG.  C H ::  HD  ou  CS.  * ^r>-  «°o. 
GE  ou  CT  * : : CK.  C Z.  Donc  &c.  * fjyp. 

Corollaire  II. 

ZI9 • S 1 l’on  prend  fur  la  même  afymptote  la  partie 
CK  troifiéme  proportionnelle  à deux  parties  quelcon- 
ques CG,  CH  i on  prouvera  par  un  raifonnement  fem- 
blableà  celui  du  Theorême  que  la  ligne  B F eft:  paral- 
lèle à la  tangente  oui  pafle  par  le  point  D i & qu’ainfi  * * ■<*>*•  »*«»• 
les  Secteurs  Hyperboliques  CFD,  CDB , font  égaux 
entr’eux.  D’où  il  fuit  que  fi  l’on  prend  lùr  une  afymp- 
tote autant  de  parties  qu’on  voudra  CG,  C H , CK, 

C Z,  &c.  en  progreflîon  géométrique  continue,  d’où 
partent  les  parallèles  GF,  H D,  KB,  LE , &c.  à l’au- 
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rre  afymptote , les  Sédeurs  Hyperboliques  CF  D , CB  B, 

CB  F,  &c.  feront  tous  égaux  entr'eux. 

Corollaire  III. 

110.  Db  la  on  voit  que  fi  CH  eft  la  première 
de  deux  moyennes  geometriquement  proportionnelles 
entre  les  extrêmes  CG,  CL,  & qu’on  tire  les  droites 
GF , H D,Z  E,  parallèles  à l’autre  afymptote $ le  Sec- 
teur CD  F,  fera  au  Sédeur  CFF , comme  i eft  à j.  De 
même , fi  C H eft  la  première  de  trois  moyennes  pro- 
portionnelles entre  CG , CL',  le  Sédeur  C D F fera  au 
Sédeur  CFE , comme  i eft  à 4.  Et  en  général , fi  la  let- 
tre m marque  un  nombre  entier  quelconque,  & que 
CH  foit  la  première  d’autant  de  moyennes  proportion- 
nelles entre  les  extrêmes  CG,  C L,  que  le  nombre  m—  i 
contient  d’unités  j le  Sédeur  CD  F,  fera  au  Sédeur 
CFE,  comme  1 eft  au  nombre  m. 

R E M A R QJU  E. 

111.  O n peut  ici  donner  une  idée  fort  éxade  de 
ce  qu’on  appelle  Logarithmes  dans  l’Arithmetique , &c 
de  l’extrême  facilité  qu’ils  apportent  au  calcul , lorfqu’il 
s’agit  d’operer  fur  de  forts  grands  nombres.  Voici  com- 
ment : 

Si  l’on  fiippolè  que  CG,  exprime  l’unité,  & que  CZ 
étant  décuplé  de  CG,  c’eftàdire,io,lc  Sédeur  Hyper- 
bolique CFF,  foit  divifé  en  iooocoooooo  parties  égales. 
Et  fi  l’on  compolè  une  table  divilee  en  deux  colomnes, 
dont  la  première  renferme  de  fuite  tous  les  nombres 
naturels  1,1, 3, 4, y, 6,  &c.  & l’autre  des  nombres  ar- 
tificiels, placés  vis-à-vis,  Sc  quifoient  tels  que  C H , ex- 
primant un  nombre  quelconque  naturel,  le  nombre  ar- 
tificiel placé  vis-à-vis,  exprime  le  nombre  des  parties 
que  le  Sédeur  Hyperbolique  CD  F contient  par  rap- 
port au  nombre  des  parties  que  contient  le  Sédeur 
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CFE:  les  nombres  artificiels  feront  appelles  les  Loga- 
rithmes des  nombres  naturels  aulquels  ils  répondent. 
Cela  pofé , 

i°.  Si  l'on  propofc  de  multiplier  deux  nombres  natu- 
rels quelconques  CH,  CK,  l’un  par  l’autre,  il  n’y  aura 
qu’à  prendre  dans  la  table  leurs  Logarithmes  qui  ex- 
ment  les  Sedeurs  CFD,  CFF,  & ajoutant  eniemble 
ces  deux  Logarithmes,  on  aura  le  Logarithme  qui  ex- 
prime le  Sedeur  CFE,  vis-à-vis  ‘duquel  fera  pfttcé  le 
nombre  naturel  CL  produit  de  la  multiplication  des 
deux  nombres  CH,  CK. 

x°.  Si  l’on  propofe  de  divifer  le  nombre  CL  par  le 
nombre  CK,  il  n’y  aura  qu’à  retrancher  le  Logarithme 
CF  B du  Divifeur  CK,  au  Logarithme  CFEdu  nom- 
bre à divifer  CL,  pour  avoir  le  Logarithme  CBE  ou 
CFD  du  quotient  CH. 

50.  Si  l’on  propofe  d’extraire  une  racine  quelconque 
du  .nombre  CL,  par  exemple  la  cubique,  il  n’y  aura 
qu’à  divifer  Ion  Logarithme  CFE  en  trois  parties  éga- 
les, pour  avoir  le  Logarithme  CFD  vis-à-vis  duquel  eft 
place  le  nombre  CH , qui  eft  la  racine  cubique  cher- 
chée. 

Tout  cela  eft  une  fuite  de  ce  que  les  Sédeurs  Hyper- 
boliques CFD,  CBE,  (ont  égaux  entr'eux,  lorfque 

CG.  CH::  CK.  CL.  Et  que  les  Sédeurs  CFD,  CDB, 
CBE,  Sic.  fcntauflï  égaux  entr’eux,  lorfque  CG.  CH  : : 

CH.  CK  ::  CK.  CL  : : & c.  Il  eft  donc  évident  que  par 
le  moyen  de  cette  table , on  pourra  abréger  extrême- 
ment les  operations  de  l'Arithmétique , lorfqu’il  s’agit 
d’operer  fur  de  grands  nombres , comme  dans  les  cal- 
culs Aftronomiques. 

Comme  l’on  n’a  pû  jufqu’à  prefent  trouver  en  nom- 
bres exads,  le  rapport  des  Sédeurs  Hyperboliques 
CFD,  CFB,  &c.  au  Sedeur  CFE,  on  s’eft  con- 
tenté d’exprimer  ce  raport  en  nombres  fort  appro- 
chansj  &par  le  moyen  de  ces  nombres  qu’on  ap- 
pelle Artificiels,  8c  des  nombres  naturels  qu’on  a pla- 

Tij 
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ccs  vis- à vis,  on  a compofc  laTable  des  Logarithmes  qui  a 
les  propriétés  qu’on  vient  d’expliquer.  Or  dans  la  fuppo- 
lîtionque  le  Sédeur  CFE  Logarithme  de  CL  (10)  contient 
joooooooooo  parties  égales , on  trouvera  que  le  paral- 
lélogramme CCF  T contient  plus  de  4341944818  de 
ces  parties,  St  moins  de  4341944819.  D’où  l’on  voit 
qu’un  Sedeur  Hyperbolique  quelconque  CFF,  eft  au 
parallélogramme  CG  F T à peu  prés  comme  le  Logari- 
thme flu  nombre  C^^rouvé  dans  la  Table,  eft  au  nom- 
bre 4341944819 , St  cela  en  prenant  les  Logarithmes  de 
dix  caractères  outre  la  caradénftique. 

PROPOSITION  VIII. 


Theorême. 

Fig.  110.  111  • S’  1 1 y a fur  chaque  afymptote  deux  parties  CG, 

CL,  & CR,  CS,  qui  [oient  telles  que  V CG.  V C L : : 

V C R.  V C S ; & qu'on  tire  les  droites  G F , L E , R*T , 
S V , parallèles  aux  afymptotcs : je  dis  que  le  SêHcur  CFE, 
fera  au  Sefleur  C T V , comme  m eft  à n.  Les  lettres  m n 
marquent  des  nombres  entiers  quelconques. 

Car  fi  l’on  fait  V CG.  V CL  ::  CG.  CH.  Et  VCR 


•Art.  118. 
•Hyp. 


•Art.  no. 


• * 

VCS  ::  CR.  Cf 2-  Et  qu’on  tire  les  droites  HD,  QN ', 
parallèles  aux  afymptotes  -,  il  eft  clair  que  les  Sedcurs 
Hyperboliques  CFD,  CT  N,  feront  égaux  * entr’eux, 
puilque  * CG.  CH::  C R.  C Q-Oc  félon  la  nature  des 
Progrelîîons  géométriques , laligne  C H fera  la  premiè- 
re d’autant  de  moyennes  proportionnelles  entre  CG  St 
CL  que  le  nombre  m — i contient  d’unités,  & de  mê- 
me la  ligne  C Qjè ra  la  première  d’autant  de  moyennes 
proportionnelles  entre  CR  St  CS  que  le  nombre  n — * 
contient  d’unités.  Donc  * CFE.  C F D::m.i.  Et  CT  N" 
ou  CFD.  CT  y ::  /.  ».  Et  par  conlequent  le  Sédeur 
CFE  eft  au  Sédeur  CTVen  railôn  compofée  d emiit 
& de  ià#,  c’eft  à dire,  comme  le  nombre  m eft  au 
nombre  ».  Ce  qu'ilfaüoit  démontrer. 
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Corollaire. 

2.XJ.  D e-la  on  voie  qu’un  Sé&eur  Hyperbolique 
CFE  étant  donné  avec  un  point  quelconque  7"de  l’Hy- 

fterbole , il  ne  faut  pour  trouver  un  autre  point  V de 
a même  Hyperbole,  tel  que  le  Sé&eur  CFE  foit  au 
Sé&eur  CT'A,  comme  «eftào,  que  prendre  CS  en 

forte  que  VCG.  V CZ  ::  V C R.  VCS,  ou ( ce  qui  re- 
vient au  même)  V CG  . V C L : : CR.  C S.  C’eft  à dire , 
qu’il  faut  prendre  CS=CR*  ÿ — . 

CG* 

PROPOSITION  IX. 

Theorême. 

iL4*  Si  P°n  mene  Par  k*  extrémités  B , F , dun  Sé&eur  p 1 c,  m. 
Hyperbolique  quelconque  CB  F,  les  droites  BK,FG,  Pa- 
rallèles à me  afymptote  CS,  tÿ-  terminées  par  P autre  C L j 
je  dis  que  le  Sé&eur  Hyperbolique  C B F eft  égal  à l'efpace 
hyperbolique  B K G F compris  entre  les  parallèles  B K,  F G , 
aune  afymptote  CS,  la  partie  GIR  de  P autre  afymptote  C L, 

& la  portion  B F de  P Hyperbole. 

Car  fi  l’on  retranche  des  triangles  égaux  * CKB , * Art.  99, 
CG  F,  le  même  triangle  CG  A (le  point  A eft  le  point 
d’interfé&ion  des  deux  droites  FG,CB  ) & qu’on  ajou- 
te aux  deux  reftes  B KG  A,  CA  F ; le  même  efpace  hy- 
perbolique B A F,  on  formera  d’une  part  l’efpace  BKGF, 

& de  l’autre  le  Seâeur  CB  F qui  feront  égaux  entr’eux. 

Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Corollaire  L 

2-ty.  Si  l’on  eut  mené  les  lignes  B £,  FO , parallèles 
à l’afymptote  Ci,  & terminées  par  l’afymprote  CS,  on 
auroit  prouvé  de  même  que  le  Sé&eur  Hyperbolique 

Tiij 
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CB  F eft  égal  à l’elpace  hyperbolique  B Q.0  Fi  d’où 
l’on  voie  que  les  efpaces  ou  T râpe  (es  hyperboliques 

5 KG  S,  £ QP  F,  (ont  égaux  entr’eux. 

Corollaire  II. 

116.  D e-l  a il  eft  évident  que  tout  ce  qu'on  vient  de 
démontrer  dans  les  articles  117,118,219,110,111,111, 

6 113,  des  Séâeurs  Hyperboliques , le  doit  aufli  enten- 
dre de  ces  fortes  de  Trapefos  ; puifqu’ils  leurs  font  égaux, 

PROPOSITION  X.  • 

Theorême. 

F 1 c.  m.  117.  Soient  deux  differentes  Hyperboles  BMF,  HND, 

qui  ayent  les  mêmes  afymptotes  CL,  C S , & foient  menées 
par  deux  points  quelconques  G , K , d'une  afymptote  deux  pa- 
rallèles GDF,  K H B , à P autre.  Je  dis  que  l’e/pace  hyper- 
bolique HKGD  eft  à l'efpace  hyperbolique  B K G F,  comme 
la  puiffance  de  l’Hyperbole  HND,  eft  à la  puijfance  de 
P Hyperbole  BMF. 

Car  ayant  mené  par  un  point  quelconque  P de  la  par- 
tie G K,  une  parallèle  aux  deux  droites  CD,  KH,  la- 
quelle rencontre  l’Hyperbole  BMF  au  point  M,  & 
l’Hyperbole  HND  au  point  Ni  & nommé  la  pui£ 
fonce  de  l’Hyperbole  HND , a a-,  celle  de  l’Hy- 
perbole B MF  ,bbi&C  l’indéterminée  CP,  x i on  aura 
» Art.  toi.  * PN=."  ,ècPM—k-~i  & partant  PN,  PM  aa.  bb. 

Or  comme  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la 
* Art,  184.  partie  G K que  tombe  le  point  P 5 il  s’enfuit  * que  l’ef- 
pace  hyperbolique  HKGD.BKGF  aa,  bb.  Ce 
qu’ilfalloit  démontrer. 

Corollaire. 

118.  Lorsque  les  puiflànces  des  Hyperboles  HND , 
£MF , font  entr’elles , comme  le  nombre  m eft  au  nom. 
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brenj  on  pourra  toujours  trouver  dans  l’Hyperbole 

HND  un  Trapefe  hyperbolique  R S N T égal  à un  Tra- 

pefe  hyperbolique  G KD  F de  l’autre  B Mf,  les  droites 

CG,  CK,  Cü,  étant  données.  Car  il  eft  clair  * que  le  +Art.  J1U 

Trapefe  GKHD  eft  au  Trapefe  GKB F , comme  m eft  & 

à h ; & qu’ai  n fi  toute  la  difficulté  le  réduit  â trouver  dans 

la  même  Hyperbole  HND , le  Trapefe  R S VT,  qui 

fuit  au  Trapefe  GKHD,  comme  le  nombre  a eft  au 

nombre  m : ôc  c’eft  ce  qui  fe  fera  * en  prenant  C S , telle  *Art.  ll}, 

que  VCG*.  VCK  : : CR.  CS.  & ll6' 

De' FINITION  S. 

4* 

Soit  une  ligne  droite  indéfinie  AC,  qui  ait  pour  ori-  F i c.  uj. 
gine  le  point  fixe  Ai  & foit  une  ligne  courbe  AMB 
telle  qu’ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M 
une  droite  M P qui  fafle  avec  un  angle  donné 
APM,  & ayant  nommé  les  indéterminées  A P, xi 
BM,yi  on  ait  toujours  axz=.yy  ( la  lettre  a marque  une 
ligne  donnée }:  il  eft  clair*  dans  cette  fuppofition  que  la  * Art. 
ligne  courbe  A M B eft  une  Parabole  qui  a pour  dia- 
mètre la  ligne  A C,  pour  une  ordonnée  à ce  diamètre 
la  droite  PM,  & pour  paramétré  de  ce  diamètre  la  don- 
née a.  Mais  fi  l’on  fuppofe  à prefent  que  la  nature  de  la 
courbe  AMB  foit  exprimée  par  l’équation  y*  — aux, 
ou  par  cette  autre  y* =axxi  cette  ligne  courbe  fera 
nommée  Parabole  cubique  ou  du  troifième  degré  i parce 
que  celle  des  deux  indéterminées  x ou y,  dont  la  puiflànce 
eft  la  plus  élevée,  monte  au  eroifiéme  degré.  De  même  lï 
l’équation  efty4~  a*x,  ouy*~  axl  j la  ligne  combe  AMB 
eft  appellée  Parabole  du  quatrième  degré  i parce  que  l’in- 
déterminée^ dont  la  puiflànce  eft  la  plus  haute,  monte 
au  quatrième  degré.  Il  en  eft  ainfi  de  toutes  les  autres  i 
l’infini. 

» 

Soit  comme  dans  la  définition  précédente  une  ligne  F i c.  114 
droite  A C qui  ait  pour  origine  le  point  fixe  Ai  2c  loin 


IJl  L I V R E C I N QJJ  IB'MH, 

une  ligne  courbe  B M , telle  qu’ayant  mené  d’un  de  les 
points  quelconques  M la  droite  M P qui  fafiè  avec  AC 
un  angle  donné  APM,  6c  ayant  nommé  A P,  xi 
PM  ,y>  on  ait  toujours  >:y  — au  ( la  lettre  a marque 
•Art,  io j.  une  ligne  donnée):  il  eft  clair*  que  cette  ligne  courbe 
ièra  une  Hyperbole,  qui  aura  pour  l’une  de  lès  afymp- 
. totes  la  ligne  AC , fie  pour  l’autre,  la  ligne  AD  paral- 

lèle à PM , 6c  dont  la  puilTànce  fera  le  quarré  a a.  Mais 
fi  l’équation  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  B M eft 
xxy=a'i  cette  ligne  courbe  fera  nommée  Hyperbole 
cubique  ou  du  troijicme  degré,  parce  que  le  produit  xxy 
des  deux  indéterminées  x Scy  , a trois  dimenfions.  De 
. même , fi  l’équation  étoit  x'y  — a*  5 la  ligne  courbe  B M 
feroit  une  Hyperbole  du  quatrième  degré  > pareeque  le 
produit  x'y  à quatre  dimenfions.  Il  en  eft  ainli  de  tou- 
tes les  autres  à l’infini. 

Corollaire. 

F x 0 uj»  ^ 

, ' 119*  é)i  l’°n  fuppofe  que  la  lettre  m marque  un  nom- 

bre entier  quelconque  qui  foit  l’expolànt  de  la  puiflàn- 
ce  de  l’indéterminée  A P ( x ) ; 5c  de  même  que  la  lettre 
n marque  l’expofant  de  la  puifiànce  de  l’autre  indéter- 
minée PM  ( y ):  il  eft  clair  que  l’équation  y * = x m 
m""»  ( ou  Amplement  y , en  faifantpour  abré- 

ger la  donnée  4=1)  exprimera  la  nature  des  Parabo- 
les de  tous  les  degrés  à l’infini,  On  voit  de  même  que 
l’équation  x"y"=zam+M  (ou  Amplement  xmy"=  1 1 
en  faifant  a—  1 ) exprime  en  general  la  nature  des  Hy,- 
perboles  de  tous  les  degrés  à l’infini. 

Corollaire  II. 

ijo.  Si  l’on  mene  par  l’origine  fixe  A de  la  ligne  AO 
une  ligne  droite  indéfinie  A D parallèle  4 PM  i 6c  qu'_ 
ayant  tiré  MK  parallèle  ï AC , qui  rencontre  A D au 
point  j K , on  nomme  les  indéterminées  AK,  xi  KM , y i 
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il  cft  clair  que  l’indéterminée  x qui  exprimoit  aupara- 
vant la  ligne  A P ou  M K,  devient,  à preient/;  & qu’au 
contraire^  qui  exprimoit  PM  ou  AK,  devient  à prcfent 
x.  D'où  il  fuit. 

i°.  Que  fi  la  courbe  A MB  eft  une  Parabole  ordinai- 
re, elle  aura  pour  équation/^-  = ax  ou  xx  — ay,  félon 
qu’on  rapportera  fes  points  a ceux  de  la  l.gne  AC  ou 
A Di  & de  même  que  la  Parabole  cubique  qui  a pour 
équation  y*  =aax  lorfqu’on  rapporte  les  points  à ceux 
de  la  ligne  AC,  aura  pour  équation  x*  =aay  lorfqu’on 
les  rapporte  à ceux  de  la  ligne  A D i & en  general  que 
fi  la  ligne  courbe  A M B a pour  équation/ »:=± \ » 

étant  rapportée  à la  ligne  droite  AC,  cette  même  cour- 
be aura  pour  équation  x»=zy”a*~-m  (l’on  fuppofe  que 
n fiirpaile  m ) étant  rapportée  à la  ligne  A D. 

i° . Que  l’Hyperbole  ordinaire  a toujours  la  même 
équation  xy  — a a , füit  qu'on  la  rapporte  à la  ligne  AC 
ou  à la  ligne  A Di  que  l’Hyperbole  cubique  qui  a pour 
équation  xxy  —a'  étant  rapportée  à AC,  aura  pour 
équation  xyy  — A étant  rapportée  à l’autre  ligne  A Di 
3c  en  general  que  l'Hyperbole  qui  a pour  équation 
lorfqu’on  rapporte  fes  points  à ceux  de 
la  ligne  AC,  aura  pour  équation  x»/®— <*'»•+■»  lorf. 
qu’on  les  rapporte  à ceux  de  la  ligne  AD. 


Corollaire  III. 

tjl.  D e-la  il  eft  évident  qu’il  y a deux  Paraboles 
cubiques  dont  Tune  a pour  équation/'  = iax  ou  \'~aay, 
3c  l’autre/  * — a x x ou  x * — ayy  ; au  heu  qu’il  n’y  a 
qu’une  feule  Hyperbole  cubique  xxy=a J ou  xyv=a’. 
Car  les  indéterminées  x & / ne  peuvent  être  combinées 
que  des  quatre  premières  manières  pour  exprimer  les 
Paraboles  cubiques  ou  du  troific'me  degré  t,  Sc  des  deux 
fécondés  pour  exprimer  les  Hyperboles  cubiques. 
Or  comme  lesquatre  premières  égalités  appartien- 
nent à deux  differentes  courbes,  & lesdeux  fécon- 
des à la  même  j il  s’enfuit,  Bec.  On  peut  trouver  par 

V 


F 10.  uj- 
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la  même  voie  le  nombre  des  Paraboles  ou  des  Hyper- 
boles du  quatrième , cinquième  degré,  &c. 

Corollaire  IV. 

Fi«.  1x4.  131.  Non-seulement  l’Hyperbole  ordinaire  a pour 

afymptotes  les  lignes  droites  indéfinies  AC , A D'y  mais 
encore  celle  de  tous  les  degrés  à l’infini.  Car  foit  l’équa- 

tion  generale  x"y»=rf«+»  ou /*==  — (AP=x, 
P Mtrzy)  qui  exprime  la  nature  de  telle  Hyperbo- 
le qu’on  voudra , lorfqu’on  rapporte  fês  points  a ceux 
de  la  ligne  A C'y  il  eft  manifefte  que  plus  AP  (x)  aug- 
mente, plus  au  contraire^",  & par  confequent  PM  [y) 
diminue  5 de  forte  que  x étant  infiniment  grande, 

{y  ) devient  nulle  ou  zéro  : c’eft  4 dire  que  l’Hyperbole 
B M fie  la  ligne  AC,  étant  prolongées  l’une  &.  l’autre  à 
l’infini , s'approchent  toûjours  de  plus  en  plus  jufqu'4  ce 
qu’enfin  elles  fe  joignent  dans  l’infini  même  ; ce  qui  conf. 
tituë  l’ellènce  d’une  afymptote.  Maintenant  fi  l’on  rap- 
porte les  points  de  la  même  Hyperbole  à ceux  de  la  li- 
gne AD,  on  aura  ou  y»—  —7— 

( AK~x,  KM— y)  •,  d’où  il  fuit  que  plus  ^ K (x)  de- 
vient grande,  plus  au  contraire  KM  (y  ) devient  petite,  & 
cela  4 l’infini  ; & quainfi  la  ligne  AD  eft  encore  une 
afymptote  de  la  même  Hyperbole. 

P IL  O P O S I T I ON  XL 

Problème. 

X3J*  SotT  fnrpofi  de  mener  d’un  point  dormi  M fur  la  fi - 
Fie.  nj.  cmde  Parabole  cubique  AM  B,  dont  la  nature  eft  exprimée 
far  F équation  y * =a  X X , la  tangente  MT. 

Ayant  fuppofé  l’arc  MN  infiniment  petit,  & mené  NO 
parallèle  4 PM , & MR  parallèle  4 AC:  le  petit  triais 
g le  MRN  fera  femblable  au  grand  T P Mi  puifque  le 
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petit  arc  M N peut  être  regardé  * comme  la  proion-  * Art. 
gation  de  la  tangente  T M.  Cela  pofë , on  nommera  la 
Foutangente  cherchée  TP,  si  8c  la  petite  droite  PQou 
M R,  «>  ce  qui  donnera  R l caufe  des  trian- 

gles femblables  TPM , MR  M-  Or  fi  l’on  met  le  cube 
de  QJ V {/— +•— M k pince  de/1  dans  l'équation 

z=ax x qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  A MB  ; 

& à la  place  de  x x,  le  quarré  de  AQJi  x — l-  e ) : il  eft  évi- 
dent qu’on  formera  une  équation^’ — 1-  ~ — h —• 


-tea  qui  exprimera  le  rap- 
port de  A(lJ.  QN.  Et  fi  l'on  retranche  par  ordre  des 
deux  membres  de  cette  derniere  équation  ceux  de  la 
première,  8c  qu’on  divifè  cnfuite  par  c,  on  trouvera 
l'£-+'-Z!.  — iax-+ea;  dans  laquelle  effaçant 

tous  lès  termes  où  e fe  rencontre,  parce  que  PQ  (e) 
étant  infiniment  petite  ou  nulle , ces  termes  font  nuis 

par  rapport  aux  autres  -,  il  vient  enfin  8c 

partant  /,r(i)=-=|*e  n mettant  pour  y*  fa  va- 
leur a xx.  Ce  qu'il  fuUoit  trouver. 


R E m A R *. 

1J4-  Si  l’on  fait  attention  furie  calcul  précédent,  on 
verra  avec  évidence  qu’en  fubftituant  à la  place  de  la  puiC. 
fance  dey,  une  pareille  puiffance  de y — h ~ , on  n’a  befbia 
que  des  deux  premiers  termes  de  cette  puiflànce.  Car 
tous  les  autres  étant  multipliés  par  les  puiffances  dec, 
ils  renferment  chacune»  ou  des  puiffances  de  e,  dans 
la  derniere  équation  que  l’on  trouve  a la  fin  de  1 opera- 
tion j 8c  doivent  par  conféquent  être  effacés.  Il  en  eft  de 
même  lorfqu’on  fubfticuë  à la  place  de  la  puiflànce  de  x, 
-une  pareille  puiflànce  de  x 4"  #•  Mais  d’on  forme  de  uiice 


' Livre  Cm  qjj  i-e'm  e. 
toutes  les  puiflànces  du  binôme  x — i-r,  on  aura  pour 
les  deux  premiers  rermes  de  la  féconde  puiflance 
x' — KzfA'S  de  latroifiéme  x 1 — hjexx)  de  la  quatrième 
x * — \ 4.ex’i  de  la  cinquième  x ’ — h jrx*  j & ainfi  de  fui- 
te à l'infini.  De  forte  que  les  deux  premiers  termes  d’une 
puiflance  quelconque  «dex  — ^ e,  feront  x » — h mex  «■-*. 
On  trouvera  de  même  que  les  deux  premiers  termes 

d’une  puiflance  quelconque  n du  binôme  y — y —,  feront 
Corollaire. 


De  -la  on  voit  que  pour  trouver  une  expreC 
fion  generale  de  la  fôutangente  PT  [s)  des  Paraboles 
de  tous  les  degrés  à l’infini  ; il  n’y  aura  qu’àfe  fèrvirde 
l’équation  generale y*zaz.  xm  a B — m,  ou  ( prenant  a pour 
l’unité)  y»=x’”  qui  exprime  la  nature  de  toutes  ces 
Paraboles.  Voici  comment. 

On  mettra  dans  l’équation  generale  y»  — x •»  à la  plar- 
ce  dey  »,  les  deux  premiers  termes  de  la  puiflance  n de 
y , c’efl:  à dire , y » — j-  5 & de  même  à la  place 

de  x »,  les  deux  premiers  termes  de  la  puiflance  m de 
x—+-e,  c’eft  à dire,  x *» — | -mex1”—1:  ce  qui  donnera 
y ». — i-  Î52.  — x <■  — rf- mex ® — * . Et  retranchant  par  ordre 
les  membres  de  la  première  équation  de  ceux  de  celle- 
ci,  & divifânt  enfuite par  e,  l’on  aura!— - ^ r . & 

partant  s — — — " = - x en  mettant  pour  y»  fa  valeur 

r mxm-i  m 1 ' 

Xm. 

PROPOSITION  XII. 
Problème. 

Fie.  u+.  136.  j\ffENER_  ks  tangentes  des  Hyperboles  de  tous  les 

degrés  à C infini. 

La  même  préparation  étant  faite  que  dans  la  propo. 
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fîtion  précédente,  on  mettra  dans  l’équation  générale 
xmyn  qui  exprime  le  rapport  ée  ÀP  ( x ) à 

PM  (y) , à la  place  de  xm  les  deux  premiers  termes  de 
la  puiilàncew  de  AQ^x — \-t ) c’eft  à dire,  jc1" — t -me*’»-'-, 
& de  même  à la  place  de  y» les  deux  premiers  termes  de 

la  puiflânee  n de  QN  (y  — c’eft  à dire  y " — : ce 

qui  par  la  multiplication  donne  cette  autre  équation 
x»y.-+m,yxm->-  yr_*JL  _ g»vr«-zl  =am-t-n 

qui  exprimera  le  rapport  de  AQà  Q W.  Et  retranchant 
par  ordre  des  deux  membres  de  cette  derrucre  équa- 
tion , ceux  de  la  première  ; Sc  divifant  enfuite  par  ey*i 

il  vient  mx’n—<  — —ei  dans  laquelle 

équation  effaçant  le  terme — -n,x  ■ quieft  nul  par  rap- 
aux  deux  autres,  parce  qu’il  renfehne  dans  Ion  expref- 
fion  la  ligne  infiniment  petite  qd  huilé  P Ce-),  on 
trouve  en  tranfpofant  à l’ordinaire  P T (;)=;  ~~r. 


n 
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157*Tl  eft  donc  évident  que  pour  mener  là  Tangéni  Fie. 
K MT  d’un  point  donné  Mfur  une  Parabole  ou  une  Hy-  «*4v 
perbole  de  tel  degré  qu’on  voudra  * dont  l’cquation  eft 
pour  la  Parabole  yn= x man—m^  & pour  PHyperoble 
xmy"=am+ »:  il  ne  faut  que  prendre  la  foutangénte 
PT  —~m  A P du  même  côté  du  point  A par  rapport 
au  point  P , lorfque  c’eft  une  Parabole  j & du  côté  op- 
poie,  lorfque  c’eft  une  Hyperbole.  - !.. 
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PROPOSITION  XIII. 

Thcorêmc. 

Soit  comme  dans  la  définition  quatrième,  une 
Parabole  AM  'R  de  tel  degré  qu'on  voudra,  dont  la  nature  cji 
exprimée  far  P équation  y°  = x“  a0—»:  fioit  menée  d'un  de 
fies  points  quelconques  B la  droite  B C qui  fa  fie  avec  A C P an- 
gle donné  A C B , & fielt  achevé  le  parallélogramme  ACBD. 
Je  dis  que  le  parallélogramme  circonficrit  A C B D eft  à Pefipa. 
ce  Parabolique  A C B M A compris  par  les  droites  A C,  CB, 
(fi  parla  portion  de  Parabole  AMB;  comme  m — l-n  efiàn. 

Il  fiant  prouver  que  ACBD.  A CB  MA  ::  m — Hi.  n. 

Ayant  fuppofé  fur  la  portion  de  Parabole  AMB  l’arc 
M N infiniment  petit , où  fi  l’on  aime  mieux,  indéfini- 
ment petit , c’eft  à dire  , moindre  qu’aucune  portion 
donnée  de  la  Parabole , fi  petite  au’ellc  puiflè  être  -,  6c 
mené  les  droites  MP,  N Q,  parallèles  à B Ci  6c  MK, 
J/Z,  parallèles  à AC  i lefqueiles  forment  par  leurs* ren- 
contres le  petit  parallélogramme  MANS:  on  tirera  la 
tangente  M T qui  rencontre  le  diamètre  AC  au  point 
T,  par  où  l’on  mènera  une  parallèle  à CB,  qui  rencon- 
tre les  lignes  MK,  NL,  aux  points  F , G.  Cela  fait, 
on  regardera  * le  petit  arc  M N comme  l’un  des  pe- 
tits cotés  du  Polygone  qui  compofe  la  portion  de  Para- 
bole A M B , 6c  la  tangente  MT  comme  le  prolonge» 
ment  de  ce  petit  côté  -,  de  forte  que  l’on  a deux  trian- 
gles rcélilignes  N RM , M P T,  qui  font  femblables  : 
c’eft  pourquoi  MR  ou  MS.  R M ::  M P,  PT  ou  MF. 
Et  partant  le  parallélogramme  P MR  d cft  égal 
au  parallélogramme  F M S G i puifque  les  anglçs 
P M R , F MS,  font  égaux  , 6c  que  les  côtés  au- 
tour de  ces  angles  font  réciproquement  proportionnels, 

, Or  * M F ou  PT—-AP  ou  *-  MK.  Donc aulfi le  pa- 
rallélogramme F MSG  ou  fon  égal  P MRQp=z 
^ KMS Z.  Et  comme  cela  arrive  toujours  en  quel- 
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que  endroit  de  la  portion  de  Parabole  A MB  que  com- 
be le  petit  arc  M N>  il  s'enfuit  que  la  fomme  de  tous 
les  petits  parallélogrammes  PM  Jt^,c’eftâ  dire  ,*  le  *Art.  iî+. 

Triligne  parabolique  AC  B MA—  ^ ADBMA  fom- 
me de  tous  les  petits  parallélogrammes  ~ KM  S Z.  On 
aura  donc  ADBMA.  ACBMA  Et  par  con- 

féquent  ADBMA — YACBMA  ou  ACBD.  ACBMA  ■.  : 
m — h ».  ».  C*  qu’il  fallait  démontrer. 

Corollaire. 

1J9-  D E-LA  il  eft  évident  que  le  Triligne  paraboli- 
que AP  M eft  au  parallélogramme  circonlcrit  AP  MK, 
comme  » eft  à m — ►»;  & qu’ainfi  le  Trapefe  paraboli- 
que M PC  B=~  ABCD APMK.i  puif- 

qu  eAC£MA=JL-ACBD,  & APM  — — AP  MK. 

PROPOSITION  XIV. 

Théorème. 

140.  Soit  comme  l’on  a expliqué  dans  la  définition  p , Ci  ng, 
cinquième,  une  Hyperbole  BMO  de  tel  degré  qu’on  voudra , 
dont  la  nature  eft  exprimée  par  l équation  x * y “ ==^  ”+0  J 
(oit  menée  J! un  de  fies  points  quelconques  B la  ligne  B C paral- 
lèle d lune  des  afÿmptates  AD , & terminée  par  l autre  en 
C 5 & fait  achevé  le  parallélogramme  A C B D.  Je  dis  que  ce 
parallélogramme  rnfent  A C B D eft  k l’efpace  hyperbolique 
E C B MO  renfermé  par  la  droite  déterminée  B C , par  la  li- 
gne CE  prolongée  à l’infini  du  cbté  de  E,  &par  U portion 
£ Hyperbole  BMO,  prolongée  auffi  à l infini  du  cbté  de  O j 
Comme  m — n eft  à ». 

Jl  faut  prouver  que  ACBD.  E C B M O : : m— n.  n. 

La  même  préparation  étant  faire  aue  dans  la  propo- 
rtion précédente,  on  prouvera  de  la  même  maniéré 

que  le  petit  parailelogramirie  PM  R £==  ^KMSZ. 


1 6o  i • LiriE  Cm  qjï  t e'm  e. 

Or  comme  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de 
la  portion  d’Hyperbole  B MO  que  tombe  le  petit  arc 
' M Ni  il  s’enfuit  que  la  Tomme  de  tous,  les  petits  parai. 

* -Art.  iS+.  lglogrammes  PM  R Q^,  c’eft  à dire , * l'efpace  ECBMO 
r=.^EAD  B MO  fpmme  de  tous  les  petits  parallélo- 
grammes On  aura  donc  E AD  B MO. 

ECBMO  :î  m.  ni  & partant  ÈADBMO— ECBMO, 
ou  ACBD.  ECBMO  ;;  m — n.  n.  Ce  qu'il  faHoit  démon- 
trer. 

Corollaire  I. 

141.  Ç)e-la  il  eft  évident  que  le  Trape/èhyperbo- 
lique  CB  MB  = ACBD—  — A P MKi  puif- 
que  ECB M 0=  PL-ACBD,  &c  que  par  la  même 
raifon  l’efpace  EPMO=-JL-APMK. 

/'  Corollaire  II. 
t41-DE-LA  il  /bit: 

. i°.  Que  lorfque  m furpafle  n ; le  rapport  du  parallelo- 

. gramme  inferit  ACBD  à Teftace  ECB  MO  indéfi- 
niment étendu  du  côté  de  E , fera  toujours  exprimé  par 
des  nombres  pofitifs  j & qu’ainlî  on  aura  toujours  dans 
ce  cas  la  quadrature  abfbluë  de  cet  e/pace. 

i°,  Que  lorfque  m—n,  ce  qui  arrive  dans  l’Hyper- 
bole ordinaire  ; on  trouve  que  le  parallélogramme 
A C B D eft  à l’e/pace  hyperbolique  ECBMO , com- 
me zéro  eft  à l’unité  : c’cft  à dire  que  cet  e/pace  eft 
infini  par  rapport  au  parallélogramme  inferit  ACBD. 

î°.  Que  lorfque  m eft  moindre  que  m le  parallélo- 
gramme inferit  ACBD  fera  à l’efpace  hyperbolique 
ECBMO  comme  un  nombre  négatif  à un  nombre  po- 
sitif; ce  qui  fait  yoir  alors  que  la  rai/ùn  de  cet  e/pace 
au  parallélogramme  ACBD , eft  pour  ainfi  dire  plus 
qu'infinie.  Mais  on  doit  remarquer  dans  ce  dernier  cas, 

que 
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que  l’efpace  hyperbolique  renfermé  par  la  droite  D B, 
par  l’alymptote  prolongé  à l’infini  du  côté  de  D, 

& par  l’Hyperbole  OMB  aufîî  prolongée  à l’infini  du 
côté  de  B , le  ra  au  parallélogramme  iulcric  AC  B D , 
comme  m eft  à.  n—m,  c’eft  à dire,  que  cet  efpace  fera 

Îifcarrable  ; car  prenant  les  indéterminées  ( * ) fur  l’a- 
ymptote  AD,  au  lieu  au’on  les  avoir  prifes  fur  l’afymp- 
tote  AC,  l’équation  à l’Hyperbole  deviendra  * x*ym  * *J°* 

= H». 

* 

PROPOSITION  .XV. 

Theorême. 


143-  Soit  dans  l'angle  droit  CAD  «ne  ligne  courbe  p , c<  IX7. 
quelconque  AMB,  dont  l'on  fauche  mener  les  tangentes  M T ; 

& fait  dans  l angle  D A H qui  eft  à cité  de  celui  ci,  une  au- 
tre ligne  courbe  H F E,  telle  qu’ayant  mené  d!un  de  [es  points 
quelconques  F la  ligne  F M parallèle  à AC,  qui  rencontre  en 
K la  ligne  AD,  & en  M la  première  courbe  AMB, 
ayant  tiré  la  tangente  M T qui  rencontre  AC  au  point  T : on 
ait  toujours  comme  AKf/iMT,  ainfi  une  Ligne  confiante  a 
qui  demeure  toujours  la  même  en  quelque  endroit  que  tombe  le 
joint  F , eft  à KF.  Je  dis  que  fi  par  un  point  quelconqueD  de 
la  ligne  A D l’on  mene  une  ligne  droite  E B parallèle  à AC 
& termin  e par  les  deux  courbes i ï efpace  ADEFH  fera 
égal  au  rèilangle  de  la  courbe  AMB  par  la  confiante  a. 

Il  faut  prouver  que  ADEFH  = AMBxa. 

Ayant  fuppofé  par  tout  où  l’on  voudra  fur  la  courbe 
AM  B l’arc  M 2V  infiniment  petit,  & mené  les  droites 
MF,  N G,  parallèles  à AC,  8c  qui  rencontrent  la  droi- 
te A D aux  points  K , Z , 8c  la  courbe  H F E aux  points 
F,  G,  on  tirera  les  droites  FS,  M R .parallèles  i AD, 

8c  on  prolongera  R M jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  A C 
en  P.  Cela  pôle,  les  deux  triangles  ré&angles  fembla- 
bles  MPT,  MR  N,  donnent  M R.  M N M P ou 
Aie  MT  a.  K F.  Et  panant  KFkMR,  c’eft  à dire} 

X 
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le  petit  rcélangle  F KL  S — M N*  a.  Or  comme  cela 
arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la  Courbe  AM  B 
qu’on  prenne  le  petit  arc  M Af , il  s’enfuit  que  la  fom- 

* Art.  184.  me  de  tous  les  petits  réâan^les  KLSF,  c’cfl  à * dire  , 

l’efpace  ADEFH  fera  égal  a la  fomme  de  tous  les  pe- 
. tits  réûangles  M N *a,  c'eft  à dire , au  re&angle  de  la 
courbe  AM  B par  la  confiante  a.  Ce  qu'il  fallait  démon- 
trer. 

Corollaire  I. 

144.  D e-la  il  eft  évident  que  le  réûangle  de  la 
portion  A M par  la  confiante  a , eft  égal  à l’efpace 
A a F H i & cfe  même  que  le  réâangle  de  la  portion 
MB  par  la  même  ligne  a,  eft  égal  àï’efpace  K DEF. 

Corollaire  II. 

2-45  Si  l’on  fiippofê  que  la  Courbe  A MB  fbit  fa 
fécondé  Parabole  cubique,  qui  ait  pour  équation 
? Art.  zyf.  y'  — axx  (AP=x,  PM— y ) * on  aura  * P T z=  | xi 
Si  à eau lë  du  triangle  ré&angle  MPTy  l’hypothenufè 
MT— Vyy  — h ~x  x.  Mais  par  la  propriété  de  la  Cour- 
be H F E,  il  faut  que  M P(y  ).  MT  ( Vyy — 

: : a.  K F.  Ce  qui  donne  K F==aa — h — aa‘ — 

• en  mettant  pour  axx  fa  valeur^'.  D’où  l’on  voit  que 
la  Courbe  H F E eft  dans  ce  cas  une  Parabole  , qui  a 
pour  axe  la  ligne  AD , donc  l’origine  eft  au  point  0 » 
pris  de  l’autre  côté  du  point  D par  rapport  au  point  A , 
en  forte  que  A O =7  a,  Si  dont  le  paramétré  =zlat 

* Art.  14.  car  par  la  propriété  de  cette  Parabole*  le  quarré  de 

l’ordonnée  K F fera  égal  au  ré&angle  de  KO  par  le 
paramétré  2 c’eft  à dire  en  termes  analytiques,  K £* 
‘—aa — Y\ay.  Or  comme  les  Trapefes  paraboliques 

* Art.  4}j.  A D E H , A KF  H,  font  * qoarrables , il  s’enfuit  qu’on 

a la  ré&ification  tant  de  la  Courbe  AM  B,  que  d’une 
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de  fés  portions  quelconques  AM- 

Si  l'on  veut  exprimer  au  jufte  la  valeur  de  la  portion 
AM , on  remarquera  que  A H eft = a j puifque  A H 
■=zAO*\a—aa.  Ainli  ayant  nommé  la  tangente  MT,  t; 

la  ligne  A K ou  M P ,y  > on  aura  K F—'jt  & le  Trape- 
fe  parabolique-  F K AH  ou’  F K*KO—1-  H A*  AO  * Art.  if9. 
z=^at — ~m  ~^aa=zA Mxa.  C’eft  à dire  en  di- 
vifant  par  a,  que  la  portion  cherchée  AM = j- 1 — h 
— — a.  Ce  qui  donne  cette  conftruûion. 

Ayant  mené  du  point  donné  M fur  la  féconde  P a* 
rabole  cubique  AM  B,  la  tangente  MT  qui  rencon- 
tre en  Qj.3.  ligne  AK  menée  par  l'origine  A de  l’axe 
AC  perpendiculairement  à cet  axe , on  prendra  fur  cet- 
te ligne  la  partie  AV—l-a-,  fie  ayant  tiré  VC  parai. 

lele  à MT  qui  rencontre  l’axe  en  C,  on  décrira  du 
centre  V fie  du  rayon  VA  un  arc  de  cercle  qui  coupe  VC 
en  AT.  Je  dis  que  la  portion  AM  de  la  fécondé  Para- 
bole cubique  A MB  fera  égale  à la  fomme  des  deux  N 
droites  M Q,  C X. 

Car  à caufe  des  triangles  fémblables  TPM,  TAQ  ; 
il  eft  clair  que  jtf  Q==  l-M T(t),puifqae  A P = lpTi 
& à caufe  des  triangles  femblables  MPT,  VAC , il  * 
vient  MP  (y).  MT  {t)\:Afr[~d).  VC—  fie 
partant  CAT=~—  ^ a,  Donc  ficc. 

PROPOSITION  XVI. 

Theorême. 

Soit  une  Hyperbole  èquilatere  E A F , qui  ait  four  p , a u$_ 
centre  le  point  C , dr^pour  la  mit  il  de  f«n  premier  axe  U 

Xij 
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droite  C A 5 avec  une  Parabole  N C S qui  ait  pour  axe  lot 
ligne  A C prolongée  du  cité  de  C qui  en  fera  l'origine , & pour 
paramétré  de  taxe  une  ligne  double  de  CA.  Si  ton  mene  par 
vn  point  quelconque  N de  la  Parabole  N C S , une  parallèle 
NE  CA,  qui  rencontre  t Hyperbole  E AF  au  point  E,& 
fon  fécond  axe  C L au  point  L ; je  dis  que  l'efface  hyperbo- 
lique C L E A renfermé  entre  les  droites  AC;  C L , L E , & 
la  portion  E A de  t Hyperbole  , eft  égal  au  ré  cl  angle  de  la 
portion  C N de  la  Parabole  far  la  droite  A C. 

Ayant  mené  par  un  point  quelconque  M de  la  por- 
tion C N de  la  Parabole,  une  perpendiculaire  MG  à Ix 
tangente  M T qui  paflè  par  ce  point , terminées  l’une 
Sc  l’autre  par  l’axe  aux  points  G,  T;  & une  parallèle 
M B à C A , qui  rencontre  l’Hyperbole  en  i?,  & fon  fé- 
cond axe  CL  en  H:  les  lignes  M G,  HP,  feront  éga- 
les entr’elles.  Car  menant  l’ordonnée  M P à l’axe  on 

* Art.  tj..  aura  * P G—C  A i & à caufe  du  triangle  réétangle 

M PG,  le  quarré  IfTo  — PM*-¥  Yg—  C~H — b CA* 

*Art.  i ij.  HP\i  caufe  de  l’Hyperbole  équilatere  EAFi  6c 
partant  M G=z  H B.  Or  les  triangles  réctangles  fem- 
blables  TPM , M PG,  donnent  M P ou  C H.  MT  : ’~ 

* Arr.44;.  p g ou  CA,  MG  ou  H B.  Donc  "*  &c. 

Corollaire  L 

* 147,  D e-la  il  eft  évident  que  Te  Trapefo  hyper- 

bolique H L EB  eft  égal  au  reélangle  de  la  portion 
de  Parabole  M N par  la  moitié  C A du.  paramétré  de 
fon  axe. 

Corollaire  IL 

*48.  Si  l’on-  mene  dans  l'Hyperbole  équilatere- 
B AF  deux  parallèles  quelconques  B D ,.  EF  J & qu’on 
tire  par  leurs  extrémités  des  lignes  droites  B M,  EN, 
DR,  FS,  parallèles  à AC,  lefquelles  rencontrent  le 
fecond  axe  de  l’Hyperbole  aux  points  H,  L,  K,  O i 
la  différence  des  rectangles  ACxMN,  ACx  RS,  fera. 
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égale  ( en  tirant  les  droites  B E,  DF,  ) à la  différence 
des  Trapefes  rédilignes  H L EB,  KOF  D. 

Car  le  rédangle^Cx  M N eft  égal*  au  Trapefe  hv-  * Art.  147. 
perbolique  HLEB i & par  conféquent  le  rédangle 
AC*  M N plus  le  fëgment  hyperbolique  BE  fera  égal 
au  Trapefe  rédiligne  HLEB : de  même  le  rédangle 
AC*  RS  plus  le  fégment  hyperbolique  D F fera  égal 
au  Trapefe  rédiligne  KOFD.  Donc  puifque  les  deux 
fcgmens  hyperboliques  EB,  D F > font  * égaux  entr’-  * Art.  1 04, 
eux , la  différence  clés  rédangles  AC*  M N,  AC*  RS, 
fera  égale  à la  différence  des  Trapefes  rédilignes/fZ£j?,. 

KO  F D-  Ce  qu’il  fallait  démontrer , 

Cohouaue  IIL 

149*.  L es  mêmes  chofés  étant  pofées  que  dans  le 
Corollaire  précédent  j,  fi  l’on  fait  1AC.  LH 
B H— I-  LE.  m.  il  eft  clair  que  le  rédangle  AC*m—\LH 
xB  H —¥  L E , c’eft  à dire,  égal  au  Trapefe  rédiligne 
JFJ  Z £ i?.  De  même  fi  l’on  fait  iAC. K O ::KD — \-FO.n. 
il  eft  clair  que  AC*n  efl  égal  au  Trapefe  rédiligne 
KOB  D.\ Par  conféquent  * la  différence  des  rédangles  * Art.  *48. 
AC*  MN,  AC*  RS,  fera  égale  à la  différence  des 
rédangles  AC*m,  AC*m  c’eft  à dire,  en  divifant 
par  AC,  que  la  différence  des  arcs  paraboliques  MN, 

RS,  fera  égalé  à la  différence  des  droites  m,  n.  D’où 
fon  voit  qu’on  peut  trouver  des  lignes  droites  égales  i la 
différence  d’une  infinité  d’arcs  Paraboliques  tels  que 
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LIVRE  SIXIE'ME- 
Des  Séttions  Coniques  conftderées  dans  le  Solide. 

CHAPITRE  PREMIER. 

Des  trois  Séftions  Coniques  en  général. 

De*  FINITIONS. 

I. 

F i e.  113.  O I par  un  point  fixe  S élevé  au  deflus  du  plan  d’un 
k F cercle  VXY,  on  fait  mouvoir  une  ligne  droite  S Z 
indéfiniment  prolongée  de  part  & d’autre  du  point  S, 
autour  de  la  circonférence  du  cercle , en  forte  qu’elle 
faiïê  un  tour  entier  ; les  deux  furfaces  convexes  produi, 
’ tes  par  la  ligne  droite  indéfinie  S z dans  ce  mouvement, 
font  appellees  chacune  fèparément  Surface  Conique , fie 
toutes  deux  enfemble  Surfaces  Coniques  oppofees. 

1, 

Le  point  fixe  S qui  eft  commun  à l'une  8c  à l’autre 
Surface  Conique,  eft  nommé  Sommet. 

3. 

Le  Cercle  VXY,  Bafe. 

4»  ' 

Le  Solide  compris  par  la  bafè  VXY , & par  la  por- 
tion de  la  Surface  Conique  que  cette  bafè  coupe  depuis 
le  Sommet  S,  eft  appelle  Cône. 

La  ligne  SX  menée  du  Sommet  S à un  point  quel» 
conque  X de  fâ  bafe , en  eft  un  des  Côtés. 

• 6. 

La  ligne  S O menée  du  Sommet  S du  Cône  par  le  cen- 
tre 0 de  la  bafè , en  eft  l’Axe. 

8. 

On  dit  qu’un  Cône  eft  droit , lorfque  fon  axe  eft  per- 
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pendiculaire  fur  le  plan  de  fa  baie  ; & au  contraire  qu’il 
eft  fculene , lorlque  Ton  axe  eft  oblique  fur  ce  plan. 

8. 

Si  l’on  coupe  une  Surface  Conique  par  un  plan  F AG  F » e.  ij®. 
qui  ne  palTe  point  par  le  Sommet  S,  & qui  ne  foit  point  ‘J1-  >31* 
parallèle  au  plan  de  la  bafe  VJFYl  la  ligne  courbe 
F AG  formée  par  la  rencontre  de  ce  plan  avec  la  Sur- 
face Conique,  eft  appellée  Section  Conique. 

9- 

• Si  l’on  mené  par  le  Sommée  S d’un  Cône , un  plan 
SD  E parallèle  au  plan  d’une  Sédion  Conique;  la  droite 
indéfinie  D E formée  par  la  rencontre  de  ce  plan  avec 
celui  de  la  bafe  du  Cône  , s’appellera  Dirèllrite. 

10. 

Une  Sédion  Conique  F AG  eft  appellce  Parabole , 
lorfque  la  Dirédrice  D E touche  le  cercle  qui  eft  la 
baie  du  Cône:  Ellipfe , lorfqu'elle  tombe  toute  entière 
au  dehors  : & Hyperbole , lorfqu’elle  le  traverfe. 

Mais  dans  ce  dernier  cas,  fi  l'on  prolonge  le  plan  de  Fie.  iji. 
la  Sédion , il  eft  vifible  qu'il  rencontrera  la  Surface  Co- 
nique oppofée  ; & la  ligne  courbe  KM  H formée  par 
cette  rencontre  , fera  nommée  Hyperbole  oppofée  a la 
première  F AG  J & les  deux  enfemble,  Hyperboles  ou 
Sellions  oppofees . 

11. 

Si  dans  le  plan  d’une  Sédion  Conique  il  y a une  ligne  j:IG,  IJO 
droite  qui  ne  la  rencontre  qu’en  un  ieul  point,  & qui  ijmji, 
étant  prolongée  indéfiniment  de  part  & d’autre  n’entre 
point  dedans,  mais  tombe  toute  entière  au  dehors  ; cet- 
te ligne  fera  nommée  Tangente,  & le  point  où  elle  ren- 
contre la  Sédion , point  d' Attouchement. 

Corollaire  1. 

IfO.  D ans  la  Parabole  tous  les  côtés  du  Cône  Pie.  ^ 
étant  prolongés  indéfiniment  rencontreront  necefliire- 
ment  Ion  plan,  excepté  le  feul  côté  SD  tiré  du  Sommet  S 
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par  le  point  D où  la  Dirédrice  DE  touche  la  bafëj 
puifqu’il  n’y  a que  ce  côté  qui  foit  dans  le  plan  SD  E 
parallèle  à celui  de  la  Sédion , & que  tous  les  autres 
le  coupent  dans  le  point  S.  D’où  il  eft  clair  que  la  Para- 
bole s’étend  à l'infini , & ne  rentre  point  en  elle-même. 

Corollaire  II. 

Fi «.  iji.  ijl.  D ans  l’Elliplë  tous  les  côtés  du  Cône  étant 
prolonges,  s’il  eft  neceflàire,  rencontrent  fon  plair* 
puifque  le  plan  S D £ qui  lui  eft  parallèle  , eft  rencon- 
tré par  tous  dans  le  point  S.  D’où  l’on  voit  qu’elle  ren- 
ferme un  efpace  en  rentrant  en  elle. même. 

Corollaire  III, 

Fie.  ijt-  D ans  les  Hyperboles  oppolëes  tous  les  côtés 

du  Cône  excepté  les  deux  SD  ,S  E,  tirés  du  Sommet  S 
aux  points  D , E,  où  la  Directrice  coupe  la bafo  , étant 
prolongés  indéfiniment  de  part  & d’autre  du  Sommet  S, 
rencontrent  neceftairement  leur  plan  ; puifqu'il  n’y  a 
que  ces  deux  côtés  qui  tombent  dans  le  plan  SD  E pa- 
rallèle au  plan  de  ces  deux  Hyperboles,  & que  tous  les 
autres  le  coupent  dans  le  point  S.  Les  côtés  de  la  por- 
tion SD  VE  forment  les  points  de  l’Hyperbole  F AG, 
& ceux  de  la  portion  SDYE  étant  prolongés  de  l’autre 
côté  du  Sommet  S , forment  les  points  de  fon  oppofoe 
KM  H.  D’où  l'on  voit  que  les  Hyperboles  oppofées 
s’étendent  chacun  à l’infini,  & ne  rentrent  point  en 
gllps-mçmes,  non  plus  que  la  Parabole. 

PROPOSITION  I. 

Théorème, 

F i g-  ip.  Î-5T  Si  Pan  coupe  deux  furfaces  Coniques  oppofées , par  un 
plan  Sam  qui , pajfant  par  leur  Sommet  S , entre  au  dedans  i 

Ie 
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je  dis  qu’il  formera  far  fa  rencontre  avec  ces  deux  Surfaces , 
deux  l urnes  droites  Sa,  S m , indéfiniment  prolongées  de  part 
Cr  d autre  du  point  S. 

Car  Toit  am  la  commune  Sé&ion  du  plan  coupant,  & 
du  plan  de  la  bafè  : il  eft  clair  qu'elle  rencontrera  cette 
baie  en  deux  points  a,  mi  puifauepar  la  fuppolîltion  le 

{>lan  Sam  entre  au  dedans  de  la  furface  Conique.  Or 
i l’on  mene  les  côtés  Sa,  Sm , indéfiniment  prolongés 
de’  part  & d’autre  du  Sommet  Si  il  eft  évident  par  la 
génération  des  Surfaces  Coniques  oppolées  que  ces  cô- 
tés feront  les  deux  communes  Séétions  de  ces  deux  Sur- 
faces, avec  le  plan  coupant  Sam.  C'efi  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Corollaire  I. 

if  4*  Comme  la  partie  de  la  ligne  am  qui  joint 
ies  deux  points  a,  m,  de  la  circonférence , tombe  au 
dedans  de  la  bafê , & que  tout  le  refte  de  cette  ligne 
tombe  au  dehors  ; il  s’enfuit  que  fi  l’on  conçoit  que  le 
pla-n  S*  7»  foit  indéfiniment  étendu  tout  autour  du  Som- 
met S,  la  partie  de  ce  plan  qui  fera  renfermée  dans 
l’angle  a S m,  & dan*  fon  oppofé  au  Sommée,  tombera 
au  dedans  des  deux  Surfaces  Coniques  oppofées , & que 
tout  le  refte  de  ce  plan  tombera  entre  ou  ( ce  qui  eft  la 
même  choie  ) au  dehors  de  ces  deux  Surfaces. 

Corollaire  II. 

D e-la  il  fuit  que  fi  l’on  joint  deux  points  Fie.  ijo 
quelconques  A,  M , d’une  Sé&ion  Conique  par  une 
ligne  droite , elle  fera  renfermée  au  dedans  de  la  Sé- 
ûion  -,  & qu’étant  prolongée  indéfiniment  de  part  & 
d’autre , elle  tombera  toute  entière  au  dehors.  Car  me- 
nant du  Sommet  S par  les  points  A , M , les  côtés  Sa, 

Sm , & faifânt  palier  un  plan  par  ces  côtés } il  eft  clair 
que  la  ligne  A M tombe  dans  la  partie  de  ce  plan  qui 
eft  renfçrmce  dans  l’angle  aSm,  & que  tout  le  refte 
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de  cette  ligne  fê  trouve  dans  la  partie  de  ce  plan  qui 

tombe  dans  les  angles  à côté. 

Corollaire  III, 

Si  l’on  mene  par  le  Sommet  S du  coneune  ligne 
parallèle  à une  ligne  AM  terminée  par  une  Sédion 
Conique  * il  eft  clair  par  le  Corollaire  précédent  que 
cette  ligne  SH,  tombera  dans  l'un  des  angles  à côté 
de  l’angle  aSm , c’eft  à dire  au  dehors  de  la  lurfàce  Co- 
nique ; & qu’ainfi  elle  ira  rencontrer  le  plan  de  la  bafe 
en  quelque  point  hors  la  circonférence  du  cercle , ou 
bien  qu’elle  lui  fera  parallèle. 

Corollaire  IV. 

Fie.  ijt.  Il  fuir  encore  du  Corollaire  premier  que  (i 

l’on  joint  deux  points  quelconques  A,  M,  de  deux  Hy- 
perboles oppofees  par  une  ligne  droite,  elle  fera  renfer- 
mée entre  ces  Hyperboles  5 & qu'étant  indéfiniment 
prolongée  de  part  te  d’autre,  elle  entrera  au  dedans. 
Car  menant  par  le  Sommet  J les  côtés  Sa,  Sm,  qui 
palTent  par  les  points  A,  M,  & faifont  palier  par  ces 
côtés  un  plan  indéfiniment  étendu  tout  autour  du  point 
S i il  eft  clair  que  la  partie  de  ce  plan  qui  eft  renfermée 
dans  l’angle  ASM  où  tombe  la  ligne  AM,  eft  com- 
prit entre  ces  deux  Surfaces , & que  la  partie  du  même 
plan  qui  eft  renfermée  entre  les  deux  angles  à coté  où 
le  trouvent  les  prolongemens  de  la  ligne  AM,  tom- 
bent au  dedans  de  ces  deux  Surfaces.  Or  comme  la  li- 
gne AM  eft  la  commune  Sc&ion  du  plan  Sam  avec? 
celui  des  deux  Hyperboles  oppofées , il  s'enfuit  &ic. 

Corollaire  V. 

Il  fiiitaulfi  des  Corollaires  deuxième  & qua- 
trième, qu’une  ligne  droite  ne  peut  rencontrer  une 
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Sédion  Conique,  ou  les  deux  Hyperboles  oppofees  , au 
plus  qu'en  deux  points. 

PROPOSITION  IL 

Theorcme. 

*>J9*  Si  P**  ctmPe  ?***  °*  Poutre  des  deux  Surfont  Ce-  Fie  uj. 
niques  oppofees  , par  un  plan  o v X y parallèle  à la  baft 
O V X Y i je  dis  que  la  SèHion  qu'il  forme  par  fa  rencontre 
avec  la  Surface  Conique,  e/l  un  cercle  qui  a pour  centre  U 
point  o , oi  ce  plan  rencontre  taxe  S O , prolongé  de  Poutre 
cité  du  Sommet  S , lorfqu’il  e/l  necejjaire. 

Car  fi  l'on  mene  par  un  point  quelconque  JY  de  la 
bafe  au  centre  O le  rayon  JT  O , &c  au  Sommet  S le  côté 
ATS  qui  rencontre  le  plan  o vxy  au  point  x:  les  lignes 
O AT,  ox,  feront  parallèles  entr’elles  5 puifqu’elles  (ont 
les  communes  Scellons  de  deux  plans  parallèles  OVA'Y, 

•vxy,  par  le  même  plan  S O JC  prolongé,  s'il  eft  ne- 
ceflàirede  l’autre  côte  du  Sommet  S.  Les  triangles  O S JY, 

• Sx,  feront  donc  femblables  ; & par  conséquent  on 
aura  toûjours  SO.  OJY So.  ox.  Or  les  premiers  ter- 
mes de  cette  proportion  étant  par  tout  les  mêmes,  le 
quatrième  ox  ne  changera  point  de  grandeur  en  quel- 
que endroit  que  tombe  le  point  x.  D’où,  l’on  voit  que 
la  ligne  courbe  vxy  eft  la  circonférence  d’un  cercle 
qui  a pour  centre  le  point  o. 

Corollaire. 

160.  Ïl  fuit  de  là  qu’on  peut  placer  la  bafe  d’un  coofc 
en  tel  endroit  qu’on  veut , felon  qu’il  eft  plus  commo- 
de. Ceft  pourquoi  lorfque  la  Sèdion  eft  une  Parabole 
ou  une  Hyperbole,  on  la  place  ordinairement  en  forte 
qu’elle  coupe  la  Sèdion  ; mais  lorfque  c’eft  une  Eliipfe 
où  la  place  tantôt  de  manière  qu’elle  la  coupe , & tan- 
tôt de  manière  qu’elle  combe  auddlôus. 

Yij 
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;!  ■ . . Theoréme.  • 

F 1 c.  i;o.  l6l.  <qans  ^ plan  £unt  parabole  F A G , ton  tire  far 
un  de  fes  points  quelconques  A vers  le  dedans  du  cône  , une 
\ z ' • lifP*  droite  indéfinie  AB  parallèle  au  coté  SD  qui  pafiepar 
le  point  D où  la  Diréclrice  D E touche  la  bafei  je  dis  que 
cette  ligne  A B tombe  toute  tntiere  au  dedans  de  la  Séclton  , 
& qu'elle  ne  le  rencontrera  jamais  quoique  prolongée  à t infini 
du  côté  de  B. 

Car  ayant  mené  par  le  Sommet  S du  cône,  & par  la 
ligne  A B un  plan  SAB,  il  formera  par  fa  rencontre 
avec  la  Surface  Conique  deux  côtés,  dont  l’un  fera  toû- 
jours  la  ligne  S D,  puifque  AB  lui  eft  parallèle  ; & l’au- 
tre la  ligne  Sa  qui  paflè  par  le  point  A.  Or  le  plan 
DSa  renfermé  entre  les  côtés  s D , Sa , prolongés  à 

* Art.  l’infini  du  côté  de  D & a , tombe*  au  dedans  de  la  Sur- 
face Conique.  Par  confèquent  la  ligne  A B qui  eft  tou- 
jours dans  ce  plan , étant  parallèle  au  côté  5'  D , tom- 
bera toute  entière  au  dedans  de  la  Parabole,  & ne  la 
rencontrera  jamais  quoique  prolongée  à l’infini  vers  B- 

PROPOSITION  IV- 

Theorcme, 

F 1 s.  i)o.  161.  5>i  dans  le  plan  d'une  Parabole  F A G , ton  tire 
par  un  de  fes  points  quelconques  A vers  le  dedans  du  cône  , 
une  ligne  droite  A M qui  ut  [oit  point  parallèle  au  cité  S D,. 
qui  pajje  par  le  point  D où  la  Diréffrice  DE  touche  la  bafe  : 
je  dis  que  cette  ligne  étant  prolongée  autant  qu'il  fera  neceff  ti- 
re, rencontrera  la  Parabole  en  quelque  autre  point  M. 

Car  fi  l’on  fait  paflèr  par  le  Sommet  S du  cône  & par 
cette  ligne  un  plan  5 AM,  il  eft  clair  qu’il  entre  au  de- 
dans de  la  Surface  Conique , & qu’il  ne  paüe  point  par 
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le  côté  5 D i d’où  il  fuit  que  ce  plan  forme  fur  la  Sur- 
face Conique  * deux  côtés  S a,  Sm,  dont  l’un  Sa  p>aflc 
parle  point  A'y&c  l’autre  Sm  n’eft  point  parallèle  au 
plan  de  la  Séélion,  puifau'il  n’y  a ( hyp.  ) que  le  fèul  côté 
SD  qui  lui  foie  parallèle.  Par  confequent  le  côté  Sm 
étant  prolongé  ( s’il  eft  neceflaire  ) rencontrera  le  plan 
de  la  Parabole  en  un  point  M , par  où  pallè  la  ligne 
AM  qui  eft  formée  par  la  rencontre  du  plan  a S m avec 
celui  de  la  Parabole.  Or  il  eft  vifible  que  ce  point  M 
eft  un  des  points  de  la  Parabole  F A'G  ; puifqu’il  fe  trou- 
ve en  même  temps  dans  le  plan  de  la  Sédion , & fur 
la  Surface  Conique.  Donc  &c. 

PROPOSITION  V, 

Problème. 

zéj  • Mener  d^un  point  donné  A fur  une  SéRion  Coni- 
que , une  Tangente  A F. 

Ayant  mené  par  le  point  A & par  le  Sommet  5 du 
cône,  une  ligne  droite  SA  qui  rencontre  le  plan  de  la 
bafe  au  poinc  a , on  tirera  à cette  bafe  par  le  point  a , 
la  Tangente  Eafi  & la  ligne  A /•  formée  par  la  ren- 
contre du  plan  S Eaf( prolongé,  s’il  eft  necelTaire  au 
delà  du  Sommet  S ) avec  le  plan  de  la  Sé&ion , fera  la 
Tangente  qu’on  cherche. 

Car  puifque  la  Tangente  Eaf  tombe  toute  entière  au 
dehors  de  la  baie  excepté  le  feul  pointu,  il  s’enfuit  que 
le  plan  S Eaf  prolonge  indéfiniment  de  part  S c d’autre 
du  Sommet  S ne  rencontre  les  Surfaces  Coniques  op- 
pofées  que  dans  la  ligne  Sa  auflî  prolongée  indéfini- 
ment de  part  & d’autre  du  Sommet  S , & que  tout  le 
refte  de  ce  plan  tombe  au  dehors  de  ces  Surfaces.  rtr 
conféquent  la  ligne  A F formée  par  la  rencontre  de  et 
plan  avec  celui  de  la  Sé&ion , ne  peut  avoir  de  com- 
mun avec  l’un  ou  l’autre  de  ces  deux  Surfaces  que  le’ 
feul  point  A où  la  ligne  J a rencontre  le  plan  de  la 

Y iij 
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Sédion , & tombe  toute  entière  au  dehors  excepté  ce 
point.  Donc  ôcc. 

CotOLUItE  I. 

l&4"  Comme  l'on  ne  peut  faire  palier  parle  point 
a de  la  bafe  du  cône,  qu’une  feule  Tangente  Eaf,A 
s'enfuit  auflî  que  d’un  point  donne  A lur  une  Sédion 
Conique  , on  ne  peut  mener  qu’une  feule  Tangente 
AF. 

Corollaire  II, 

1<;D  e-la  on  dre  la  manière  de  mener  une  Tan- 
gente A b parallèle  à une  ligne  droite  M N donnée  de 
pofition  fur  le  plan  d'une  Sédion  Conique  ou  de  deux 
Sections  oppolêes.  Car  ayant  mène  par  le  Sommet  S du 
cône,  une  parallèle  SE  à M N , elle  rencontrera  la  Di- 
rédrice  D b.  en  un  point  E,  ou  bien  elle  lui  fera  paral- 
lèle ; puifque  cette  ligne  SE  fera,  parallèle  au  plan  de 
la  Sédion , & tombera  par  confequent  dans  le  plan 
S D E.  Si  elle  la  rencontre  en  un  point  £ qui  tombe  au 
dehors  du  cercle  qui  eft  la  bafe  du  Cône;  ayant  mené 
du  point  £ à ce  cercle,  la  Tangente  Eaf,  il  eft  clair 

3 uc  le  plan  S Eaf  formera  par  la  rencontre  avec  le  plan 
e la  Sédion,  une  Tangente  AF  qui  fera  parallèle  à la 
ligne  M N i puifque  les  deux  Sédions  AF,  SE,  des 
plans  * parallèles  MAN  S £ D,  coupés  par  le  plan  tou- 
chant  S Eaf,  font  parallèles  entr'elles  auffi-bien  * SE, 
M N. 

Corollaire  III. 

*■66-  Les  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  le 
Corollaire  précédent. 

*i°.  Dans  la  Parabole  le  Problème  eft  impoflîble, 
lorfque  la  ligne  M N donnée  de  polîtion , devient  pa- 
rallèle au  coté  SD  qui  paftè  par  le  point  D où  la  Di- 
rcdrice  D £ touche  la  bafe  ; car  alors  le  point  £ tom- 
bant en  D,  on  ne  pourra  mener  par  ce  point  d’autre 


! 
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Tangente  que  la  Dirédrice  D E:  & comme  le  plan  qui 

Eaflè  par  le  Sommet  & par  la  Dirédrice  D E cft  * parai-  * Def  9- 
rie  au  plan  de  la  Parabole,  il  ne  pourra  former  parla 
rencontre  avec  ce  plan  aucune  Tangente.  Mais  lorfque 
la  ligne  donnée  de  pofition,  n’eft  point  parallèle  au 
côté  S D,  on  pourra  toujours  mener  une  Tangente^ F 

Itarallele  à cette  ligne , & jamais  davantage  ; car  alors 
e point  £ tombant  au  dehors  du  cercle  qui  eft  la  bafe 
du  cône,  on  en  pourra  toujours  mener  Eaf , ED L à 
cette  baie  ; dont  l’une  ED  L Ce  confondant  avec  la  Di- 
rédrice,  ne  peut  fèrvir  à trouver  aucune  Tangente  dans 
le  plan  de  la  Sédion  ; & l’autre  Eaf  étant  differente  de 
la  Dirédrice , fervira  toujours  à trouver  par  la  rencon- 
tre du  plan  S Eaf  avec  le  plan  de  la  Parabole , une 
Tangente  A F qui  fârisfera.  Il  en  eft  de  même  lorfque 
la  ligne  SE  eft  parallèle  à la  Dirédrice  , car  la  Tangen- 
te Eaf  deviendra  alors  parallèle  à la  Dirédrice  ; &c 
comme  on  n'en  peut  mener  qu’une  feule  qui  lui  fbit  pa- 
rallèle , puifque  la  Dirédrice  touche  elle-même  la  bafe 
en  un  point  D , il  s’enfuit  &c. 

i°.  Dans  l’Ellipfe,  on  pourra  toujours  mener  deux  Fig.  1*4, 
Tangentes  AF,  B G , parallèles  à la  ligne  M N don- 
née de  pofition  ; & par  conféquent  entr'elles.  Car  tous 
les  points  de  la  Diredrice  D E tombant  au  dehors  de 
la  bafe , on  pourra  toujours  mener  du  point  £ deux  Tan- 
gentes Eaf,  Ebg,  à cette  bafe  qui  ne  Ce  confondront 

{»oint  avec  la  Dirédrice,  & qui  fervjront  à former  par 
a rencontre  des  plans  S Eaf,  SE  6g,  avec  le  plan  de 
la  Sédion,  deux  Tangentes  A F,  B G,  qui  fàtisferont. 

11  en  cft  de  même  lorfque  la  ligne  S £ eft  parallèle  à la 
Dirédrice;  car  au  lieu  des  Tangentes  Eaf,  Ebg,  qui 
partent  d’nn  point  £ de  cette  Dirédrice , il  n’y  auroit 
qu’à  lui  mener  deux  Tangentes  parallèles;  ce  qui  eft 
toujours  poflible. 

3°.  Dans  les  Hyperboles  oppofées  le  Problème  eft  F i®.  ijj, 
impoflîb.le , lorfque  le  point  £ tombe  au  dedans  du  cer- 
cercle  qui  eft  la  bafe  du  cône  ; puifqu’on  ne  peut  mener 
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alors  aucune  Tangente  de  ce  point  à la  bafe.  Mais  Iorf- 

3u’il  tombe  au  dehors,  on  pourra  toujours  trouver 
eux  Tangentes  A F , BG , parallèles  à la  ligne  M N 
donnée  dç  pofition  ; car  la  Diré&ricg  DE  traverlànt  U 
bafe,  on  pourra  toujours  mener  du  point  E deux  Tan- 
gentes Eaf , Ebg,  a cette  bafe,  lefquellçs  tombent  de 
part  ôf  d’autre  de  la  Diré<ftrice , & qui  ferviront  à for- 
mer par  la  rencontre  dps  plans  S Eaf,  S Ebg,  avec  le 
plan  de  la  Séâion  deux  Tangentes  A E ,BG,  qui  fatis- 
reront.  11  en  eft  de  même  lorique  la  ligne  S E eft  paral- 
lèle à la  Dirc&nce  D E,  car  au  lieu  des  deux  Tangen- 
tes Eaf,' Ebg,  il  n’y  aura  qu’à  mener  deux  Tangente* 
parallèles  à la  Diréarice  ; ce  qui  eft  toujours  poflible. 

11  eft  à remarquer  dans  ce  dernier  cas , que  les  Tan- 
gentes parallèles  A F ,B G,  appartiennent  toujours  aux 
Hyperboles  oppofees,  & jamais  à la  même  ; ce  qui  eft 
évident,  puifque  les  deux  Tangentes  Eaf , Ebg,  de 
la  bafe  , tombent  neceflàirçmcnt  de  part  & d’autre  dç 
la  Dirédricç  D E, 

Corollaire  IV. 

*■^7- Il  fuit  du- Corollaire  précédent: 
i°.  Que  danj  une  Parabole  ou  Hyperbole,  il  ne  peut 
y avoir  deux  Tangentes  qui  foient  parallèles  entr’elles } 
& qu’au  contraire  dans  l’Ellipfe  & dans  les  Hyperboles 
oppo fées,  une  Tangente  AF,  étant  donnée  de  pofi- 
tion, ou  en  peut  toujours  mener  une  autre  B G qui  lui 
foit  parallèle, 

i°.  Que  fi  la  ligne  M N donnée  de  pofition,  eft  ter- 
minée par  une  Séélion  Conique , on  pourra  toûjour  me- 
ner dans  la  Parabole,  une  Tangente  AF  qui  lui  foie 
parallèle,  & dans  l’Ellipfe  ou  les  Hyperboles  oppofees 
deux  Tangentes  AF,  BG  \ puifque  la  ligne  S E menée 
* An. u6.  Par  *e  Sommec  S parallèlement  à MN  rencontrera*  le 
plan  de  la  bafe  en  un  point  E hors  la  circonférence , ou 
bien  lui  fera  parallèle. 
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De' finition  s. 

11. 

Dans  une  Parabole , fi  l’on  mene  par  un  de  les  points  F 1 0.  ijj. 
quelconques  A vers  le  dedans  une  ligne  A B parallèle 
au  côté  S D qui  pafle  par  le  point  D où  la  Dirédrice 
DE  touche  la  balè  : cette  ligne  AB  fera  nommée  Dia- 
mètre , & le  point  A en  fera  t origine. 

ij- 

Dans  l’Ellipfe  ou  les  Hyperboles  oppofées  , toute  F 1 c.  134. 
ligne  droite  AB , qui  joint  les  points  d'attouche-  *J{- 
ment  de  deux  tangentes  parallèles  AF,  BG,  eft  appel, 
lée  Diamètre  ; & les  points  A,  B,  en  font  les  extré- 
mités. 

14. 

Si  par  un  point  quelconque  P de  tel  Diamètre  AB  F 
qu’on  voudra  d’une  Sédion  Conique,  l’on  tire  une  li- 1 34.-  ijj. 
gne  droite  M N qui  rencontre  la  Sédion  aux  points 
M , N , &c  qui  Toit  parallèle  à la  tangente  AF  qui  palîc 
par  l’origine  A de  ce  Diamètre  dans  la  Parabole  , & 
par  l'une  ou  l’autre  de  fes  extrémités  dans  les  autres 
Sédions  : on  dira  que  cette  ligne  Af  N eft  Ordonnée  de 
part  &c  d’autre  au  Diamètre  AB,  & que  chacune  de  fes 
parties  PM,  on  P N , eft  Ordonnée  à ce  Diamètre. 

»î- 

Lorfqu’un  Diamètre  fait  avec  fes  Ordonnées  des  an. 
gles  droits , on  l’appelle  Axe. 

Corollaire. 

168  • I l fuit  de  la  Définition  douzième  : 

i°.  Que  tous  les  Diamètres  d’une  Parabole  font  pa- 
rallèles entr’eux , puifqu’ils  font  tous  parallèles  au  mê- 
me côté  du  cône  S D qui  paffe  par  Je  point  D où  laDi- 
rédrice  D E touche  la  baie. 

i°.  Que  par  un  point  donné  fur  Je  plan  d’une  Parabo. 
le,  on  ne  peut  mener  qu’un  feul  Diamètre,  puifqu’on 
ne  peut  mener  par  ce  point  qu’une  feule  parallèle  au 
côte  SD.  Z 
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Problème. 

Un  diamètre  AB  d’une  Séflion  Conique  étant 
donné  , avec  un*  de  fes  ordonnées  P M , décrire  la  SéHion. 

Ayant  fait  paflèr  par  l’ordonnée  PM  un  plan  quel- 
conque autre  que  le  plan  A P M,  on  mènera  dans  ce 
plan  par  le  point  P une  perpendiculaire  indéfinie  P a à 
P M ; 6c  on  décrira  d’un  point  quelconque  C de  cette 
ligne,  & du  rayon  C M un  cercle.  Cela  fait, 

i°.  Lorfque  la  Sééhon  doit  être  une  Parabole.  On 
mènera  de  l’un  des  points  a,  D , où  le  cercle  coupe  la 
perpendiculaire  P a ( par  exemple  du  point  a ) par  l’o- 
rigine A du  diamètre  AB,  la  ligne  a A qui  rencontre 
en  S,  une  ligne  DS  tirée  de  l’autre  point  D parallèle- 
ment i A B.  On  décrira  enfuite  une  furface  Conique 
qui  ait  pour  Commet  le  point  S,  & pour  bafe  le  cercle 
DM  a N.  Je  dis  qu’elle  formera  par  fa  rencontre  avec 
le  plan  APM , la  Parabole  cherchée  MAN.  Car 
ayant  mené  par  les  extrémité#  du  diamètre  D a les  pa- 
rallèles DE,  af,  1 P Mi  il  eft  clair  qu’elles  feront  tan- 
gentes, puifque  'PM  eft  perpendiculaire  fur  Du.  Or 
le  plan  i D E qui  paflè  par  le  Commet  S du  cône  & par 
la  tangente  D E , eft  parallèle  au  plan  APM , puifque  * 
S D eft  parallèle  à A P , & DE  i PM:  d’où  il  fuit  * 
que  la  Sé&ion  MAN  faite  parle  plan  APM  dans  la 
furface  Conique , fera  une  Parabole  qui  aura  pour  dia- 
mètre la  ligne  AB.  De  plus  le  plan  touchant  Saf  for- 
me dans  le  plan  APM  * une  tangente  A E,  qui  fera 
parallèle  à PM  ; puifqu’elle  eft  la  commune  Séélion 
des  deux  plans  Saf,  APM,  qui  paflent  par  les  paral- 
lèles af,  PM:  & par  conféquent*  la  ligne  PM  fera 
ordonnée  au  diamètre  AB. 

i°.  Lorfque  la  Séftion  Conique  doit  être  une  Ellipfe 
ou  une  Hyperbole.  On  mènera  des  points/*,  b , où  la 
perpendiculaire  indéfinie  P a coupe  le  cercle,  par  les  ex- 
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tremités  A,  B,  du  diamètre  A B,  les  droites  a A,  b B, 
qui  fe  rencontrent  au  point  S.  On  décrira  enfuite  un 
cône  qui  ait  pour  Commet  le  point  S , &pour  bafe  le 
cercle  a MbN.  Je  dis  que  le  plan  AP M formera  dans 
' la  furface  de  ce  cône  la  Sédion  MAN  qu'on  deman- 
de. Car  menant  S D parallèle  au  diamètre  AB  de  la 
Sédion  , 8c  qui  rencontre  en  D le  diamètre  ab  de  la  bafe , 
par  où  & par  lesextremites  a,  b , loient  tirées  le  j paral- 
lèles D E,af,  bg,i  P M i il  eft  clair  que  le  plan  SD  £ 
fera  parallèle  au  plan  A P M,  8c  qu'ainfi  D E *fera  la 
Directrice.  Or  dans  l’Ellipfe  le  point  D tombe  fur  le 
diamètre  ab  prolongé  hors  le  cercle,  puifoue  le  dia- 
mètre AB  de  la  Sédion,  tombe  dans  l’angle  a S b fait 
par  les  côtés  du  cône  Sa,  Sb:  & au  contraire  dans 
J* Hyperbole  le  point  D tombe  au  dedans  du  cercle, 
puifqu’alors  le  diamètre  AB  tombe  dans  l'angle  aSB 
qui  eft  à côté  de  l'angle  a S b.  D’où  il  fuit  félon  la  Dé- 
finition 10.  que  la  Sédion  MAN  eft  une  Eliiple  dans 
le  premier  ca s,  6c  une  Hyperbole  dans  le  fècond.  De 
plus  la  tangente  AF  qui  paiTe  par  fextremite  A du  dia- 
mètre AB, étant  la  commune  Sédion  duplan  touchant 
Saf&c  du  plan  coupant  A P M , qui  paflent  par  les  pa- 
rallèles af,  PM,  fera  parallèle  à P M ••  8c  de  meme  la 
tangente  B G étant  la  commune  Sédion  du  plan  tou- 
chant S 8c  du  plan  coupant  AP  M,  lefquels  partent 
par  les  deux  parallèles  bg,  P M,  fera  aufli  parallèle  a 
P M.  D'où  l’on  voit  que  la  ligne  AB  eft  * un  diamètre  ^ DtJm cr 

qui  a pour  ordonnée  P M. 

Il  peue  arriver  dans  l’Ellipfe  que  les  lignes  A a,  B b, 
foient  parallèles  entr’elles , mais  alors  il  n’y  aura  qu’à 
prendre  pour  le  centre  C du  cercle  a MbN , tel  autre 
point  qu’on  voudra  de  la  ligne  a b. 


Db'fihiti'ok. 

1 6. 

Si  par  les  deux  points  D,  E,  où  la  Dirédrice  coupe  Fxç  x 
la  balè  , lorfque  la  Sédion  eft  une  Hyperbole , on  tire 
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deux  Tangentes  DH , EK  ; & que  par  le  Sommet  S 
& ces  Tangentes,  on  faiîè  pafler  deux  plans  SDH, 
S E K : les  deux  lignes  droites  indéfinies  C H ,C  K,  que 
ces  deux  plans  forment  par  leurs  rencontres  avec  le  plan 
des  Hyperboles , font  appellées  Afymptotcs. 

Corollaire  I. 

*7°-  Si  par  un  point  d’attouchement  D , l’on  mene 
le  côté  D S prolongé  indéfiniment  de  part  8e  d’autre 
du  Sommet  S:  il  efl  vifible  que  le  plan  S D H ne  peut 
avoir  de  commun  avec  les  deux  furfaces  Coniques  op- 
pofées  que  ce  côté  ; puifque  tous  les  points  de  la  Tan- 
gente DH  tombent  hors  la  circonférence  de  la  bafe, 
excepte  le  feul  point  D.  Or  le  plan  S D £ qui  paflepar 
le  Sommet  S 8t  par  la  Dirédrice  DE,  étant  * parallèle 
au  plan  des  Hyperboles  oppofées,  les  communes  Séc- 
tions  SD,  CH , de  ces  deux  plans  avec  le  même  plan 
SDH  feront  parallèles  entr’elles } c’eft  pourquoi  l’A- 
fymptoteCHtombera  toute  entière  au  dehors  & entre 
les  deux  furfaces  Coniques  oppofées , & paillera  par  conlë- 

3uent  les  Hyperboles  oppofees  toutes  entières  de  part  8c 
'autre  fanslesrencontrer.  On  prouvera  la  mêmechofè 
de  l’autre  Afymptote  CK.Or  comme  les  deux  Afymptotes 
CH  ,CK,  font  formées  par  les  plans  SDH , S EK,  qui 
tombent  de  part  & d’autre  de  la  même  furface  Conique 
fie  de  fon  oppofte  ; il  s’enfoit  que  tous  les  points  de  l’Hy- 
perbole F H G font  compris  dans  l’angle  H C K , 8e  que 
tous  les  points  de  fon  oppofée  tombent  dans  l’angle  qui 
lui  eft  oppofé  au  Sommet. 

PROPOSITION  VIL 

Theorême. 

2-7 **  S*  p‘tr  un  point  quelconque  B d'une  Afymptote  C K, 
P on  mene  une  parallèle  B A « Poutre  Afymptote  CH  \ je  dis 
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qu'elle  rencontrera  l'une  des  Hyperboles  oppofes  en  un  frul 
point  A,  fif-  qu'étant  prolongée  indéfiniment , elle  tomé era tou- 
te entière  au  dedans. 

Puifque  les  deux  lignes  JB  A,  SD,  font  parallèles  d 
la  même  ligne  CH,  elles  le  feront  entr’elJesj  & ainlr 
elles  le  trouveront  dans  un  même  plan,  lequel  entrera 
au  dedans  des  deux  furfaces  Coniques  oppofêes,  puif  qu’il 
pallè  par  l’un  de  leurs  cotés  S D , & qu’il  fait  un  angle 
avec  le  plan  SD  H qui  la  touche  dans  ce  coté.  Le  plan  des 
' parallèles  BA,SD , formera  donc  dans  les  deux  furfaces 
Coniques,  deux  côtés,  dont  l’un  eft  le  coté  .S  Z),  Ôc  l'autre 
lecoté  S**,  qui  coupera  necelTàiremcnt  la  ligne  B A en 
quelque  point  A,  puifqu’il  eft  fitué  dans  le  plan  qui  paflè 
par  les  parallèles  SD,  AB,  tk.  qu’il  coupe  S D en  S. 
Donc  puifque  le  point  A fê  trouve  en  même  temps  dans 
l’une  des  lurfaces  Coniques  & dans  le  plan  des  Hyper- 
boles, il  appartiendra  a l’une  de  ces  Hyperboles.  De 
plus  puifque  la  ligne  B A étant  prolongée  indéfiniment 
du  coté  du  point  A , tombe  toute  entière  dans  le  plan 
DSa  renfermé  entre  les  cotez  DS,  Sa,  lorfque  le 
point  A appartient  à l’Hvperbole  F AG,  fit  dans  fon 
oppofé  au  Sommet  ASd  lorfqu’il appartient  à l’Hyper- 
bole oppofee  -,  il  eft  vifible  qu’elle  tombera  toute  entiè- 
re au  dedans  de  l’une  des  deux  furfaces  Coniques,  fie 
par  con/équent  auffi  au  dedans  de  l’Hyperbole  qui  en 
eft  la  Séclion.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire  I. 

171.  D e-la  on  voit  qu’entre  une  Hyperbole  F AG 
& fon  Aiymptote  CH,  on  ne  fçauroic  faire  paflèr  au- 
cune ligne  parallèle  à cette  Afymptote.  Or  comme  la 
ligne  B A lepare  l’Hyperbole  qu’elle  rencontre  en  deux 
portions  indéfinies , dont  l’une  tombe  neceflairement 
toute  entière  dans  l’efpace  compris  entre  les  parallèles 
B 4,  CHî  il  s’enfuit  que  plus  CB  deviendra  petite, 
plus  le  point  A avancera  dans  cette  portion,  & cela 
toujours  de  plus  en  plus  jufqu’à  ce  que  CB  devienne 
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plus  petite  qu’aucune  grandeur  donnée.  C’eft  à dire , 
qu’une  Hyperbole  & ion  Afymptote  étant  l’une  & l’au- 
tre continuée  indéfiniment , elles  s’approcheront  toû- 
jours  de  plus  en  plus, en  forte  que  leurdiftance  devien- 
dra enfin  moindre  qu’aucune  donnée  , lans  pouvoir 
•Art.  170.  neanmoins  * jamais  fe  rencontrer. 

PROPOSITION  VIII. 
Problème. 

F 10.  140.  173-  Les  Afymptotes  CH,  C K , d'une  Hyperbole 

F A G étant  données  avec  un  de  fes  points  quelconques  F , dé. 
crire  C Hyperbole. 

Ayant  mené  par  le  point  donné  F , une  ligne  droite 
quelconque  H K terminée  par  les  afymptotes , on  fera 
palier  par  cette  ligne  un  plan  quelconque  autre  que  le 

f>lan  H CK,  dans  lequel  on  tirera  par  le  point  de  mi- 
ieu  P de  H K une  perpendiculaire  indéfinie  M N à 
cette  Iigne}  & on  décrira  d’un  de  fes  points  quelcon- 
ques O comme  centre,  & du  rayon  O F,  un  cercle 
F M N.  On  mènera  des  points  H , K,  deuxTangen- 
tes  H D , K E , à ce  cercle  ; & par  les  points  d’attouche- 
mens  D , E,  deux  parallèles  DS,  Es,  aux  Afymptotes 
CH,  CK,  lelquelles  lé  rencontreront  en  un  points» 
duquel  comme  Sommet , on  décrira  une  furface  Coni- 
que qui  ait  pour  baie  le  cercle  F M N.  Je  dis  que  cette 
lurface  Conique  formera  par  fâ  rencontre  avec  le  plan 
H CK , l’Hyperbole  requilê  F AG. 

Il  eft  clair  parla  propriété  du  cercle  FMN î i°.  Que 
la  corde  F G eft  divdée  par  le  milieu  au  point  P,  par  le 
* Hyp.  diamètre  M N qui  lui  eft  * perpendiculaire } & partant, 

puifque  par  la  conftru&ion  P H — P K , il  s’enfuit  que 
FH^zGK  , GH  — FKi  & par  conféquent  G H*.  H F 
= F_K*KG.  i°.  Que  GHxHF=H~D\Sc  FK*KG 
= Ke\  & qu’ainfi  H D=KE.  30.  Que  fi  l’on  prolon- 
ge les  Tangentes  H D,KE,  julqu’à  ce  qu’elles  fe  ren- 
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contrent  en  un  point  Qj  les  parties  D Q,  EQ s,  feront 
égales  entr 'elles.  Ce  oui  donne  D Q.  E £)  ::  DH.  Efc 
D’où  l’on  voit  que  la  ligne  D E qui  joint  les  points  d’at- 
touchemens  des  deux  Tangentes  H D , K E,  fera  paral- 
lèle à la  ligne  H K,  & le  plan  5D£  au  plan  CH  K: 
c’eft  pourquoi  la  ligne  DE  fera  * la  Directrice  ; & com-  5. 

me  elle  coupe  la  baie  en  deux  points,  la  Séâion  Coni- 
que F AG*  fera  une  Hyperbole.  De  plus  il  eft  évident  * ,0 

que  cette  Hyperbole  paffera  parle  point  donné  F , puif 
que  ce  point  eft  commun  tant  à la  furface  Conique  , 
qu’au  plan  H CK  qui  eft  celui  de  l’Hyperbole  ; 8c  qu’el- 
le aura  pour  Afymptotes  les  lignes  CH,  CK,  puifqu’el- 
les  font  * les  communes  Sections  des  plans  toucnans  *Def.  ij, 
SD  H,  S EK,  6c  du  plan  de  l’Hyperbole. 

S’il  arrivoit  que  les  Tangentes  1)H,  F K,  fufïèntpa. 
ralleles  entr’elles , on  verroit  alors  tout  d’un  coup  que 
les  lignes  DE,  H K .feraient  parallèles  entr'elles,  puifl 
que  ces  Tangences  font  égales;  8c  le  refte  fe  démontre- 
roit  de  la  meme  manière  que  ci-deflus.  * 

PROPOSITION  IX. 

Theorême. 

2-74-  S’il/  a deux  lignes  droites  MN,  AB  , termi-  Fi  0.  141. 
nies  far  une  Siciion  Conique  ou  par  les  Si 'lions  oppofies  , 14». 
le  [quelles  fe  rencontrent  en  un  point  P ; & qui  [oient  parallèles 
à deux  autres  lignes , S E , SD,  demies  de  pjsfition  : je  dis 
que  le  riftangle  M P x P N eft  au  rèll angle  A P x P B , en 
raifon  domie  5 c’eft  à dire  que  la  raifon  de  ces  deux  rectangles 
demeure  toujours  la  meme , en  quelque  endroit  que  puiffe  tom- 
ber les  deux  lignes  M N , AB. 

Ayant  mené  par  les  parallèles  SE,M  M,ScSD,  AB, 
deux  plans , ils  formeront  dans  le  plan  de  la  bafe  , deux 
lignes  droites  Enm,  Dba , 8c  dans  la  furface  Conique 
les  côtés  S Mm,  S Nn,  SAa,  SB  b-,  8c  leur  commune 
interféclion  fera  la  ligne  SP  p,  qui  rencontre  le  plan  de 
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la  bafè  au  point  p,  où  les  deux  droites  Em,  B a,  s’en- 
trecoupent -,  par  lequel  je  mene  dans  le  plan  SM  N h 
droite  H K parallèle  ï M N,  Sc/lans  le  plan  SAB  la 
droite  F G parallèle  i AB.  Cela  pofé. 

Les  triangles  femblables  SP M,  SpH»  SPN,Sp,Ki 
S PA,  SpFi  S PB  ,SpG,  donnent  MP*PN.  H pxp  K. 
::  SP*.  Sp%  ::  A P*  P B.  FpxpG.  Et  partant  on  aura 
M P*  P N.  A P*  P B ::  Hp*pK.  F p*pG.  Or  la  rai- 
fon  de  H p « pK  i FpxpG,  eft  compofée  des  deux  rai- 
ions  de  H pxp  K à mpx pn,  bc  de  mpxpti  ou  par  la 
propriété  du  cercle  a pxp  b à Fp*pG.  Mais  à caufëdes 
triangles  femblables  Hpm , SEm,  & Kpn,  S En,  il 
vient  Hp.  mp::  S E.m  E.  Et  pK.  pn::  SE.  En.  Et  en 
multipliant  les  Antecedens  bc  les  Conféquens  de  ces 
deux  raifons,  H pxp  K.  mpxpn  ::  5 E . mExEn  : on 
prouvera  de  même  à caufe  ces  triangles  femblables 
Fpa.,  SDa,  bc  Gpb,  SDb,  que  apxpb.  EpxpGn 
aDxDb.  SD*.  Il  eft  donc  évident  que  la  raifon  de 
MP  x p N à APxPB,  eft  compofce  des  deux  raifons 
de  S b à mExEn,  & de  a Dx Db à S D -,  lefquelles 
parla  propriété  du  cercle  qui  eft  la  bafe  du  cône , de- 
meurent toujours  les  mêmes  en  quelque  endroit  que 
tombenc  les  droites  M N,  AB,  parce  que  les  points 
E,  D , ne  changent  point.  Donc  le  réétangle  MPxPFT 
eft  au  rectangle  APxPB  en  raifon  donnée.  Cf  qu  'il fui.  &c, 

, t 

Corollaire. 

F r o.  143.  l7 5‘  De  là  on  voit  que  fi  dans  une  Sé&ion  Coni- 

*4 4*  que,  où  entre  les  Sections  oppofées,  il  y a deux  lignes 

droites  M N , OR,  parallèles  entr’elles  & qui  rencon- 
trent aux  points  P,  Q^,  une  troifiéme  ligne  droite  A B 
aufli  terminée  par  la  Section  ; on  aura  MP*PN. 
OQxqR-.i  APxPB.  AQxQB. 
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PROPOSITION  X. 

Théorème. 

IJ 6-  Si  par  un  point  quelconque  A d’une  Parabole  ou  Fie.  14J. 
d'une  Hyperbole  MAN  , Ton  tire  une  ligne  droite  A B paral- 
lèle an  côté  du  cône  S D , mené  (Lins  la  Parabole  par  le  point 
JD  où  la  DiréHrice  touche  la  bafe , dans  l' Hyperbole  par 

P un  des  deux  points  où  elle  la  rencontre  > & que  par  un  point 
quelconque  P de  cette  ligne , ton  tire  une  ligne  M N paral- 
lèle a une  ligne  S E donnée  de  pofîtion  , terminée  par  la 
Séction  ou  par  les  Sellions  oppofées , avec  une  autre  ligne  F G 
parallèle  à la  ligne  Da  commune  Sèliion  du  plan  S À B avec 
celui  de  la  bafe , & terminée  par  les  côtés  Sa,  SD:  je  dis 
que  la  rai  fin  du  réïi angle  MP*PN  au  reli angle  FPxPG 
cjl  donnée , ce  fi  à dire  qu’elle  demeure  toujours  ta  meme  , en 
quelque  endroit  de  la  ligne  A B que  tombe  le  point  P. 

Ayant  mené  par  les  parallèles  SE,  MN,  un  plan: 
il  formera  dans  celui  de  la  bafe  une  ligne  droite  Enm; 
dans  la  furface  Conique  les  côtés  5 M m , S N n b & dans 
le  plan  S Da  la  ligne  SPp  qui  rencontre  la  bafe  au 

Iioint  p , où  les  lignes  Em , Da,  s’entrecoupent,  par 
equel  je  mene  dans  le  plan  SM  N la  ligne  H K parai-  • , 

lele  à M N.  Cela  pofé,  les  triangles  lèmblables  S PM, 

S p H b S PM,  SPKi  SPE,  Spaji  S PG,  SP  D don- 
neront MP*  P N.  HpxpK  : : SP  . Sp * : : E P*  PG.  % 
apxpD,  ou  par  la  propriété  du  cercle  mpxpn.  Et  par- 
tant on  aura  MP  x P N.  FPxPG  ::  Hpxp  K.  mpxpn. 

Mais  la  raifon  de  H px  p K i mpxpn , eft  compofée  des 
deux  raifons  de  Hp  à pm,  & de  pKipn,  c’eftà  dire, 
à caufe  des  triangles  lèmblables  Hpm,  S£m,&c  Kpn, 

S En,  des  deux  raifons  de  SE  i Em,  & de  SE  â Eni  & 
par  conféquent  HpxpK.  mpxpn , ou  MPxPH. 

FPxPG  : : SE \ m Ex  En.  Donc  puifque  le  point  E ne 
change  point  en  quelque  endroit  que  l'on  prenne  le 
point  P,  Sc  que  tous  les  réôanglés  EmxEn  font  égaux 

Aa 
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par  la  propriété  du  cercle;  il  s’enfuit  que  MP*PN 

cil  i FPxPG  en  raifon  donnée.  Cequilfuloit  démontrer. 

Corollaire. 

Fio.  14*  x?7,  D £-la  il  eft  évident  que  fi  par  un  point 

quelconque  A d’une  Parabole  ou  d’une  Hyperbole 
M\A  N , l’on  mene  dans  la  Parabole  un  diamètre  AB, 
& dans  l’Hyperbole  une  parallèle  AB  & l’une  de  les 
Afymptotes  ; &c  que  par  deux  points  quelconques  P,  Qj 
de  la  ligne  AB , l’on  tire  deux  parallèles  M N , OR, 
terminées  par  la  Séétion  ou  par  les  Séétions  oppofées  5 
on  aura  MP*  P N.  O d*  QJR.  ::  AP.  A 

Car  menant  le  plan  SAB  qui  forme  par  la  rencon- 
tre avec  la  furface  Conique  les  côtés  s Z),  Su,  entre 
lefquels  le  côté  5 D paflèra  par  le  point  où  la  Diréclri- 
touche  la  baie  lorfque  la  Section  eft  une  Parabole , & 

1>ar  l’un  des  deux  points  où  la  Directrice  la  rencontre 
orfque  c’eft  une  Hyperbole } & tirant  dans  le  plan 
S Du  par  les  points  P , les  droites  FG,  TV,  pa- 
rallèles à Da:  il  eft  clair  par  la  Propofition  précéden- 
te que  MP*  P N.  F P*  PG  ::  0 Q*  QR.  TQ*QJ?'’ 
Et  qu’ainfi  M P*  P N.  0 Q*QJl  ::  F P*  P G.  TQ^Qf^. 
Or  les  parties  PG,  QJ^,  des  lignes  F G,  TF,  lônt  éga- 
, * les  entr’elles  ; pui (que  les  lignes  /I B,  S D,  font  paral- 

lèles. Et  partant  M P*  P N.  O Q*  QR  : : F P.  T Q^_:  : 
AP.Aq.  à eau  le  des  triangles  femblabies  AP  F, 
A QT.  Donc  &c. 

•CHAPITRE  IL 

De  l’Ellipfe  en  particulier. 

Définitions. 

. • ,17’ 

F ï c.  147.  Si  une  ligne  droite  indéfinie  S z qui  eft  hors  le  plan 
d’un  cercle  VX  Y,  fe  meut  par  un  de  lès  points  X au- 
tour de  la  circonférence  de  ce  cercle  toujours  paralle- 
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lement  à elle-même,  jufqu’à  ce  qu’elle  foie  revenue  au 
même  point  d’où  elle  ctoic  partie  : la  furface  convexe 
décrite  par  cette  ligne  5 Z clans  ce  mouvement , eft  ap- 
pelléc  Surface  cylindrique. 

18.  • 

Cette  ligne  S z en  chaque  differente  pofition , en  eft 
toujours  appellée  le  Coté. 

V). 

Le  cercle  VATYy  la  Bafe. 

i°.  # 

La  droite  indéfinie  CO  menée  du  centre  C de  la  bafe 
parallèlement  aux  côtés,  en  eft  l'Axe. 

11. 

Le  fblide  indéfini  compris  parla  bafe  VXY  & par 
la  Surface  cylindrique , eft  appellé  Cylindre. 

11. 

Si  l’on  coupe  un  Cylindre  par  un  plan  qui  ne  fôit  point 
parallèle  à les  côcés,  ni  au  plan  de  là  bafe  > la  ligne 
courbe  A M B N formée  par  la  rencontre  de  ce  plan 
avec  la  Surface  cylindrique , eft  appellée  Sétiion  cyhn r- 
dnque. 

PROPOSITION  XI. 

Theorême. 

178.  Si  ton  coupe  un  cylindre  par  un  plan  u x y parallèle  F 1 c.  147. 
au  plan  de  la  bafe  V X Y -,  la  SéHion  v x y fera  un  cercle  qui 
aura  pour  centre  le  point  c où  ce  plan  rencontre  taxe , pour 
rayon  une  ligne  c x égale  au  rayon  C X de  la  bafe. 

Car  menant  par  un  point  quelconque  x de  la  Séc- 
tion  vxy  un  côté  xA'ac  la  Surface  cylindrique,  il  fera 
parallèle  * à l’axe  Ce  : c’eft  pourquoi  on  pourra  faire  paf-  * Dtf.  10. 
1er  un  plan  par  ces  deux  lignes,  qui  formera  par  fa  ren- 
contre avec  les  deux  plans  parallèles  CYA'Y,  cvxy  , 
deux  droites  CAT,  c x,  parallèles  entr'elles;  & qui  fe- 
ront de  plus  égales , puîfqu’elles  font  renfermées  entre . 

A a ij 


i88  L i v r.  e S i x 1 e'm  e. 

les  parallèles  Ce , AT  x.  Or  comme  cela  arrive  toujours 
en  quelque  endroit  de  la  Section  v xy  qu’on  prenne  le 
point  *,il  s’enfuit  que  toutes  les  lignes  ex  menées  du 
point  e , aux  points  * de  la  Sc&ion  vxy , font  égales  aux 
rayons  CAT  de  la  bafe  : c’eft  à dire  que  la  Séétion  vxy 
fera  la  circonférence  d’un  cercle , qui  aura  pour  centre 
le  point  c,  où  le  plan  vxy  rencontre  l’axe  du  cylin- 
dre , ôc  pour  rayon  une  ligne  e x égale  au  rayon  CAT 
de  la  baie.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 


9 


PROPOSITION  XII. 
Theorême. 


IG"  I+  ‘ Toute  Ellipfe  peut  être  regardée  comme  une  Sec. 

llion  cylindrique. 

Ayant  mené  dans  la  baie  du  cône  où  eft  produite 
un  Ellipiè  quelconque,  le  diamètre  a b qui  rencontre  à 
angles  droits  au  point  D la  Diréchice  DE,  ioient  tirés 
fur  la  furface  Conique  les  cotez  Sa,  Sb,  qui  rencon- 
trent le  plan  de  l’Ellipfe  aux  points  A,  B i Sc  dans  les 
plans  parallèles  A M B,  S DE,  les  droites  AB,  SD. 
Ayant  pris  /)?  moyenne  proportionnelle  entre  al),  Db , 
& mené  à S F les  parallèles'  AG , B H , foit  décrit  fur 
le  plan  de  la  baie  du  cône , un  cercle  qui  ait  pour  diamè- 
tre la  ligne  GH,  5c  une  furface  cylindrique  qui  ait  pour 
bafe  ce  cercle,  5c  pour  côtés  les  droites  AG,  B H. 
Cela  pôle. 

Je  dis  que  fi  par  un  point  quelconque  P de  la  ligne 
A B,  .l'on  tire  à la  Diréétrice  Dû,  une  parallèle  qui 
rencontre  la  lùrface  Conique  en  M,  & la  Cylindrique 
en  Oi  les  points  M , O,  le  confondront  l’un  avec  l’au- 
tre 6c  n’en  feront  qu’un  lèul. 

Car  ayant  fait  palier  par  cette  parallèle  un  plan  pa- 
rallèle au  plan  des  deux  baies  tant  du  cône  que  du  cy- 
* Art.  15 lindre,  il  formera  fur. la  furface  Conique  * un  cercle 
KM  L dont  le  centre  fera  la  commune  Se&ion  de  ce 
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plan  avec  l'axe  du  cône,  & fur  la  furfaceCylindrique*  * Art.  ty%. 
un  autre  cercle  QM R donc  le  centre  fera,  la  commune 
Section  de  ce  même  plan  avec  l’axe  du  cylindre.  Or  le 
plan  Sab  pailè  * par  l'axe  du  cône,  & le  plan  AG  H B 6‘ 

( qui  ne  fait  qu’un  fëul  plan  avec  celui  du  triangle  Sab  ) 
par  l’axe  * du  cylindre  ; & par  conféquent  les  lignes  'Dtf.  t0. 
K Z,  QR,  communes  Sections  de  ces  deux  plans,  avec  le 
plan  parallèle  { à la  baléjqui  pâlie  par  la  lignei^O  A/,lèronc 
les  diamètres  de  ces  deux  cercles  t &c  cetee  ligne  T’ O /Vf 
fera  perpendiculaire  à ces  diamètres,  puifqu’elle  eft*pa~  * Hyp. 
rallele  à DE  qui  elt  * perpendiculaire  A a b & à GkH  qui  ne  * Hyp. 
font*  qu’une  même  ligne,  à laquelle  les  diamètres  KL 
& Q R qui  ne  font  auîli  qu’une  même  ligne , font  paral- 
lèles. Déplus  les  lignes  A B,  SD,  étant  formées  par 
les  rencontres  du  meme  plan  S b a avec  deux  plans  pa- 
rallèles entr’eux  ; fçavoir,  le  plan  S D E & celui  de  l’El- 
liplë , feront  auffi  parallèles  entr’elles.  Ceci  bien  en- 
tendu , 

i°.  Dans  le  cône , à caufc  du  cercle  K ML,  on  aura 
PM*~KP*P  Zi  & à*caufe  des  triangles  fêmblabkrj 
A P K,  SD  a , & P B Z,  SD  b,  il  vient  AP.  K Pu 
S D.  a D.  Et  PB.  PL-.:  SD.  Db.  D’où  il  fuit  que 
A P*.  P B.  KPxPL  ou  PM*::  Si) \ 4 D*D  b. 

Dans  le  cylindre,  à caufe  du  cercle  QO  R,  on  aur.a  » 

PO*—  QP*  P Ri  & à caulè  des  triangles  femblables 
AP  Q,  SDF,  & PB  R,  SDF , on  formera  ces  deux 
proportions  AP.  QP  ::  SD.  DF.  Et  PB.  PR  : : SD. 

DF.  D’où  il  fuit  que  APxPB.  ou  Ycl 

SD1.  DF * ou  aDxDb.  Donc  PM  = PÔ*,  & 

P M — P 0.  Donc  les  points  M , O,  fc  confondent  l’un 
avec  l’autre  ,&  n’en  font  qu’un  fèul.  Donc,puifque  cela 
arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la  ligne  A B que 
l’on  prenne  le  point  P , il  s’enfuit  que  le  plan  de  l’Ellipfe 
rencontre  les  furfaces  Coniques  &c  Cylindriques  dans 
les  mêmes  points , & qu’ainfi  toute  Ellipfè  peut  toujours 
Être  regardée  comme  une  Se&ion  cylindrique. 

A a iij 
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Avertissement. 


Comme  un  Cylindre  eft  moins  compofë  qu’un  cône, 
en  ce  que  tous  1 es  côtés  font  parallèles  entr’eux } au  lieu 
que  dans  le  cône  ils  aboutiflênt  tous  au  même  point  qui 
en  eft  le  fommet  ; on  a pris  le  parti  de  regarder  dans  ce 
Chapitre,  l’Ellipfe  comme  la  Section  d’un  cylindre.  Ce 
qui  tait  qu’on  peut  démontrer  tout  à la  fois  les  proprié- 
tés de  tous  fes  diamètres  ; fit  que  tè  fervant  enfuite  dans 
le  cône  ( comme  l’on  verra  dans  le  Chapitre  fuivant  ) 
de  plans  «Elliptiques  au  lieu  de  circulaires , on  prouvera 
les  mêmes  choies  dans  la  Parabole  Se  Hyperbole  avec 
une  extrême  facilité. 


PROPOSITION  xnr. 
Theorême. 

iSo.Tous  les  diamètres  d’une  Ellipfe  paffent par  un 
feul  & unique  point , qui  eft  ccluimoù  le  plan  de  P Ellipfe  ren- 
contre P axe  du  cylindre } & y font  coupés  en  deux  parties  éga- 
les. 

Et  réciproquement  toutes  les  lignes  qui  paffent  par  ce  point , 
& qui  font  terminées  de  part  & d'autre  par  P Ellipfe  > y font 
Coupées  en  deux  également , & en  font  des  diamètres. 

On  nomme  ce  point  le  Centre  de  l’Ellipfe. 

i°.  Soit  AB  un  diamètre  quelconque,  Se  C le  point 
où  le  plan  de  l’Elliplê  rencontre  l’axe  du  cylindre.  Si 
l’on  mene  les  lignes  Aa,  B b , parallèles  à l’axe  Cr,  il 
eft  clair*  qu’elles  feront  des  côtes  de  lafurface  cylindri- 
que, fie  que  les  deux  plans  FA  a,  G B b,  qui  pallênt 
par  ces  deux  lignes,  fie  par  les  deux  tangentes  A F ,B G, 
qui  félon  la  définition  des  diamètres,  doivent  être  pa- 
rallèles entr’elles , feront  parallèles  entr’eux , fie  touche- 
ront la  furface  cylindrique  dans  les  côtés  Aa,  B b î 
d’où  il  fuit  que  ces  deux  plans  formeront  dans  le  plan 
de  la  bafe  deux  lignes  af,  b g,  parallèles  entr’elles,  fie 
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qui  toucheront  la  bafe  aux  points  a,  b,  où  les  côtés 
si  a , B b y la  rencontrent.  Or  il  eft  démontré  dans  les 
Elemens  de  Geometrie  , que  la  ligne  a b qui  joint  les 
points  d’attouchement  de  deux  tangentes  parallèles 
af,  bg,  d’un  cercle  , paflè  par  fon  centre  c.  Partant  le 
plan  AabB  paflèra  par  l’axe  Ce  du  cylindre  > & la  li- 

fne  AB,  qui  eft  la  rencontre  de  ce  plan  avec  celui  de 
Elliple , paflèra  par  le  poinc  C où  cet  axe  rencontre  le 
plan  de  i’Ellipfe.  De  plus  â caufè  des  parallèles  A a , 
B b.  Ce  h il  eu  évident  que  le  diamètre  A B de  l’Ellip- 
fè , eft  divifé  en  deux  également  au  point  Ci  puifque 
le  diamètre  a b du  cercle  l’eft  au  point  c qui  en  eft  le 
centre.  Ce  qu'il  falloit  démontrer  en  premier  lieu. 

i°.  Si  l’on  mene  par  les  extrémités  A , B , d'une  ligne 

3ueIconque  AB , qui  pailè  par  le  point  C où  le  plan 
e l’Elliplè  rencontre  l’axe  Cr  du  cylindre,  les  lignes 
Au,  B b,  parallèles  à cet  axe  s il  eft  clair  félon  la  défi- 
nition 1 7.  de  la  furfàce  cylindrique,  qu’elles  en  feront  des 
côtés,  &c  que  le  plan  AabB  paflèra  par  l’axe  Ce  du 
cylindre.  D’où  l’on  voit  que  la  ligne  a b commune  Séc- 
tion  de  ce  plan  & de  celui  de  la  bafe  , paflè  par  le  cen- 
tre e de  la  bafe;  & qu’ainfî,  puifqu’elle  y eft  coupée  en 
deux  également,  la  ligne  AB  la  fera  auffi  au  poinc  C. 
De  plus  les  tangentes  af,  b g,  qui  paflène par  les  extré- 
mités du  diamecre  a b étant  parallèles  entr’elles  ; les 
plans  touchons  fa  A , g b B , fèront  parallèles  entr’eux, 
& formeront  dans  le  plan  de  l’Ellipfe  deux  lignes  pa- 
rallèles A F , B G,  qui  la  toucheront  aux  extremieés 
A,  B,  de  la  ligne  AB,  qui  en  fera  par  conféquent  un 
diamètre.  C’ejt  ce  qu'il  faüoi;  démontrer  en  fécond  lieu. 

Corollaire. 

181.  J3e-la  il  eft  évident  que  parun  point  donné 
fur  le  plan  d’une  Ellipfè  autre  que  le  centre , on  ne  peut 
faire  palier  qu’un  fèul  diamètre. 


Livre  S i x i e’m  e. 
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PROPOSITION  XIV. 
Thcorême. 

F i a.  149.  181.  T oute  ordonnée  MPN  i part  fi  et  autre  à un 

' diamètre  AB,f/  coupée  en  deux  egalement  par  ce  diamètre  en 

un  point  P. 

Et  réciproquement  fi  une  ligne  quelconque  MPN  terminée 
far  une  Ellipfic  (fi  qui  ne  p a fie  point  par  le  centre  C , eft  cou- 
pée en  deux  également  en  P , par  un  diamètre  A B y elle  fiera 
ordonnée  de  part  (fi  d'autre  à ce  diamètre. 

Ayant  mené  par  les  points  A , B , M , N , les  côtés 
Aa,  Bb  ,Mm,  Nn,  parallèles  i l’axe  Ce  du  cylindre, 
& cjui  rencontrent  le  plan  de  la  bafe-aux  points  a,b,m,m 
la  ligne  Pp  commune  Sc&ion  des  deux  plans  Aab B , 
MmnN,  fera  parallèle  aux  côtés  du  cylindre,  puifque 
tous  les  côtés  /ont  parallèles  entr’eux.  De  plus  le  plan 
Aab  B palTera  par  l’axe  Ce  du  cylindre , puifque  le  dia- 
mètre A B païïe  par  le  point  C où  cet  axe  rencontre  le 
plan  de  l’EUipie  ; & il  formera  par  conféquent  dans  le 
plan  de  la  baie  une  ligne  a b qui  paflèra  par  le  centrer, 
0 c’efl:  à dire,  un  diamètre,  Çelapofé, 

Puifque  par  la  fuppofition  la  ligne  M P 7/  eft  ordon- 
née de  part  & d’autre  au  diamètre  AB , elle  fera  paral- 
lèle aux  tangentes  A F , B G,  qui  paflénr  par  les  extré- 
mités de  ce  aiametre  ; & par  conicquent  les  plans  tou- 
chans  F Aa,  GB  b,  iêront  parallèles  au  plan  MmnN. 
Les  lignes  que  ces  trois  plans  forment  dans  le  plan  de 
la  baie;  fçavoir  les  deux  tangentes  a fi,  b g,  £c  la  ligne 
mn,  iêront  donc  parallèles  entr’elles  ; & ainfi  la  ligne 
mn  fera  perpendiculaire  au  diamètre  a b , qui  la  diviie- 
ra  par  confequent  en  deux  parties  égales  an  point  p. 
D’où  il  fuit  à caufè  des  parallèles  Mm , pp,Nn,  que 
la  ligne  M N fera,  audi  divifec  en  deux  parties  égales 
au  point  P. 

Maintenant  pour  prouver  la  converlè , on  mènera, 
• dans 
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dans  le  plan  de  l’Ellipfe  deux  tangentes  A F,  B G,*  pa- 
rallèles a M N i 6c  ayant  tiré  par  leurs  points  d’attou- 
chemens  le  diamètre  AB,  il  eu  clair  lèlon  les  définitions 
13.  6c  14.  que  cette  ligne  MN  fera  ordonnée  de  part 
8c  d’autre  à ce  diamètre , 8c  par  conféquent  ( félon  ce 
qu’on  vient  de  démontrer  ) coupée  en  deux  également 
en  P par  ce  même  diamètre.  Or  comme  l’on  ne  peut 
mener  par  le  point  P * qu’un  fèul  diamètre , il  s’enfuit 
que  fi  une. ligne  MN  terminée  par  une  Eilipfé,  6c  qui 
ne  paflê  point  par  le  centre  C,  eu  coupée  en  deux  éga- 
lement en  P par  un  diamètre  AB , elle  lui  fera  ordon- 
donnée  de  part  Ôc  d’autre. 

PROPOSITION  XV. 

Theorême. 

S’  1 L y a dans  une  Ellipfe  deux  diamètres  A B , D E 5 
dont  l'un  d'eux  D E [oit  parallèle  aux  Tangentes  AF,  B G , 
qui  paffent  par  les  extrémités  de  l'autre  A B : je  dis  récipro- 
quement que  le  diamètre  A B fera  parallèle  aux  Tangentes 
qui  paffent  par  les  extrémités  du  diamètre  D E. 

Les  deux  diamètres  AB , DE,  font  appelles  Conju- 
gués l’un  à l’autre. 

Ayant  mené  par  les  points  A , B , D,  E , les  côtés 
A a,  Bb , Dd,  Ee,  du  cylindre , lefquels  rencontrent  le  plan 
delà  bafe  aûx  points  a,b,d,ei  les  plans  AabB, 
Dde  E , paieront  par  l'axe  Ce  du  Cylindre,  puifque  les 
lignes  AB,  D JB,  font  des  diamètres  de  l’Elliplêj  6c 
formeront  par  conféquent  dans  le  plan  de  la  baie,  deux 
diamètres  ab,  de.  Or  le  plan  touchant  F A a étant  pa- 
rallèle au  plan  Dde  E,  formera  dans  le  plan  de  la  baft 
une  Tangente  af  parallèle  au  diamètre  de,  lequel  dia- 
mètre fera  par  conféquent  perpendiculaire  fur  le  dia- 
mètre a b.  Si  donc  l’on  mené  par  l’une  des  extremicés  d 
du  diamçtre  de  une  Tangente  dh  au  cercle,  elle  fera 
parallèle  au  diamètre  ab,  6c  le  plan  h dD  parallèle  au 


* Art.  167. 


* An.  181* 


Fis.  149. 
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y\vciAabB:  c’eft  pourquoi  les  communes  Scûions  de 
cês  deux  plans  avec  le  plan  de  l’Ellipfo  ,•  fçavoir  la 
Tangente  DH  & le  diamètre  AB,  font  parallèles  entr’- 
elles.  On  prouvera  la  mêmfe  choie  à l’égard  de  la  Tan- 
gente qui  parte  par  l’autre  extrémité  E du  diamètre 
2J£.Donc&c. 

Corollaire  L 

184.  De  -la  il  eft  évident  que  s’il  y a deux  diamè- 
tres conjugués  AB , DE,  dans  une  Ellipièj  les  deux 
plans  qui  partent  par  ces  diamètres  & par  l’axe  Ce  du 
cylindre  , formeront  dans  le  plan  de  la  bafe  deux  dia- 
mètres a b , de,  qui  feront  perpendiculaires  entr’eux; 
ce  qui  eft  réciproque. 

Corollaire  II. 

fuit  encore  de  cette  Propofition  que  lî  par 
nn  point  quelconque  P d’un  diamètre  AB,  on  mene 
une  ordonnée  MP  N de  part  & d’autre,  elle  fora  paral- 
lèle au  diamètre  DE  qui  lui  eft  conjugué}  &c  qu'ainiî 
•Art.  tjf.  on  aura  * MP*  P N ou  PM \ DCxCE  ou  PC*  :t 
AP*- P B.  AC*  CB  ou  AC.  Ce  qui  donne  PM  . 
A Pie  P B : : D C\  AC  : .-4 ~D(f  ou  ~Dé\  4.  AC  ou 
AB  ■ C’eft  à dire  que  le  quarré  d’une  ordonnée  quel- 
conque MP  à un  diamètre  AB,  eft  au  rectangle 
AP*PB  fait  des  parties  de  ce  diamètre , comme  le  quar- 
ré du  diamètre  DE  qui  lui  eft  conjugué,  eft  au  quarré  du 
diamètre  A B. 

PROPOSITION  XVI 

Theorême. 

fia.  ïjo.  iSé.  5i  far  un  point  quelconque  M d'une  EÜipfe  AMBy 
ton  mene  une 'Tangente  FMG  qui  rencontre  aux  f oints 
F , G , doux  autres  Tangentes  A F,  B G , parallèles  entr' elles  : 
je  dis  que  FM.  MG  t:  AF.  BG. 
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Ayant  mené  parles  points  d’attouchemens  A ,B,M, 
les  côtés  Aa , Bo,  Mm , ducylindre , & fait  p aller  par  ces 
côtés  & par  les  Tangentes  AF,  B G,F  G,  les  trois  plans 
FAa,GBb , F Mm,  ou  G Mm  ; ilefl:  clair  que  les  com- 
munes Séchons  Ff,  Gg,  des  deux  premiers  plans  avec 
le  troifiéme,  feront  parallèles  tant  entr  elles , qu’avec 
les  côtés  du  cylindre  ; car  les  deux  plans  F Mm,  F A a, 
paflûnt  par  les  côtés  Mm,  Aa,^m  font  parallèles  en. 
tr'eux , leur  commune  Sééhon  Ff  fera  parallèle  à ces 
côtés  5 & par  la  même  raifon  G g commune  Section  des 
deux  plans  G B b , G Mm,  fera  parallèle  aux  côtés  B b. 
Mm.  Déplus  les  lignes  af,bg,  que  forment  les  plans 
touchans  parallèles  FAa , GBb , dans  le  plan  de  la  oafe  , 
en  feront  des  Tangentes  parallèles  ; les  parties/»»,  mg , de 
la  troifiéme  Tangente  formée  dans  le  plan  de  la  baie  par 
le  troifiéme  plan  touchant  F Mm,  ou  G Mm,  feront  éga- 
les ( parla  propriété  du  cercle)  aux  Tangentes af,  6g; 
içavoir,  fm  à fa,  mg  à gb.  Cela  po Ce. 

A caufe  des  lign^  A*,  Ff,  MmrGg,  Bb>  Sc  AF, 
BG;  &c  af,  b g,  qui  font  parallèles  entr'elles,  on  aura 
FM.  MG  fm.oufa.  mg  ou  gb  ::  F A.  G B.  Ce  qu'il 
falloit  démontrer. 

Corollaire  I. 

*7- S.  l’on  mené  par  les  points  d’attouchement 
A,  B,  des  deux  Tangentes  parallèles  entr’elles  AF,BG , 
un  diamètre  AB  qui  rencontre  en  rla  Tangence  FMG i, 
& qu’on  tire  l’ordonnée  M P à ce  diamètre  : il  eft  évi- 
dent que  AP.  PB  : : FM.  MG  : : AF.  B G ::  AT. 
BT.  Et  qu’ainfi  PB  — AP.  PB  ::  BT — AT  ou 
AB.  B T. 

Cor  o-l  l a i r e II. 

iS8.  D e-ïla  on  tire  la  manière  fuivante  de  mener 
d’un  point  donné  Af  fur  une  Ellipfe  la  Tangente  MT, 
un  diamètre  AB  étant  donné  avec  la  pohtfen  de  fes 
ordonnées. 

B b ij 
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De  l’une  des  extrémités  B du  diamètre  A B , foie 
tirée  au  point  donné  M la  droite  B M.  Puis  ayant 
mené  l’ordonnée  M P au  diamètre  AB , & pris  fur  ce 
# diamètre  du  côté  de  2?  la  partie  PH  égale  à P A, 
foit  tirée  H K parallèle  à PM , rencontrant  la  ligne 
B M en  K , par  ou  & par  l’autre  extrémité  A foit  me- 
née A K.  Soit  enfin  tirée  MT  parallèle  i AK,  elle 
fera  la  Tangente  qu’on  cherche. 

Car  à caufe  des  parallèles  MP,HK,&cAK,MT , 

l’on  aura  BP.  P H.  ou  PA  ..PM.  MK  ::  BT.  TA. 

* % 

Corollaire  III. 

189. S’il  y a dans  une  Ellipfè  deux  Tangentes 
MT,  NT,  qui  le  rencontrent  en  un  point  Ti  je  dis 

3ue  le  diamètre  A B qui  parte  par  le  point  P milieu 
e la  ligne  M N qui  joint  les  deux  points  d’attouche- 
ment, paflèra  auilî  par  le  point  T.  Car  P N eftordor». 
née  au  diamètre  A B de  même  quq^P  M 5 & par  confé- 
* Art.  »8 7.  quent  * les  Tangentes  MT,  NT,  iront  chacune  ren- 
contrer ce  diamètre  en  un  point  T,  tel  que  P B — AP. 
PB  ::  AB.  BT  i c’eft  à dire  dans  le  même  point. 

Corollaire  IV. 

ë 

■190-Si  l’on  joint  dans  une  Ellipfè  les  points  d'at- 
touchemens  M,  N,  de  deux  Tangentes  MF,  NLr 
par  une  ligne  droite  M N ; &c  qu’il  y ait  une  troifiéme 
Tangente  F A L parallèle  â M N : je  dis  que  les  parties 
PA,  AL  de  cette  dernière  Tangente,  prifès  entre  fon 
point  d’attouchement  A & les  deux  premières , feront 
égales  entr’elles.  Car  ayant  mené  par  le  point  d’attou- 
chement A le  diamètre  AB,  il  eft  clair  que  la  ligne 
M N eft  ordonnée  de  part  & d’autre  à ce  diamètre  , 
puifqu’ellé  eft  parallèle  a la  Tangente  FL  qui  parte  par 
fon  extrémité  A ; & qu’ainfi  il  la  coupe  par  le  milieu  en 
* Art.  189.  b,  ôc  paflè  * par  confequent  par  le  point  de  rencontre 
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T des  deux  Tangentes  MF,  N L J où  bien  il  leur  fera 
parallèle,  fi  la  ligne  M N eft  * un  diamètre.  Or  il  eft  'Art.  i8j. 
vifible  en  l’un  & l’autre  cas , que  F L fera  divifé  en  deux 
partie  égales  au  point  Aqp  ar  le  diamètre  A B J puifque 
MN  l’eft  en  P parce  même  diamètre. 

CHAPITRE  III. 

De  la  Parabole  & de  C Hyperbole  en  particulier. 

P'R  O P O S I T I O N XVII. 

Theorême. 

D A N S une  Parabole  toute  ordonnée  MPN  de  Fig.  ut, 
fart  & £ autre  à un  diamètre  AB , eft  coupée  en  deux  égale- 
ment par  ce  diamètre  au  point  P : ce  qui  eft  réciproque. 

Ayant  fait  palier  parla  ligne  MN  un  plan  Elliptique, 

• il  formera  dans  le  plan  touchant  S D E parallèle  au  plan 
Parabolique,  une  Tangente  DE  parallèle  à MN.  De 
plus  le  plan  S AF  mené  par  le  Sommet  S du  cône , Sc 
par  la  Tangente  A F qui  palTe  par  l'origine  A du  dia- 
mètre AB , formera  dans  le  plan  Elliptique  une  Tan- 
gente a fi  & la  ligne  Da  qui  joint  les  points  d’attouche- 
ment des  deux  Tangentes  DE,  paffera  par  le  point 
P 5 puifque  le  diamètre  AB  eft  parallèle  au  côte  tou- 
chant S D.  Cela  pofé. 

Puifque  par  la iuppofition  * les  detfx  lignes  AF,  MN,  *Dtf.  14. 
font  parallèles  entr’elles;  il  s’enfuitque  laTangente  afc^ii 
eft  la  commune  Séâion  de  deux  plans  qui  paflène  par  ces 
deux  lignes,  fera  parallèle  à MNi  & par  conséquent  à DE. 

D’où  l’on  voit  * que  la  ligne  D a,  qui  joint  les  points  d’at-  * Dtf.  1 j. 
touchement  des  deux  Tangentes  parallèles  D E , af,  eft 
un  diamètre  de  l’Ellipfe  ; & qu’ainfi  la  ligne  M N qui 
eft  parallèle  à ces  Tangentes  Sc  terminée  par  l’Ellipie, 
fera  * divifée  en  deux  egalement  au  point  P.  *Art. 

Maintenant  pour  prouver  la  convcrfe,  on  mener» 

B b iij 
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* Art.  x(j.  dans  le  plan  de  la  Parabole  * une  Tangente^/"  paral- 

lèle à la  ligne  MN ; £c  ayant  ciré  parle  point  d’attou- 
chement A un  diamètre  AB,  il  aura  pour  ordonnée 

*Dtf  i+.*  de  part  & d’autre  * la  ligne  M N,  qu’il  divifèrapar  con- 
‘ féquent  en  deux  parties  égales  au  point  P félon  ce  qu’on 
vient  de  démontrer.  Or  comme  il  n’y  a qu’un  féul  dia- 

* Art.  168.  mètre  * qui  puiHè  palier  par  le  point  de  milieu  P de  1a 

ligne  MN,  il  s’enfuit  &c. 

Corollaire. 

. 191*  T*)e-la  il  eft  e'vident  que  fî  l’ofi  mène  par  deux  * 

points  quelconques  P , Qj  d’un  diamètre  AB  deux  or- 
données de  part  & d’autre  M P N,  O QJR.  ; on  aura 

* Art.  *77.  toujours  * MP*  P N ou  PM \ 0 Q*QJI  ou  QO  : : 

A P.  A f^C’eft  à dire  que  les  quarres  de  deux  ordon- 
nées quelconques  P M , QO , à un  diamètre  AB,  fe- 
ront toujours  entr’eux,  comme  les  parties  AP,  A Q^ 
de  ce  diamètre  prifé»  depuis  fon  origine  A jufqu’à  ces 
mêmes  ordonnées. 

PROPOSITION  XVIII. 

Theorême.  • 

Fie.  iji.  J .9 J.  S1  par  un  point  quelconque  M d'une  Parabole.,  ton 

mène  une  ordonnée  MP  À tel  de  [es  diamètres  A B qu’on  vou- 
dra , & une  Tangente  MT  qui  rencontre  en  T ce  diamètre 
prolongé  au  delà  de  fin  origine  A : je  dis  que  fes  parties  A P, 

AT,  feront  égales, 

La  même  préparation  étant  faite  cjue  dans  la  Propo- 
fition  précédente,  foit  de  plus  mené  par  le  Sommet  5 
du  cône  &>par  la  Tangente  M T,  le  plan  touchant 
ST  M qui  formera  dans  le  plan  Elliptique  la  Tangen- 
te MH,  laquelle  rencontrera  le  diamètre  D<*de  l’EL 
lipfë  en  un  point  H par  ou  paflera  la  ligne  S T i & foie 
enfin  tirée  la  droite  T G parallèle  à S A.  Ceci  bien  en- 

* An.  187..  tendu , on  aura  * D H.  H a;:  D P,  Pu  ,&i  ( altcrnando  ) 
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DH.  DP::  Ha.  P a.  Mais  à caufe  des  parallèles 
AB,  SD,  8c  SA,  TG  ; il  eft  clair  que  JÜH.  DP:: 

SH.  ST  : : Ha.  G a.  Donc  Ha.  P a : : H a.  G a.  Donc 
iuffi  Pa  = Ga;  8c  par  conféquent  AP —AT.  Ce  qu'il 
falloit  démontrer. 

PROPOSITION  XIX, 

, Theorême. 

1 9 4* Dans  les  Hyperboles  oppofies  tout  diamètre  A B f 1 c. 
faffe  par  le  point  £ interjection  C des  deux  afÿmptotes , & y 
eft  coupé  en  deux  également  : ce  qui  eft  réciproque. 

On  nommera  ce  point.  Centre.  • 

Soie  H S h une  des  deux  communes  Sections  du  plan 
parallèle  au  plan  Hyperbolique,  & des  deux  furfaces 
Coniques  oppofées  i & foit  l’Alymptote  FG  formée  par  la 
rencontre  au  plan  Hyperbolique  avec  celui  qui  touche  ces 
deux  furfaces  en  cette  ligne  HS  h.  Soient  menées  par  les 
Tangentes  parallèles  At',BG ,qui  pafîentpar  lesextre- 
mitésdu  diamètre  AB , 8c  qui  rencontrent  l’Afymptote 
F G aux  points  F ,C>deux  plans  Elliptiquesparalleles  ; ils 
formeront  dans  le  plan  touchant  qui  pafle  par  le  côté 
H S b,  les  Tangentes  parallèles  F H,  Ghf,  8c  dans  le 
plan  touchant  S AF  les  Tangentes  parallèles  AF , af 
Cela  pofé,  les  lignes  parallèles  F H,  G h , étant  ren- 
fermées entre  les  deux-  autres  parallèles  FG,  Hh,  fe- 
ront égales  entr’elles  ; 8c  les  triangles  Semblables 
S H F,  Shf,  8c  S F A,  S fa,  donneront  cette  propor- 
tion , H F.  hfitS  F.  sf  : : FA.  fa.  Et  partant  H F.  FA:: 
hf.  fa-.-A  hG , G B.  Donc  puifque  H F=bG,  il  s’en-  * ^ 
fuit  que  AF—BG\  8c  àcaufè  des  triangles  fèmblables 
ACF,  B CG , que  AC^CB:  c’eft  i dire  que  l’A- 
fymptote F G paiîè  par  le  point  de  milieu  C du  diamètre 
AB.  On  prouvera.de  même  que  l’autre  Afymptote 
paflera  encore  par  le  point  de  milieu  C dû  diamètre 
‘AB > d’où  l’on  voit  que  le  diamètre  AB  paflèpar  le 
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point  d’intcrfédion  C des  deux  Afymptotes,  & y eft 

coupé  en  deux  parties  égales. 

‘ Soit  à prefent  une  ligne-  A B qui  paflànt  par  le  point 
d’interfédion  C des  deux  Afymptotes,  rencontre  les 
Hyperboles  oppolees  aux  points  A, B.  Si  l’on  mene  par 
le  point  A la  Tangente  AF,  8c  à l’Hyperbole  op- 
* Art.  x6j.  pofec  une  Tangente  DG  ’ parallèle  à AF  i il  eft 
clair  parce  qu’on  vient  de  prouver  que  la  ligne  A D 
qui  joint  les  point  d’attouchemens  de  ces  deux  Tangen- 
tes étant  un  diamètre , paflèra  par  le  point  d’interfédion 
C des  Afymptotes.  Elle  le  confondra  donc  avec  la  ligne 
•Hyp.  P qui  pâlie  aulfi  * par  les  deux  mêmes  points  A,  C: 
c'eft  à dire  que  le  point  D tombera  fur  le  point  B. 
C’eft  pourquoi  cette  ligne  AB  fera  un  diamètre,  & par- 
tant coupée  en  deux  parties  égales  au  point  C. 

• Corollaire. 


19  S'  De-la  on  voit -que  d’un  point  donné  au  de- 
dans d’une  Hyperbole , on  ne  peut  mener  qu’un  lèul  dia- 
mètre ; puifqu’il  n’y  a qu’une  lèule  ligne  qui  puifle  paft 
fer  par  ce  point , 8c  par  le  centre. 

PROPOSITION  XX. 

Theorcme. 

F io.  ijj.  Dan  s Us  Hyperboles  oppofees  toute  ordonnée 

MP  N de  part  & £ autre  à un  diamètre  AB,  f/  coupée  en 
deux  également  par  ce  diamètre  au  point  P : ce  qui  eft  reci~ 
proque. 

Ayant  fait  palier  par  la  ligne  M 2A  un  plan  Ellipti- 
que, il  formera  dans  les  deux  plans  touenans  S AF, 
SBG,  deux  Tangentes  af,  bgi  8c  la  ligne  a b qui  joint 
les  points  d’attouchemens  de  ces  deyx  Tangentes,  étant 
la  commune  Sédion  du  plan  Elliptique  & du  plan  SAB, 
paflèra  par  le  point  P , Or  puifque  par  la  fuppofition 
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les  deux  lignes  AT . M N,  font  parallèles,  il  s’enfuit  que 
la  ligne  af  qui  eft  la  commune  Séûion  de  deux  plans  , 
qui  paflènt  par  ces  deux  lignes,  fera  parallèle  à M N. 

Par  la  même  raifon  la  Tangente  b g commune  Section 
du  plan  Elliptique  & du  plan  touchant  S3G,  lefquelspafi 
font  par  les  deux  parallèles  M N , 3G,  fora  parallèle 
à M A.  Les  deux  Tangentes  af,b<^,  feront  donc  pa- 
rallèles entr’elles:  d’ou  il  fuit  que  la  ligne  a b * eft  un  *T)ef  ij. 
diamètre  de  l’Ellipfe  j & qu’ainu  la  ligne  M N * eft  di-  *Art.  i8i. 
vifc'e  en  deux  parties  égales  au  point  P. 

Maintenant  pour  prouver  la  converfe , on  mènera 
dans  le  plan  des  Hyperboles  * deux  Tangentes  A F,  BG,  * Art.  167. 
parallèles  à la  ligne  M N terminée  par  l’Hyperbole  ; & 
ayant  tiré  par  leurs  points  d’attouenemens  le  diamètre 
A3 , il  eft  clair  félon  la  Définition  quatorzième,  que  ce 
diamètre  aura  pour  ordonnée  de  part  & d’autre  la  ligne 
MN  j & qu’ainfi  il  la  coupera  félon  ce  qu’on  le  vient  de 
démontrer  , en  deux  parties  égales  au  point  P.  Or  com- 
me il  n’y  a qu’un  foui  diamètre  * qui  puiflè  paflêr  parce  * Art.  195, 

foint,  il  s’enfuit  que  fi  une  ligne  M N terminée  par  une 
lyperbole  , eft  coupée  en  deux  également  en  P par  un 
diamètre  A3,  elle  fora  ordonnée  de  part  & d’autre  à 
ce  diamètre.  • ’ 

Corollaire. 

Z97.  D e-la  il  eft  évident  que  fi  l’on  mene  deux 
ordonnées  de  part  & d’autre  MP  N , OQJR,  à un  dia- 
metre  A3,  on  aura  toujours  * M P*  P N.  ou  PM’’.  * Art.  17;. 
O Q*  QJL  °u  A P*  PB.  AQxQB.  C’eftàdire 

&c. 

PROPOSITION  XXI. 

Theorême. 

198.  Si  taT  en  p oint  quelconque  M d'une  Hyperbole,  Fis.  154, 
ton  mené  une  Tangente  M F G qui  rencontre  deux  autres 
Tangentes  parallèles  AF,  B G , aux  points  F , G:  je  dis 
que  MF.  MG  : : AF.  B G.  Ce 
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Ayant  mené  deux  plans  Elliptiques  parallèles  qui pa£ 
lent  par  les  Tangentes  A F,  B G ; iis  formeront  dans  le 
plan  touchant  S MG  deux  Tangentes  H fi , h G,  paral- 
lèles entr’elles  ; 8c  le  plan  Elliptique  qui  paflè  par  BGy 
formera  dans  le  plan  touchant  SA  F,  une  Tangente 
„ af  qui  rencontrera  la  Tangente  hG  au  point  f où  la  ligne 
-F.9  rencontre  ce  plan  Elliprique.Celapofe,  lesTangentes 
af,  B G , feront  parallèles  entr’elles  ; puifqu’ellcs  lelont 
* Art.  chacune  A la  Tangente  AF:  8c  partant  * on  aura  B G. 

G h ::  af  fh  ( à caufè  des  triangles  femblables  Shf, 
SH  F ,8c  Saf,  SA  F,)::  A F.  F H.Dovsc  BG.A  F :i 
G h.  F H ( à caufè  des  triangles  femblables  MGh,  MF  H,) 
î:  MG.  MF.  Ce  qu'il falloit  démontrer. 

Il  eft  viflble  qu’on  peut  tirer  de  cette  Proportion  les 
mêmes  Corollaires,  que  dans  l’Ellipfè  art.  187. 188.  *87. 
& 190.  c’eft  pourquoi  je  ne  m’amu ferai  point  à les  re- 
ecer. 

PROPOSITION  XXII. 

Theorême. 

Fie . tjf.  *99’  Si  tmc  ligte  droite  F G terminée  parles  Afympto - 
tes  dune  Hyperbole , la  touche  en  un  point  h -,  je  dit  que  cette 
ligne  droite  y fera  coupée  en  deux  parties  égales. 

Soient  menés  par  le  Sommet  S du  cône , 8c  par  les 
deuxAfvmptotes  CF, CG,  deux  plans,  lefquels  coucheront 
* Dtf. k,  * la  fiirface  Conique  dans  les  côtés  SM,  SH,. où  la 
plan  MSN  parallèle  au  plan  Hyperbolique  la  rencon- 
tre. Soit  mené  un  plan  Elliptique  qui  pafle  par  la  droite 
FG>  il  formera  dans  les  deux  plans  touchans  deux  Tan- 

Sentes  MF » N G,  8c  dans  le  plan-  MSN  une  ligne 
roite  MN  parallèle  à FG,  8c  qui  joint  les  points  d’at- 
touchemens  de  ces  deux  Tangences.  Cela  pofé,  il  eft. 

* Art.  1)9.  viflble  que  la  ligne  F G * eft  coupée  en  deux  parties  éga- 
les au  point  A 5 puifqa’elle  touche  dans  ce  point  i’Elfip- 
fê , auüLbien  que  l’Hyperbole^ 
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Corollaire  I. 

300.  Comme  il  ne  peut  y avoir  qu’une  feule  ligne 
F G qui  paflànt  par  un  point  donné  A au  dedans  d’un 
angle  ACG,  & étant  terminée  par  fes  côtés.  Toit  cou- 
pée en  deux  également  par  ce  point  Ai  il  s’enfuit  que  fi 
une  ligne  droite  F G terminée  ^tr  les  Afymptotes  d’une 
Hyperbole,  la  rencontre  en  un  point  A qui  la  divifè  cette 
droite  AG  deux  parties  égales,  elle  touchera  l'Hyperbole 
en  ce  point. 

Corollaire  II. 

301.  De  -la  on  voit  que  pour  mener  d’un  point  don- 
né A fur  une  Hyperbole  dont  les  Afymptotes  CF,  CG, 
font  données,  une  Tangente  FA  G i il  n’y  a qu'à  tirer  la 
ligne  AD  parallèle  à l’une  des  Afymptotes  CG,  & ter- 
minée par  l'autre  ; & ayant  pris  la  partie  DF  égale  à CD, 
tirer  la  ligne  FA  G:  elle  fera  la  Tangente  cherchée.  Car 
à caufe  destriangles  femblables  FCG,  FDA,  la  ligne 
FG  fera  coupée  par  le  milieu  en  Ai  puifque*  CF  l’eft  en  D.  * Hjfl 

Corollaire  «III. 

301.  Si  l’on  joint  deux  points  quelconques  M , AT,  Fie.  15 S. 
d’une  Hyperbole  MA  N par  une  ligne  droite  qui  ren- 
contre les  Afymptotes  aux  points  H , K i les  deux  parties 
MH,  NK,  de  cette  droite  renfermées  entre  l'Hyper- 
bole & les  Afymptotes , feront  égales  entr’elles.  Car 
ayant  mené  par  le  point  P milieu  de  M N,  le  diamètre 
CA  ; & par  le  point  A où  ce  diamètre  rencontre  l’Hy- 

Îierbole  ,1a  ligne  A G parallèle  à M N,  & terminée  par 
es  Afymptotes  : il  eft  clair  * que  cette  ligne  AG  fera  *Art.  19g. 
Tangente  en  A ;&  par  confëquent’  divifée  en  deux  par-  *Art.  199, 
ties  égales  en  ce  point.  D’où  il  eft  clair,  à caufe  des  trian- 
gles femblables  CAF,  CPH,  & CAG,  CP  K,  que 
PH^PKibi  par  conféquent  MH=zNK. 

Ce  ij 
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Corollaire  IV. 

f i «.  iyj.  30J.  Si  d’un  point  donné  A furune  Hyperbole , l'on 
tire  deux  droites  AF , AG , terminées  par  les  Afymp- 
totes  ; & que  d’un  autre  point  quelconque  M de  la  me- 
me Hyperbole,  ou  de  Ton  oppolee , on  tire  deux  autres 
droites  MH , MK,  terminée  auffi  par  les  Afymptotes, 
& parallèles  aux  deux  premières  AF,  AG'.  je  dis  que 
FAxAG=HMxMK. 

Car  i°.  Lorfque  les  deux  points  A,  M,  tombent  fur  la 
même  Hyperbole  5 ayant  joint  ces  deux  points  A,  M,  par 
une  ligne  droite  qui  rencontre  les  Afymptotes  en  P 8c 
les  triangles  lëmblables  FA  F,  P MH,  8c  QMK, 
Q^A  G , donneront  ces  deux  proportions , A F.  MH  : : 
*Art.  joi.  Ap,  M p * . . m AQj:  MK.  A G.  ce  qui 
donne , en  multipliant  les  extrêmes  Sc  les  moyens , 
F A*  AG— H M*  MK. 

i°.  Lorfque  les  points  A , M,  tombent  fur  les  deux 
Hyperboles  oppofees  j ayant  mené  par  le  point  donné 
A fie  par  le  centre  C,  le  diamètre  AB , 8c  tiré  les  droi- 
tes B D,  PE,  parallèles  i AF , AG , & terminées  par 
les  mêmes  Afymptotes  5 il  eft  clair  que  les  triangles 
CAF , CFD  , 8c  CAG,  CB  £,  feront  femblables  8c 
Art.  194.  je  pjus  égaux  entr’eux,  puifque  * CA=CB.  C’eft 
pourquoi  BD  = AF , 8c  BE=AG  ; 8c  partant  DB*BE 
= F AxAG.  Or  félon  le  cas  précédent  KMxmHL 
= DBxBE . Donc  auffi  FA*AG—KM*MH. 

Avertissement, 

• 

Je  raillé  les  autres  propietés  des  Afymptotes,  & des 
Diamètres  conjugués,  parcequ’elles  fé  tirent  de  celles- 
ci  fur  le  plan,  comme  l’on  a fait  dans  le  troifiéme  Li- 
vre ; mon  deflein  n’étant  ici  que  de  faire  voirde  quel- 
le utilité  peut  être  la  confédération  du  Solide  , pour 
démontrer  tout  à la.  fois  8c  fans  aucun  calcul , les  pro- 
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prietcs  de  tous  les  Diamètres,  des  Tangentes,  ôc  des 
Afymptotes;  d’où  dépendent  toutes  les  autres.  C’eft 
ce  que  je  crois  avoir  exécuté  d’une  manière  fort  aifée , 
& entièrement  nouvelle  5 puiique  je  ne  me  fuis  point 
lèrvi  de  lignes  coupées  harmoniquement,  comme  onc 
fait  les  Geometres  Modernes  après  M".  Pafchal  fie 
De/argues  ; ce  qui  les  a obligés  d’avoir  recours  à un 
grand  nombre  de  Lemmes,  dont  les  démonftrations 
feules  me  paroilTent  auill  longues  que  celles  de  tout  ce 
Livre. 


F i c.  ijî. 
*)>• 


F i a.  ijS. 


*o£ 


LIVRE  SEPTIEME- 
lieux  Géométriques. 

De' FINITION  I. 

Soient  deux  droites  inconnues  & indéterminées 
A P,  PM,  qui  faflfent  entr'elles  un  angle  AP  M 
donné  ou  prisa  volonté  ; & dont  Tune  A P que  j’appel- 
lerai toujours  x , ait  un  commencement  fixe  au  point 
A y 6 C s'étende  indéfiniment  le  long  d'une  ligne  droite 
donnée  de  pofition;  & l’autre  PM  que  je  nommerai/, 
en  change  continuellement , & foit  toujours  parallè- 
le a elle- même  : c’efi:  à dire  que  toutes  les  droites 
Ç M doivent  être  parallèles  entr’elles.  Soit  de  plus 
une  équation  qui  ne  renferme  que  ces  deux  inconnues 
x Scy  mêlées  avec  des  connues,  & qui  exprime  la  rela- 
tion de  chaque  indéterminée  A P ( x ) à fa  correlpon- 
dante  PM  [y  ).  La  ligne  droite  ou  courbe  qui  pafle 
par  les  extrémités  de  toutes  les  valeurs  de  y , c’eft  à dire, 
par  tous  les.  points  M , eft  appellée  en  général  un  Lieu 
Géométrique , & en  particulier  le  Lieu  de  cette  équa. 
tion, 

Suppofons,  par  exemple, que  l’équation y-=.  y doive 

exprimer  toujours  la  relation  de  AP  {x)  à PM  (y) 
qui  font  entr’elles  un  angle  donné  ou  pris  à volonté 
A PM.  Ayant  pris  fur  la  ligne  AP  la  partie  AB— a, 
& de  B mené  B E = 6 parallèle  à PM  & du  même 
côté  j la  droite  indéfinie  AE  fera  nommée  en  général 
•M  Lieu  Géométrique . & en  particulier  le  Lieu  de  cette 
équation.  Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quel- 
conques M la  droite  MP  parallèle  à B E , les  trian- 
gles femblables  ABE,  ATM , donneront  toujours 
cette  proportion , A B ( a ) . B E (£)::  AP  [x).  PM 

(/)  = Et  partant  la  droite  A E eft  le  lieu  de  tous 
les  points  M. 


m 
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De  même  Ci  yy—aa-xx  exprime  la  relation  de  Fig.  159. 
A P à.  PM,  8c  que  l'angle.  AP M foie  droit } la  cir- 
conférence d’un  cercle  qui  a pour  rayon  la  droite  AB 
z=.à  prifè  fuç  la  ligne  A P , fera,  appellée  en  général  un 
Lieu  Géométrique  ,&  en  particulier  le  Lieu  de  cette  équa- 
tion. Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques 
M , la  perpendiculaire  MP  (y  ),  on  aura  toujours  par 
la  propriété  du  cercle , P Ai  (yy)=  DPx  PB  {aa—xx) 
en  prenant  iî  O pour  le  diamètre  de  ce  cercle.  D’où  l’on 
voit  que  fa  circonfernce  eft  le  lieu  de  tous  les  points  M. 

R E M A R QJJ  E. 

304.  Sx  après  avoir  fuppofè  que  les  PM  fendent  fio, 
vers  un  certain  côté  de  la  ligne  A B , comme  vers  Q,  I 
on  fuppofè  enfuite  qu'elles  tendent  vers  le  côté  oppo- 
fc,  comme  vers  G J il  faut  remarquer  que  leurs  valeurs 
deviennent  négatives  de  pofitives  qu’elles  éroient,  8c 
qu’ainfi  on  a pourlors  PM=—y.  De  meme  fi  après 
avoir  fuppofè  que  les  points  P combent  d’un  certain 
côté  par  rapport  au  point  A , comme  du  côté  de  Z?,  on 
fuppofè  enfuite  qu’ils  tombent  du  côté  oppofé,  comme 
vers  Di  les  AP  deviendront  négatives  de  pofitives 
qu’elles  étoient , ôe  on  aura  par  conféquent  A P— — x. 

Les  pofitives  de  ces  valeurs  s’appellent  au (11  Valeurs 
vraies  i 8c  les  négatives.  Valeur  s faujfes.  Or  un  lieu  Géo- 
métrique doit  palier  par  les  extrémités  de  toutes  les  va- 
leurs tant  vraies  que  rauflés  de  l’inconnue^,  qui  répon- 
dent aux  valeurs  tant  vraies  que  fauflès  de  l’autre  incon- 
nue x.  Si  donc  l’on  mene  la  droite  Q AG  parallèle  à 
PM , un  lieu  Géométrique  pourra  Ce  trouver  dans  les 
quatre  angles  BAQ3  BAG , G AD,  DAQ^  comme  dans 
le  fécond  exemple  {fig.  159.  ) T ou  feulement  dans  quel- 
ques-uns de  ces  angles  comme  dans  le  premier  [fig.  158.  )- 
Car  fuppofè  dans  le  fécond  exemple  , qu’on  faflè  d’a- 
bord A P zzzx , 8c  PM=y , en  prenant  le  point  M fur 
. le  quart  QB  de  la  circonférence  -,  fi  enfuite  le  poinc^Vf 
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eft  pris  fur  le  quart  G B , on  aura  AP—x , & PM=:—y  ; 
s’il  eft  pris  fur  DG,  on  aura  A P—  — x , & PM——yi 
& enfin  s’il  eft  pris  liir  D QjOn  aura  A P=  — x ,.&c 
PM—y>  êc  il  viendra  toujours  dans  tous  ces  cas  par  la 
propriété  du  cercle,  la  même  équation^ — aa — xxi  parce 
que  lesquarrés  de;+y£cde  fontles  mêmes  dans  tous 

ces  cas,  lçavoirj^êc  xx.  De  même  dans  le  premier  exem- 
ple, fi  en  prenant  d’abord  le  point  Afdu  côté  de  E fiir  AE, 
dans  l’angle  QAP,on  fait  A P —x,  ScPM—y-,  Ce 
point  M pris  enfuite  fur  EA  prolongée  du  côté  de  A 
dans  l’angle  GA D,  donnera  AP— — x,  & PM=—y } 

& à caufe  des  triangles  femblables  A BE,  AP  M,  on 
formera  cette  proportion  AB  {a).  BE  (b)::AP(—x) 

PM  (~-y)——~-,  & partant  y,  qui  eft  la  même 

équation  que  l’on  trouve  en  fupppfant  que  le  point  M 
tombe  dans  l’angle  B A Q. 

Avertissement, 

Lorfqu’il  s’agira  dans  la  fuite  de  conftruire  le  lieu 
d’une  équation  donnée, on  fuppofera  toujours  que  AP 
(x)  6c  PM  (y)  foient  pofirives,  c’eft  à dire  que  tous 
les  points  M tombent  dans  le  même  angle  BAq.  Et 
on  prendra  pour  le  lieu  de  l’équation  donnée  la  por- 
tion du  lieu  qui  fera  renfermée  dans  cet  angle. 

D e'  F I N i t i o n IL 

Les  anciens  Geometres  ontappellé  Lieux  plans,  ceux 
qui  font  des  lignes  droites, ou  des  cercles  ; Solides,  ceux 
qui  font  des  Paraboles , des  Ellipfes , ou  des  Hyperbo- 
les. Mais  les  Modernes  diftribuënt  les  lieux  Géométri- 
ques en  differens  degrés:  ils  comprennent  fous  le  pre- 
mier tous  ceux  où  les  inconnues  x Scy  n’ont  qu’une  di- 
menfion  dans  leurs  équations  ; fous  le  fécond,  tous  ceux 
où  elles  n’en  ont  que  deux  ; fous  le  troifiéme , tous  ceux 
où  elles  n’en  ont  que  trois } & ainfi  de  fuite.  Où  l’on  . 

doit 
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doit  obfërver  que  les  inconnues  * & y ne  fe  doivent 
point  multiplier  l’une  l’autre  dans  le  premier  degré  ; 
qu’elles  ne  doivent  faire  au  plus  enfêmole  qu’un  pro- 
duit de  deux  dimenfions  xy  dans  le  fécond,  un  de  trois 
x xy  ou  xyy  dans  le  troifiéme,  &c. 

De' finition  III. 


Les  termes  de  l’équation  d’un  lieu , font  regardés 
comme  differens  entr%üx  lorfque  l’une  ou  l’autre  des 
inconnues  x &c  y,  ou  toutes  les  deux  jointes  enlêmble 
s’y  trouvent  avec  différentes  dimenfions.  Ainfi  dans  le 

J f , • hx 

premiir  degré  fi  l’on  propofe  l’équation/  — H=o, 

les  termes  y , — y , c , feront  differens  -,  & de  même 
dans  le  fécond  , fi  l’on  propofoit^y — |-^  — xey—^ 
— ^ les  termes  yy , — , — icy , 
~ , g x — H hx,—bh  — |-  / / , fêroient  chacun  differens. 

Avertissement. 


Je  n’expliquerai  ici  en  détail  que  les  lieux  du  pre- 
mier & du  fécond  degré;  ce  que  j’en  dirai  donnera 
beaucoup  d’ouverture  pour  conflruire  des  lieux  plus 
compofês.  dans  les  cas  particuliers  qui  fe  peuvent  ren- 
contrer: on  en  trouvera  même  quelques  exemples  dans 
la  fuite.  Mon  deiïein  efl  donc  de  donner  dans  ce  Livre 
une  méthode  générale  pour  conflruire  les  lieux  du  pre- 
mier & du  fçcond  degre,  leurs  équations  étant  donnéesj 
& de  faire  voir  que  le  premier  ne  renferme  que  la  li- 
gne droite  ; & que  le  fetond  ne  renferme  de  même  que 
la  Parabole , l’Ellipfê  & le  Cercle , l’Hyperbole  & les  Hy-  ' 
perboles  oppofées. 


. * 
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Demande. 

30  j.  O"  demande  qtion  puillè  réduire  fous  une 
fradion  fimple  & abregee  toute^  quantité  littérale 
donnée , fi  compofée  qu’elle  puifle  ctre. 

On  demande  par  exemple  , i°.  Qu’on  puiflê  pren- 
dre une  fraction  fimple  h~—  — > °ù  ^es  lettres 

ay  c >f  g y marquent  des  lignes  données.  i°.  Qu’on  puifl 
fè  trouver  une  feule  ligne  droite  i=  , où  le» 

lignes  droites  a,  b , c,e  ,f,  g,  font  données^  30.  Qu  on 
puillè  trouver  un  quatre  tt—ss 


frw— «w  v 1: 

rr  y ou  les  II- 

n+*f  y 


E A- bo  + *f  + 

gnes  a ,b  tc  xe3  f b , r,  font  données;  de  forte  qiu’ore 
r - . i/~  cu—tthh  Qn  enfèignera  ait 


ait  fon  côté  t—Vss- 


. . 1 r 

commencement  du  huitième  Livre  comment  cela  le 

fàir 

PROPOSITION  L 
Problème. 

J06.  Construire  tout  lieu  du  premier  degré , fin- 
équation  étant  donnée . * 

Lorfque  les  inconnues  x &cy  n’ont  qu’une  dimenuon 
dans  l’équation  propofée,  ôtque  leur  produit  xy  ne  s'y 
rencontre  point  ; le  lieu  de  cette  équation  fera  toujours 
une  ligne  droite,  & on  la  réduira  à l’une  des  quatre 
formules  lùivances. 

IV=  7 » l°-y  — T -+  f rJ  V = T <'?=*-  T« - 

dans  lefquelles  on  fuppolè  que  l’inconnue  y Ibif  déli- 
vrée de  fractions  r & que  la  rraftion  qui  multiplie  l’au- 

* Art.  jd j.  tre  inconnue  x foie  réduite  * fous  cette  expreffion 

tous  les  termes  connus  fous  cette  autre  c. 

Les  mêmes,  chofes  étant  pofées  que  dans  Fa  défini- 
tion première  „ on  conflruira  les  lieux  des  trois  demie- 
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r es  formules  de  la  maniéré  qui  fuit  ; car  pour  le  lieu  de 
la  première,  oft  l’a  déjà  conuruit  dans  cette  définition. 

Pour  confondre  le  lieu  de  la  féconde  formule  f 1 G>  l6a‘ 
y — j — 1-  c , on  prendra  fur  la  ligne  AP  la  partie  AB=ai 

& ayant  mené  les  droites^  E=i,  ^Z)=f,paralleles  à PM 
&dumêmèeôté,  on  tirera  la  ligne  AE  indéfinie  du  côté 
de  E,ôc  la  droite  indéfinie  DM  parallèle  à A F.  Je  disque 
cette  ligne  DM  renfermée  dans  î'angle/’^^fait  par  la  li- 
gne AP  & par  la  droite  ^£>menée  parallèlement  ï 
PM  & du  piême  côté , fera  le  lieu  de  cette  équation 
ou  formule.  Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quel- 
conques M la  ligne  MP  parallèle  à A Qjt  qui  ren- 
contre A E en  Fi  les  triangles  femblabies  ABE , APF% 

donneront  A B (a) . B E {b)::  AP  (x).  PF~  ^ .Et 
partant  PM  (y)  = PF  ( - )-+- FM { c). 

Le  lieu  de  la  troifiéme  formul ey—-^ — rfêcon-  pI0>I tfI‘ 
ftruit  en  cette  forte.  Ayant  prisAB=<t,  & mené  les  droites 
BE=i  ,AD=c>  parallèles  & P M > fça voir,  BE  du  même 
côté  que  AQ^&cAD  du  côté oppo/é  ; on  tirera  par  les 
points  A,  £,  la  droite  AE  indéfinie  du  côté  de  E,  & par  le 
point  D la  ligne  DM  parallèle  à AE,8c  qui  rencontre 
AP  en  G.  Je  dis  que  la  droite  indéfinie  GM  renfer- 
mée dans  l'angle  PAQ,  fera  le  lieu  qu’on  cherahe.  Car 

on  aura  toujours  PM  ( y ) — PF(1-^ }~FM(c). 

Enfin  pour  avoir  le  lieu  de  la  quatrième  formule  fie.  i fi». 
y = c—  ^ . Ayant  pris  fur  AP  la  partie  ABz=* , & mené 

les  droites  2?  AD=c,  parallèles  à P Mi  fçavoir,J?£ 

du  côté  oppofë,  & AD  du  même  côté  que  AQj^  on  tirera 
par  les  points^,  E,  la  ligne  AE  indéfinie  du  coté  de  E , 

& par  le  point  D la  ligne  DM  parallèle  à AE,&c  qui 
rencontre  en  G la  ligne  AP.  Je  dis  que  la  droite  DG 
renfermée  dans  l’angle  PA  fera,  le  lieu  cherché.  Car 
ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M la  ligne 

Dd  ij 
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M P parallèle  à A Q^Sc  qui  rencontre  AE  en  JP,  on 
aura  toujours  PM  {y)~  FM  ( c ) — PF  ( — ). 

Si  l’inconnue  x n’eft  multipliée  par  aucune  fraélion, 
les  quatre  formules  précédentes  fë  changeront  en  cel- 
les-ci. 

i°.y=x,  i°.  y=x — f-f,  i°.y=ix — c , ^.y=.C  — xt 
lelquelles  le  conftruifënt  de  la  même  maniéré , en  ob- 
lèrvant  de  prendre  la  droite  B E égale  À AB  que  l’on 
prend  de  telle  grandeur  qu’on  veut. 

R E M A R Q^U  E. 

# 507*1  l peut  arriver  que  l’équation  foit  un  lieu  à 

• la  ligne  droite,  quoiqu'elle  ne  renferme  qu’une  des  in- 

connues x ou  y}  ce  qui  donne  encore  ces  deux  nou- 
velles formules , y=  c , & xz=zt. 

fis.  16}.  Pour  conftruire  la  première  formuley=r.  Lesmêmes 

choies  étant  toujours  pofées  que  dans  la  définition  pre- 
mière j on  mènera  par  le  point  fixe  A , la  droite  AD~  c 
parallelea PMSc  du  même  côté,  on  tirera  enfuite  la 
droite  indéfinie  DM  parallèle  â AP:  je  dis  que  cette  ligne 
DM  fera  le  lieu  de  l’équation  propolée.  Car  ayant  mené 
d’un  de  fes  points  quelconques  M la  droite  MP  parallèle 
à AD, il  eft  clair  qu’on  aura  toujours  PM  ( y).— AD  ( c). 
fie.  1 64.  Pouj» conftruire  la  féconde  formule  x = r.  Ayant  pris 

AP=^c^  on  tirera  la  droite  indéfinie  PM  qui  fafte 
avec  AP  l’angle  A P M donné  ou  pris  à volonté  : je 
dis  qu’elle  léra  le  lieu  de  tous  les  points  M . Car  ayant 
mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M,  la  droite  MQ 
parallèle  à AP , & qui  rencontre  au  point  £?J’indéfinie 
A j2j>arallcle  à.  P M i il  eft  clair  qu’on  aura  toujours 
p {x)—c y de  quelque  grandeur  que  l’on 
puiflë  prendre  PM  ( y y 

Avertissement. 

Je  crois  qu’il  eft  à propos  pour  éclairer  l’elprit  de? 
Lecteurs  > ac  leur  donner  une  idée  de  la  méthode  donc 
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je  vais  me  fervir  pour  la  conftruéfion  des  lieux  du  fé- 
cond degrc.  Elle  confifte  à conftruire  d’abord  une  Pa- 
rabole en  forte  que  l’équation  qui  en  exprime  la  natu- 
re foit  la  plus  compofée  qu’il  fé  puifîe , de  faire  cnfuite 
la  même  chofë  dans  l’Ellipfé , 8c  dans  l’Hyperbole  rap- 
portée à fès  diamètres  8c  confiderée  entre  les  afympco- 
tes  ; ce  qui  fournit  des  équations  ou  formules  ^générales. 
J’examine  ce  qu’elles  ont  chacune  de  particulier , afin 
qu’une  équation  étant  propofée , je  puiile  connoître  à 
laquelle  de  ces  formules  elle  doit  erre  rapportée  $ 8c 
comparant  enfûite  tous  les  termes  avec  ceux  de  la  for- 
mule , j’en  tire  la  conftrtidion  du  lieu  de  cette  équation , 
en  obfërvant  certaines  remarques  qui  fervent  pour  tou- 
tes les  formules.  Tout  ceci  s’éclaircira  parfaitement 
dans  les  Lemmes  8c  Propofitions  qui  fuivent. 

LEMME  FONDAMENTAL 
Pour  la  contraction  des  lieux  à la  Parabole. 

308.  s oient  comme  dans  la  première  définition  Fie 
deux  lignes  droites  inconnues  & indéterminées  AP(x),  1S6. 
PM  (/)i  8c  foient  de  plus  des  lignes  droites  données 
m,n,p,f,s.  Cela  pofè. 

i°.  On  prendra  fur  la  ligne  AP,  la  partie  AB^=.m',  fio. 
ayant  mené  les  droites  B E=.n,  A D—r,  parallèles  à 
PM  8^  du  même  côté,  on  tirera  par  le  point  A la 
droite^f  que  j’appelle  é,&  par  le  point  D la  droite  in- 
définie DG  parallèle  àAEi  fur  laquelle  D G ayafltpris  la 
partie  D C=s  du  côte  de  PM,  on  décrira  * du  diame-  * An. 
tre  CG  qui  art  pour  paramétré  CH  —p,  8c  pour  or- 
données des  droites  parallèles  à PM , une  Parabole' 

CM  qui  s’étende  du  même  côté  que  AP.  Je  dis  que 
fa  portion  renfermée  dans  l’angle  PA  D,  fait  par  la  li- 
gne AP,  8c  par  une  ligne  AD  menée  par  le  point  fixe^ 

A parallèlement  à P M 8c  du  même  côté,  eft  le  fieu 
de  l’équation  ou  formule  fuivante, 

D d ri j 
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yy--„xy^^,xx-iry-+^x^rT~t\ 

Car  ayant  mené  d’un  des  points  quelconques  M de 
cette  portion  de  Parabole,  la  ligne  MP  qui  faflè  avec  AP 
l'angle  donné  ou  pris  à volonté^iW,  & qui  rencontre  les 
parallèles.  AE , DG, aux  points  F,  G ; les  triangles  fembla- 
Dles  ABF,  AP  F,  donneront  ces  deux  proportions,^^ 

(*M£(f)::^/’(j().^ouI)G=^.Et  AB  (w). 

BE[n)-.\  AP(x).  PF-^-  Et  par  conféquene  GM 

ou  PM— PF  — F G— y — ~ — r,  &cCG  ou  DG.—DC 

— 21  — /.  Or  la  Parabole  donne*  gm'^=CGxCH, 

laquelle  équation  le  change  en  la  precedente  en  met. 
tant  pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques.  Donc 
&c.  • 

i°.  On  mènera  par  le  point  fixe  A,  une  ligne  droite 
indéfinie  AQ^ parallèle  a PM  & du  même  côté;  & 
ayant  pris  fur  cette  ligne  la  partie  AB—m,  on  tirera 
j3E  — n parallèle  à AP  & du  même  coté  que  PM,  & 
par  les  points  déterminés  A,  F.,  la  ligne  AE  que  j’ap- 
pelle e } & ayant  pris  fur  AP  la  partie  AD  = r du  mê- 
me côté  que  PJrt , on  tirera  la  droite  indéfinie  D G 
parallèle  à AE  /fur  laquelle  on  prendra  la  partie  DC=s 
aufli  du  même  côté  de  PM.  On  décrira  enfuitc  * du  dia- 
mètre CG  qui  ait  pour  paramétré  CH~f,  & pour 
ordonnées  des  droites  parallèles  à AP,  une  ParaEole 
CM  qui  s’étende  du  même  côté  que  A Je  dis  que 
fa  portion  renfermée  dans  l’angle  B AP,  le  ra  le  lieu 
de  cette  fécondé,  équation  ou  formule. 

xx~^> x-f  *~yy~irx-+  ~y-+rr=z a. 

— ly—ïps. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M, 
la  ligne  iffijparallele  à AP,  & qui  rencontre  les  paral- 


1 Digitized  bv  Google 


Des  LIEUX  GEOMETRIQUES.  ÎIJ 
leles  AE1  DG,  aux  points  F, G ; les  triangles  fem- 
blables  ABE,  A QF , donneront  ces  deux  propor- 
tions, AB  ( m).AE  (r)  nAQ^mPM  [y).  AF  ou  DG 

= £•  E tAB  (m).BE[n)::AQ^).  £F=~-E t 

par  conféquentGjV/  ou  FG=x— — _r> 

& CG  ou  DG  DC=  2 — •/.  Or  la  Parabole  donne 

GM  —CG*C H , laquelle  équation  fo  change  en  la 
précédente  en  mettant  pour  ces  lignes  leurs  valeurs 
analytiques.  Donc  fcc. 

Corollaire. 

Il  eft  clair  i".  Que  dans  la  première  de  ces 
équations  ou  formules , le  quarré  y y fe  trouve  fans 
fraction,  & que  dans  la  féconde  c’eft  le  quarré  xx, 
i°.  Que  dans  ces  deux  formules  les  deux  quarrés  y y 
ic  xx  s’y  trouvent  avec  les  memes  lignes , en  forte  que 

16  Suarré  ^ de  la  moitié  de  la  fraction  ^ qui  mulet- 

Pjf®,  ^ xy>  multiplie  l’un  des  quarrés  xx  ou  y y > 
a ou  h fuit  que  fi  le  plan  xy  ne  fo  rencontroit  poin» 
dans  lune  ou  1 autre  de  ces  deux  formules,  le  quarré 

Mfixx  nnjy  _ ,■  ’ 1 

■W  ou  ^ ne  s y rencontreroit  point  non  plus , puif» 
qu  alors  la  fraction  donnée  — foroit  nulle. 

• m 

proposition  it 

Problème. 

^r°-  Construire  le  lieu  dune  équation  donnée  , 
ions  laquelle  le  plan  X v ne  fe  rencontrant  point , il  n'y  a quun 
des  deux  quarrés  xx  & y y;  ou  bien  le  plan  xy  s’y  rencon- 
trant , Us  deux  quarrés  XX  & y y s'y  rencontrent  aufft  avec 
les  mêmes  Jignes,  en  forte  que  U quarré  de  la  moitié  de  U 


* 
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f rail  ion  qui  multiplie  xy,  foit  égal  à cçlle  qui  multiplie  le 
quatre  de  l'une  des  inconnue  s.  On  fuppofe  toujours  qu'il  y ait 
un  des  quarrés  X x ou  y y qui  foit  délivré  de  {rallions. 

On  ccmiparera  chaque  terme  de  l’équation  donnée , 
avec  celui  qui  !i#répond  dans  la  première  formule  du 
Lemme  precedent , fi  le  quarré  y y s’y  rencontre  fans 
fraction  ; ou  avec  celui  qui  lui  répond  dans  la  féconde 
formule  , lorfque  c’eft  le  quarré  x x.  On  tirera  enfiiite 
de  la  comparailon  de  ces  termes , des  valeurs  des  quan- 
tités m,  n,p,  r,s,  par  le  moyen  defquelles  on  décrira 
comme  l’on  a enléigné  dans  le  Lemme  ( en  fe  lérvanc 
des  deux  Remarques  filivantes  ) une  Parabole  qui  fera, 
le  lieu  cherché. 


R E m a r <^o  E I. 

}!I.  i°.  On  prendra  pour  AB  [m)  telle  grandeur 
pofitivc  que  l’on  voudra.  i°.  Les  lignes  AB  {m) , B E 
(h)  étant  données,  la  ligne  A E (e)  l’eft  au/fi  puifque  9 
l’angle  ABE  eft  donné.  }°.  Lorfque  n — o,  la  ligne 
A E tombe  fur  AB,  c’eft  à dire , fur  AP  dans  la  con- 
ftruétion  de  la  première  formule,  & lur  AQà2.ns  celle  de 
Ja  fécondé  : alors  on  aura  AB  (m)  — AF.  ( e ) , puifque  les 

I joints  B,E,  fé  confondront  alors enfemble.  40.  Lorfque 
a valeur  de  l’une  des  quantités  n,  r,  s}  eft  négative,  il  faut 
prendre  ou  mener  la  ligne  qu’elle  exprime  du  côté  op- 
pofé  à celui  de  PM;  au  lieu  qu’il  la  faut  mener  ou 
meme  côté , comme  l’on  a fait  dans  le  Lemme  , lorfi. 
qu’elle  eft  pofidve. 

R E M A R QJU  E II. 

31t.  S’il  arrive  que  la  valeur  du  paramétré  CM 
( p ) foit  négative , il  faudra  que  la  Parabole  s’étende 
du  côté  oppofé  à celui  du  Lemme:  c’eft  â dire,  du  côté 
oppofé  à celui  vers  lequel  s’étend  l’indéterminée  AP  ^ 
dans  la  conftruclion  de  la  première  formule,  &.  l’indé- 
terminée 
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terminée  Aq  dans  celle  de  la  féconde.  Tout  ceci  s'é- 
claircira parfaitement  par  les  Exemples  qui  fuivent. 

Exemple  I. 

313*  Soit  yy—  iay  — bx—ycc  — o l’équation  don- 
née , dont  il  faut  conftruire  le  lieu. 

Comme  le  quar ré ;;yfe  trouve  ici  fansfra<ftion,jechoifis 
la  première  formule  * du  Lemme,  de  laquelle  comparant  * îoS* . 
chaque  terme  avec  celui  qui  lui  répond  dans  la  propofée , ”•  l" 
j’aii°.  — =0 , parce  que  le  plan  xy  ne  fe  rencontrant  point 
dans  la  propofée,  on  doit  regarder  ce  plan  comme  étant 
multiplié  par  zéro  ; d’où  je  tire  n=o,  &c  par  conféqucnt  * * Art,  5 r r. 
m =<\'^:’eft  pourquoi  effaçant  dans  la  formule  tous  les 

termes  ou  — ié  rencontre , & mettant  au  lieu  de  r la 

ttï 

valeur  m , je  trouve  yy  — iry  — fx  -yrr-+fs—o. 
x°.  La  comparaifon  des  termes  correfpond  ans  — 1 ry  & 

— ■lu  y donne  r—a.  30.  Celle  de  — fx  & — bx  fournit 
f—b.  40.  Celle  des  termes  où  les  inconnues  * & y ne 
fe  trouvent  point , donne  enfin  rr-\-ps=cc,  d’où  en 
mettant  pour  r êc  pleurs  valeurs  a&b,  je  tire  s—^~,  .. 

qui  eft  une  valeur  négative lorfque  a furpaffc  r, comme 
on  le  fuppofe  ici.  Je  n’ai  point  comparé  les  premiers 
termes  y y &c  y y entr’eux;  parce  qu’étant  précifément 
les  mêmes , cela  ne  feroit  rien  connoître.  Or  les  valeurs 
de  n , r,  p,  s,  étant  ainfi  déterminées , je  conftruits  le  t Art.  }o8. 
lieu  en  me  lérvant  de  la  conftruétion  * de  la  formule , & n.  1 1. 
obfervant  ce  qu’il  y a dans  la  première  * Remarque  en  * Art  }|K 
cette  forte. 

Puilque  BE  (»)=*,  les  points  B,  E,  fe  confondent, 

& la  ligne  A E tombe  * fur  AB;  c’eft  pourquoi  je  me-  *Art.  jii.' 
ne  d’abord  par  le  point  fixe  A la  ligne  AD  Çr)  =a  Fl  0 l6?, 
parallèle  à PM,  & du  même  côté  , parce  que  fa.  valeut 
ell: pofitive.  Je  tire  enfuite  DG  parallèle  i AP,  fur  la- 
quelle je  prends  DC—  — jp—  = — s du  coté  oppofe  à 

Ee 
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PM  i parceque  /=  J quieft  une  valeur  négative; 
T An,  iSt.  Je  décris  enfin  * du  diamètre  CG  ( qui  ait  pour  paramé- 
tré la  ligne  CH  (f  )=.£,&.  pour  ordonnées  des  droi- 
tes parallèles  à PM  ) une  Parabole } & je  dis  que  lés. 
deux  portions  OMM , RM  S,  renfermées  dans  l’an- 
gle PAO  fait  par  AP  &c  par  la  ligne  AO  menée  pa- 
rallèlement à PM  Sc  du  même  côté  , fera  le  lieu  de 
. ' l’équation  donnée. 

Car  menant  d’un  de  leurs  points  quelconques  M , la 
ligne  MP  qui  faflè  avec  AP  l’angle  donne  ou  pris  & 
volonté  APM,  8c  qui  rencontre  DG  au  point  G;  oit 
aura  GMz=y—a,  ou  GM=a —v,  félon  que  le  point  M 
tombera audelliis  ouaudeflbusdu  diamètre  CG  5 CG  ou- 
» Art.  iy.  DG—tCD~x — |- îüzzff  i 8c  partant  * par  la  propriété 

• de  la  Parabole,  GM  (yy—iaj — \-aa)=CGxCPT 

( bx-\-aa—cc),  c’efl  à dire  y y — x ay — bx — \tC(—«r 
qui  eft  l’équation  donnée.  Donc  Sec. 


R E M A R E- 

JI4-  S1  l’on  prolonge  AO  de  l’autre  côté  de  A veri 
JT,  il  faut  remarquer  , 

i°.  Que  la  portion  indéfinie  SM  de  laParabofe,  renfer- 
mée dans  l’angle  S A JP,  fera  le  lieu  de  toutes  les  valeurs, 
fàuflès  Se  de  l’inconnuëj^qui  répondent  aux  valeurs  vraies 
de  l’autre  inconnue  x dans  l’equation  donnée.  En  effet 
fi  l’on  prend  AP  plus  grande  que  AS,  8c  qu’on  mene 
PM  parallèle  à A JT,  8c  du  même  côté,  laquelle  rencon- 
*Art.  J04.  tre  la  portion  SM  en  M î l’on  aura  * PM— —y,  Sc 
partant  la  droite  G M ou  GP — V PM =a— y , Sc  on 
retrouvera  par  la  propriété  de  la  Parabole  comme  cu 
defliis  l’équation  donnée. 

i°.Que  la  portions  CO  de  cette  Parabole,  qui  tombe 
dans  l’angle  T AO  oppofé  au  fbmmet  à l’angle  SAJC, 
fera  le  lieu  de  coûtes  les  valeurs  vraies  de  l’inconnue^ 
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dans  l'cquation  donnée,  qui  répondent  aux  valeurs  faut 
fès  de  l’autre  inconnue*»  car  failànt  * AP  — — x,  on  *Art 
retrouvera  encore  l’équation  donnée. 

30.  Que  s’il  tomboit  une  portion  de  cette  Parabole 
dans  l’angle  T A JC  oppoft  au  fommet  à l’angle  PA  0 , 
elle  feroit  le  lieu  des  valeurs  fauflès  de  l’inconnue^,  qui 
répondroient  aux  valeurs  fauflès  de  l'autre  inconnue  x. 

De  forte  que  cette  Parabole  eft  le  lieu  complet  de  tou- 
tes les  valeurs  tant  vraies  que  fauflès  de  l’inconnuë  y , 

3ui  répondent  à toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  faunes 
e l’autre  inconnue  x,  dans  l’équation  donnée/^ — lay 
— b x — \-cc=v. 

D’où  l’on  voit  que  dans  cet  Exemple  il  y a deux  va- 
leurs vraies  PM,  PM,  de  l’inconnue^,  qui  rendent 
â la  même  valeur  vraie  A P de  l’autre  inconnue  x , 
lorfque  cette  ligne  AP  eft  moindre  que  AS  ; qu’il  y a 
une  valeur  vraie  PM,  une  fauflè — PM,  lorfque 
AP  furpaflè  A Si  qu’il  n’y  a qu’une  valeur  vraie  SK 
dey  , l’autre  étant  nulle  ou  zéro,  lorfque  AP=:ASi 
qu’il  y a deux  valeurs  vraies  PM,  PM,  de  l’inconnuë 
y,  qui  répondent  à la  même  valeur  fauflè — AP  de  l’in- 
connuë  * , lorfque  A P eft  moindre  que  A T > que  ces 
deux  valeurs  deviennent  égales  chacune  â la  Tangen- 
te TC,  lorlque  AP=zATi  & qu’eniin  fi  l’on  prenoit 
AP  (—*)  plus  grande  que  AT,  comme  l’appliquée 
PM  ne  rencontreroit  alors  la  Parabole  en  aucun  point, 
il  s’enlùivroit  qu’il  n’y  auroit  aucune  valeur  vraie  ou 
fauflè  de  l’inconnue^,  qui  pût  répondre  à cette  valeur 
fauflè  — AP  de  l'autre  inconnue  x:  c’eft  à dire  que  les 
valeurs  de  l’inconnuë  ^ deviendroient  en  ce  cas  imagi- 
naires. 

Tout  ceci  fe  doit  entendre  de  la  même  manière  dans 
tous  les  autres  Exemples  qui  fuivent,  tant  dans  la  Para- 
bole que  dans  les  autres  Sé&ions  Coniques  : de  forte 
que  la  Sédion  Conique  qu’on  trouvera,  fera  non- feule- 
ment le  lieu  de  toutes  les  valeurs  vraies  de  l’inconnue 
y par  rapport  aux  valeurs  vraies  de  l’autre  inconnue  xi 

Ee  ij 


no 
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mais  auffi  celui  de  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que 
faullès  de  l’inconnue  y par  rapport  aux  valeurs  tanc 
vraies  que  faillies  de  l’autre  inconnue  x. 

% 

Exemple  II. 

3IS‘  Soit  l’équation  donnée  xy — Y~^xx 

— Yxcy—bx — Ycc—o,  dont  il  faille conftruire  le  lieu. 

Comme  le  quarré  y y eft  ici  fans  fra&ion,  je  choifis 
de  même  que  dans  l’Exemple  précédent,  la  première 
*Art.  308.  formule* du  Lemme;  &:  j’ai  par  la  comparailon  de  lès 
”•  termes  avec  ceux  qui  leur  répondent  dans  la  propoféc, 

*Art.  311.  j0  ■ d’0ù  enfaifant  * m=ia , je  tire  n= — b. 

ma  9 

î*.  — — — } d’où  il  vient, comme  ci-delïus , » = — b. 

mm  aa 

30.  r — — c.  40. = — bi&c  partant  p=: 
mettant  pour  m,n,  r,  leurs  valeurs  a,  — b, — c, 
5°.  rr — Yps  = cc,  ce  qui  donne  r=<?,en  mettant  pour 
rr  fa  valeur  cc.  Or  ces  valeurs  de  m , r,  p,  s,  étant 

• Art.  308.  déterminées,  je  conftruis  le  lieu  de  cette  cqua- 

n.  ,,  ’ tion  en  me  fcrvant  de  la  conftru&ion  ’ de  la  première 

formule  en  cette  forte. 

F 1 c.  168.  Ayant  pris  fur  la  ligne  A P la  partie  A B[m)=.a  , 
je  mene  les  droites  B E — b=.—h,  A D — c — — rpa- 
raileles  à PM , & du  côté  oppofé,  parce  que  n — —b 
& r—  — c qui  font  des  valeurs  négatives.  Je  tire  enfùite 
par  les  points  déterminés  A , E , la  ligne  AE  (c)  qui  eft 
donnée,  & par  le  point  D la  ligne  D G parallèle  à AE. 
. Cela  fait  comme  DC  (s)  eft  nulle  ou  zéro , le  point 

* Art.  161.  C tombe  fur  Di  c’eft  pourquoi  je  décris*  du  diamètre 

DG[  qui  ait  pour  paramétré  D H{p)=.—~l~\  Scpour 
ordonnées  des  droites  parallèles  iPM)  une  Parabole  i 
& je  dis  que  la  portion  O M renfermée  dans  l’angle 
PA  H,  oh  l’on  luppolê  que  doivent  tomber  tous  les 
points  M , fera  le  lieu  de  l’équation  donnée. 
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Car  ayant  mené  d’un  de  Tes  points  quelconques  M, 
la  ligne  M P qui  fafïè  avec  A P l’angle  donne  ou  pis 
à volontés  PM,  & qui  rencontre  les  parallèles  AE, 

DG,  aux  points  F , G i les  triangles femblables^2?£, 

AP  F,  donnneront  ces  deux  proportions,  AB  (<*). 

AE  (?)  : \AP  ( x).  AF  ou  DG—  ~ . Et  AB  (a). 

BE  (h)  AP  (*) . PF= Et  par  conféquent  GM 
ou  PM — YP  F — \rFG=y — Y*j — hf.  Or  par  la  pro- 
• prieté  * de  la  Parabole , GM1  — GD*D  H,  c’eft  à dire,  * Art.  ij. 
en  mettant  les  valeurs  analytiques  ,yy — — xy — Y — xx 
— Yicy — bx — Ycczzzo.  Donc  &c. 

R E M A R QJJ  E I-  • 

}l6*  Si  lu  ligne  A P ne  coupoit  point  la  Parabole;,  p,  Itgf 
mais  qu’elle  la  touchât  ou  qu’elle  tombât  toute  entière 
au  dehors , il  s’enfuivroit  qu’aucun  des  points  cherchés 
M ne  pourroic  tomber  dans  l’angle  PAH , comme 
l’on  avoit  fûppofé  en  faifànt  la  conftruélion  ; & qu’ain- 
ii  il  n’y  auroïc  aucune  valeur  vraie  de  l’inconnue  y qui 
répondit  à une  valeur  vraie  de  l’autre  inconnue  x,  de 
quelque  grandeur  qu’elle  pût  être.  • 

Cette  Remarque  eft  générale  pour  tous  les  Exem- 
ples pareils  â celui-ci , non  feulement  dans  la  Parabole, 
mais  aufli  dans  les  autres  Sériions. 

R E M A R q^u  E II. 

317*  Il  eft  à propos  de  remarquer  que  fî  l’on  avoir 

Îiris  pour  AB  ( m ) une  autre  grandeur  que  a,  telle  qu’el- 
e put  être , les  valeurs  àe  B E {n)  de  A E (e)  chan- 
geraient à la  vérité  : mais  les  rapports  demeu- 

reraient toujours  les  mêmes  ; parce  que  dans  le  trian- 
gle ABE  l'angle  ABE  eft  donné , comme  auffi  la  raifon 

Ee  iij 
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du  côte  AB  au  côté  B E , fçavoir  dans  cet  Exemple 

n-  = * . Or  comme  il  n’y  a que  ces  raifons  de  £ , *- , qui 

fe  puilTcnt  trouver  dans  les  valeurs  de  f > r,  si  il  s’en- 
fuir que  ces  valeurs  demeurent  toujours  les  mêmes, 
telle  grandeur  poficive  que  l’on  puiflè  prendre  pour  la 
ligne  A B ( m ) : de  forte  qu’on  n’a  pris  m-=.a  que  pour 
rendre  la  conftruâion  plus  fimple.  Ce  que  l'on  doit 
toujours  obferver  dans  la  fuite. 

Exemple  III. 

JiS-On  demande  le  lieu  de  l’équation  donnée 

xb  bb  t / 1 bc 

XX — h — yx — h -~yy—  îc  x — \rby — — y — o . 

Comme  c’eft  ici  le  quarré  xx  qui  eft  délivré  de  frac- 
tions, je  choifif  la  fécondé  formule  * du  Lemme  } & 
j’ai  par  la  comparaifbn  des  termes  correfgondans , 

i°.  — = — — i d’où  en  faifànt  m=z<t  je  tire  n——b. 

ms  ’ 1 

mu  bb 

— = — » & partant,  puifqœ  m =*,  on  trouve  com- 
me ci-deflus  n=z—b.  y.  r=*.  40.  = 6 — — ; ce 

qui  donne  p— — tï  ,en  mettant  à la  place  de  m,n,  r, 

leurs  valeurs  a,— b,  c.  f.  rr — Yps  — oi  parce  que  dam 
l’équation  donnée  il  ne  fe  trouve  point  de  termes  en- 
tièrement connus  , que  l’on  pu  me  comparer  au  ter- 
me rr — Vf  s de  la  formule  $ ce  qui  donne  r = — "p—’Jb  » 
en  mettant  pour  r & p leurs  valeurs  t & — îi . Or  ces 

valeurs  étant  ainfi  déterminées  , je  conftruis  le  lieu  re- 
quis en  me  fêrvant  de  la  conftruétion  de  la  féconde 
formule  * du  Lemme , & obfervant  exactement  les  arti- 
cles 31t.  & 311.  de  la  maniéré  qui  fuit. 

Ayant  mené  par  le  point  fixe  A , une  ligne  indéfi- 
nie A (^parallèle  à P M , 'je  prends  fur  cette  ligne  la 
partie  AB  (m)^zaièc  du  point  B je  tire BE=zb=—n 
parallèle  à AP,  U du  côté  oppofe  i PM, parce  que  la 
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▼aleur  de  » eft  négative;  & par  les  points  déterminés 
ji  y Ey  la.  ligne  a4  E ( c)  qui  eit  donnée.  Ayant  pris  fur 
A P partie  AD  (r)  = c du  côte  de  PM,  ie  tire  la 
droite  indéfinie  DG  parailele  à AE,  fur  laquelle  je 

prends  la  partie  DC  ( s )=:  du  côté  de  PM.  Je  dé- 

cris  enfuite  * du  diamètre  CG  ( qui  ait  pour  ordonnées  *Art.  u,. 
des  droites  parallèles  à AP,  le  pour  paramétré  la  IL 

gne  C H = — — — p)  une  Parabole  qui  s’étende  * du  * Art-  ï‘ *• 


côté  oppofé  i celui  où  s’étend  AQj  parce  que/»——  - 

qui  eft  une  valeur  négative.  Je  dis  que  la  portion  O MR. 
de  cette  Parabole , renfermée  dans  l’anele  PA  B fera 
k lieu  qu’on  cherche.  b * 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M 
la  liene  M parallèle  k A P,  te  qui  renconrre  les  pa! 
rallel esAE,DG,  aux  points  F,  G ; les  triangles  fembla- 
blcs  A B E , A QJ? , donneront  ces  deux  proportions,, 

A B{a).  AE(e)  a AQou  P M (y\.  AF  o aDG=  2T _ 

Et  AB  (a  ) . BE  (*}  : s AQJy).  Et  par  con- 
fisquent GM  ( QM — F Q^— F G)  ^ C}  ou 

GM  (FG— FQz~QM)  = c—  7 félon  que  fe  point 
M tombe  de  part  ou  d’autre  du  diamètre  CD  ; & la 
coupée  CG  ou  CD-DG=%  - Or 'par  la  propriété  4 A«-  V 

de  la  Parabole  Gjtf  ==  CG*CH  : c’eft  à dire , en  met- 
tant à ta  place  de  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques, 

- yx~+-z>yy~u*  »>  qui  eft  l’équJ 

tion  donnée.  Donc  lue. 


R E M A R Q^D  E. 

319*  S,,t  arrivoir  qu’en  comparant  les  termes  de 
I équation  donnée  avec  ceux  de  la  formule,  on  trou- 
var  que  p — ci  il  eft  vifibie  que  la  conftruélioif  de  la 
Parabole  qui  en  devroit  être  le  lieu,  ferait  impoffible. 
Mais  û faut  bien  remarquer  que  l'cquarion  donnée  fe 


* Art.  jo8. 


*Art,  jo8. 

n.x, 

* Art.  j ii. 


*Art.  j U, 
Fig.  170* 
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peut  toujours  alors  abaiflcr  en  forte  que  fon  lieu  devient 
une  ligne  droite  ; ce  qui  fe  voit  par  les  formules  * du 
Lemrne.  Car  effaçant , par  exemple  , dans  la  première 
les  termes  ou  pfe  rencontre,  il  vient  yy  — ^Xy — F — xx 

— xry- * — \-ttz=lo  , de  laquelle  extrayant  la  ra- 
cine quarrce.on  trouve^  — ^ —r=zo,  ou  y=  — — fr, 

dont  le  lieu  eft  une  ligne  droite  que  l’on  conllruira, 
félon  l'article  306.  Lamêmechofe  arrivera  de  lafecon- 
de  formule  de  l’art.  308. 

Exemple  IV. 

31O.  Soit  propofée  l’équation  x x—ayz=zo,  de 
laquelle  il  faut  trouver  le  lieu. 

Comme  c'eftici  le  quarré  xx  qui  le  trouve  délivré  de 
fraéiions , je  choifis  la  féconde  formule  * du  Lemme  ; 6c 
j’ai  par  la  comparaifon  des  termes  qui  fe  répondent , 

i°.  l£=o,  parce  que  xy  ne  fe  trouve  point  dans  la 
propofée  j d’où  je  tire  n = o,&c  par  conféquent  * m—e, 
i °.~=o,  parce' que  le  quarré  ne  s’y  trouve  pas  non 

plus  ; d’où  je  tire  encore  n=o.  3 °.r=e,  parce  que  l’incon- 
nuë  x ne  fe  trouve  point  au  premier  degré  dans  la  pro- 
pofée : c’eft  pourquoi  effaçant  dans  la  formule  tous  les 
termes  où  - 6 Cr  fe  rencontrent , & mettant  pour  e là 

valeur  mi  il  vient  xx—py — Yps^zo,  dont  il  relie  à 
comparer  les  termes  avec  ceux  qui  leur  répondent 
dans  la  propofée.  40.  La  comparailon  des  termes—  py 
& — ay  donnent  p—a.  j°.  Puilque  dans  la  propofée  il 
ne  fe  trouve  aucun  terme  entièrement  connu  que  l’on 
puiflè  comparer  au  terme  psi  il  s’enfuit  que ps—o , 8c 
qu’aind  ; = Or  ces  valeurs  de  »,  r,  />,  s,  ainli  déter- 
minées me  fervent  à conftruire  le  lieu  qu’on  deman- 
de , ayant  égard  à la  conllruélion  de  la  fécondé  for, 
mule  de  l’art.  308.  6c  à l'article  3 11.  en  cette  forte. 

Puifque  B E (n)=zo , la  ligne  A E tombe  * fur  A 
menée  parallèlement  à PM.  6c  du  même  côté  -,  comme 

• aulli 
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aufli  DG y parce  que  AD  ( r)=.o . Or  puifque  CD  (s) 

— o , le  point  C tombe  fur  le  point  D lequel  tombe 
en  A comme  l’on  vient  de  Voir.  Je  décris  donc  * une  » yfrt,  l6l> 
Parabole  du  diamètre  A (H  qui  ait  poiur  paramétré 
AH  ( p)=.a. , & pour  ordonnées  des  droites  M 
parallèles  à AP:  je  dis  que  fa  portion  indéfinie  AM 
renfermée  dans  l’angle PAQ^cb.  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M 
les  droites  M P,  M Q>  parallèles  à AÇf&c  à A p , on 
aura  par  la  propriété  * de  la  Parabole,  qm'  (xx)  * '?■ 

z=AQj*AH  (ay)-,  8c  partant  xx — ayz=.o,  qui 
«toit  l’cquation  propofée.  Ce  qu'il  fallait  démontrer , 

» A 

Démonstration  du  Problème. 

3tl*Si  l’on  met  dans  laformule  gjjpérale  *à  la  place  *Art.  jog. 
de  m,n,r,s,py  les  valeurs  que  l’on  aura  trouvées  par  la  com- 
paraifbn  de  fês  termes  avec  ceux  de  l'équation  propofée  , 
telle  qu’elle  puifleêtre,  pourvû  qu’elle  ait  les  conditions 
marquées  dans  le  Problème  ; il  eft  clair  que  cette  formule 
générale  fe  changera  en  la  propofée  : & partant  que  fi 
ï’on  prend  auffi  ces  valeurs  dans  la  conftruélion*  du  Lem-  * Art.  $08. 
me,  le  lieu  de  la  formule  générale  fe  changera  en  celui  de 
l'équation  propofée.  Or  c’eft  ce  qu’on  a enfèigné  dans  le 
Problème  accompagné  de  fes  deux  Remarques,  comme 
les  Exemples  précédens  le  font  a fies  voir.  Donc  &c. 

lemme  fondamental.  j 

J ' ' , t . 

Pour  la  conftrucïion  des  lieux  a l’Ellipfe  ou  au 
Cercle.  _ 1 

Soient  encore  comme  dans  la  définition  pre-  pIe  * 
micre  demt  lignes  droites  inconnues  Sc  indéterminées 
AP(x),  PM  {y)>  6c  foient  de  plus  des  lignes  droites 
données  m,  n, p,  r,  s , t.  Celapofé, 
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On  prendra  far  la  ligne  AP,  la  partie  AB-mf- 
& ayanc  mené  les  droites  B E=n,  A D — r,  parallè- 
les à PMySc  du  même  côté,  on  tirera  par  le  point  A 
la  droite  AÈ  qui  eft  donnée , êc  que  j'appelle  ci  & par 
le  poinc  D,  lia  droite  indéfinie  DG  parallèle  à AE,  far 
laquelle  on  prendra  la  partie  DC=.s  du*  côté  de  P Mi 
& de  part  Sc  d’autre  du  point  C,  les  parties  CK,  CL, 
égales  chacune  à t.  On  décrira  enfaiteune  Ellipfe  * du 
dîametre  L K (1/),  qui  ait  pour  paramétré  KH=p, 
&c  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  à PM.  Je 
dis  que  fa  portion  OMR  renfermee  dans  l'angle  P AD 
fait  par  la  ligne  A P & par  une  ligne  AD  menée  par 
le  point  fixe  A parallèlement  à P M St  du  même  côté  v 
fera  le  lieu  de  l’équation  ou  formule  générale  que  voici» 

fy-1ixj-+~x*-*V-+~x-+rr=o, 

. bl  — ta 

' **  immi  u»t  ,r 


Car  ayant  mené  d’un  dés  points  quelconques  M,  de  cet- 
te portion  d’Ellipfe,  la  ligne  MP  qui  faflè  avec  AP  l’angle 
donné  ou  pris  à volonté  APM,  & qui  rencontre  les  paral- 
lèles AE,D  G,  aux  points  F , G i les  triangles  femblables 

AB  E,  AP  F,  donneront^  FoaDG—  ~ , Si  PP  = ^ . On? 

aura  donc  G M—y-  £ - r,  & CG  = £ -i.  Or  par 
la  propriété  de  l’Ellipfe  * K L ( tt  ) . KH  (p)  ■ :ZGxGK  ou' 
CK -CG  (/#-//-+ GMx(yy-^xy 


— iry — H ” xx — h ^x-+rr) 

y mm  r 


ItpIX 


I mmt  • 


Donc  &c. 

S’il  arrive  que  le  diamètre  K L (ri)  & fan  paramè- 
tre KH{p)  foient  égaux  entr’eux,  on  aura  toûjours- 
’cM—LGxGKi  d’où  il  eft  évident  felon  les  Ele- 
mensde  Geometrie,  que  fi  l’angle  CG  fiî  eft  droit,, 
l’Ellipfe  fe  changera  alors  en  un  cercle  qui  aura  pour 
diamètre  la  ligne  KZ~ 
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Corollaire. 

Jl  eft  clair  que  les  deux  quarrés  yy  & xx  le 
trouvent  toujours  avec  les  mêmes  lignes  dans  cette  for- 
mule j & que  lorïque  le  plan  xy  s’y  rencontre,  le  quar- 

ré  " de  la  moitié  de  la  fradion  qui  multiplie  ce 
plan , doit  être  moindre  que  lafradion  — -+  qui 
multiplie  le  quarré  xx. 

PROPOSITION  IIL 
Problème. 


?M~C  onstruire  le  lieu  (tune  équation  donnée , 
dans  laquelle  les  deux  quarrés  y y & * x f‘  rencontrent  avec 
les  memes  fiyoes  fans  le  flan  xy , ou  avec  ce  flan , enforte 
que  le  quarré  de  la  moitié  de  la  fraction  qui  le  multiplie, 
foit  moindre  que  la  fraîlion  qui  multiplie  le  quarré  x x.  On 
fuppofe  toujours  ici  que  le  quarré  y y foit  délivré  de  frac- 
tions. 

On  comparera  les  termes  de  l'équation  donnée , avec 
ceux  qui  leur  répondent  dans  la  formule  générale  \ du 
Lemme  précédent  ; & on  tirera  de  la  comparailôn  de  ces 
termes,  des  valeurs  des  quantités  m,  n,p,  r,  s,  t, par  le 
moyen  defquelles  valeurs  on  décrira  comme  l'on  a enlèi- 
gné  dans  ce  Lemme  ( en  obfervant  exacte  ment  l'arc.  31 1.) 
une  Elliplê  qui  fera  le  lieu  cherché. 


•Art. 


Exemple  I. 

3*-/.  Soit  propofé  de  trouver  le  lieu  de  cette  équa- 
tion y y — Y xy — b^xx — iay— Ybx— +ccscz:o,  dans  la- 
quelle le  quarré  de  { moitié  de  la  fradion  4 ou  1 qui 
multiplie  xy,  eft  moindre  que  la  fraction  i qui  multi- 
plie xx. 

La  comparaifon  de  chaque  terme  de  la  formule  générale 

Ff  ij 
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* Art.  jn.  du  Lemme*  avec  celui  qui  lui  repond  dans  cette  équation, 
donne  i°.  ^ ___  j . car  n>y  ayant  jcj  aucune  fra^on 

littérale  qui  multiplie  le  plan  xy,  on  le  doit  confiderer 
comme  étant  multiplié  par  l’unité  numérique  i : & par- 
tant fi  l’on  fait  m=za,  l'on  aura  n=z—i  a.  20.  — —4-  ,,f 

mm  xmmt 

—i > d’où  l’on  tire  ~ = — — ~ en  mettant  pour 
m>  n y leurs  valeurs  a, — ±a:S>c  par  conlequent p = • 

3°  r—a.  4.°  l~  — — =i  i d'où  en  mettant  pour  m , n , r, 

ÿ • m xmt  4 * * J 

7 , leurs  valeurs  a,  — la,  a , il  vient 
f.rr—  f£— H 77=ff partant +•—.  _ ULr 
z=LSS-\\ee  — ~,en  mettant  pour  7 , r,  les  valeurs 
— , a y qu’on  leur  vient  de  trouver.  Or  les  valeurs  de 

m,n , r ,s  y t ,p,  étant  ainfi  déterminées  , je  décris  l’El- 
liplè  che reliée  en  me  fervant  de  la  conftrudion  du 
»Art.  fit,  Lemme  * & de  l’article  311.  en  cette  lorte. 

Fie.  171.  Je  prens  fur  la  ligne  AP  la  partie  AB{m)a;  & 
ayant  mené  parallèlement  à PM  & du  même  côté  la 
ligne  AD  (r)—a,  & du  côté  oppofé  ladroire  71F — i ^ 
= — »,  parce  n=— \a  qui  en  une  valeur  négative, 
je  tire  par  le  point  A la  droite  A E ( e ) qui  eft  don- 
née j & par  le  point  D,  la  droite  DG  parallèle  à AEy 

lùr  laquelle  je  prends  la  partie  DC=  --l*4*1- — _ s 

du  côté  oppolë  à PM;  & de  part  & d’autre  du 
point  C,  les  parties  CK,  CL,  égales  chacune  à 

* Art.  igt.  t=Vss — Vyee  — . Je  décris  enfuite  * une  Ellipfedu. 

diamètre  LK,  qui  ait  pour  ordonnées  des  droites  pa- 
rallèles à PM,  & pour  paramétré  la  ligne  KH  (p) 

= — • Je  dis  que  fa  portion  O M R renfermée  dans 
l’angle  PA  D , eft  le  lieu  de  l’équation  donnée. 

Car  ayant  mène  d'un  de  lès  points  quelconques  jv/. 
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la  ligne  M P qui  fade  avec  AP  l’angle  donné  ou  pris 
à volonté  A PM , 6c  qui  rencontre  les  parallèles  A E, 

2) G,  aux  points  F,  G i les  triangles  femblables  APE, 

AP  F donneront  A B (*).  A E (e)  A P (x).  AF  on 

Z>G=7-  Et  AB  {a).  BE  ({*)>.:  AP[x).PFz=z 
On  aura  donc  GAf— 6c  CG  ou  DG- — \-DC 
= !?—},  puifque  DC  =—t.  Orparla  propriété  *de  * Art. fi.& 

l’Ellipfe  KL  (it).KH  IG*GK  ou  CX‘—  CG  4** 

(r/~  ss-+  77  —77)  ■ GM  {yy—Fxy—idy  — 

— ax — Yaa).  D'où  en  mettant  à la  place  de  tt—ss 
6c  de  s,  leurs  valeurs  4.0e — —7  8c — —7—,  multi- 
pliant enfuite  les  extrêmes  6c  les  moyens , 6c  divifarrt  de 
part  6c  d’autre  par  1 r,  l’on  retrouve  l’équation  même 
propofée.  Donc  6cc.  , 

R E M A R Q^U  E. 


316.  S’il  arrive  que  s s — \-\ee  foit  égale  ou  moin- 
dre que  77^ , il  eft  évident  que  la  valeur  de  t devien- 
dra nulle  ou  imaginaire  ; 6Spainfi  il  fera  pour  lors  im-  • 

Kflible  de  conftruire  l’Ellipie  qui  devroit  être  le  lieu  de 
quation  donnée.  Et  comme  cette  équation  renfèrme- 
roit  neceflàirement  des  contradictions,  il  s’enfuit  qu’il  ne 
pourrait  y avoir  aucune  ligne  qui  en  put  être  le  liui  * c’eft 
a dire  que  toutesles  valeurs  de  l'inconnue)' qui  devraient 
répondre  à toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  fauflès  de 
l’autre  inconnue  *r,  ieroient  toutes  imaginaires. 

Ceci  le  voit  clairement  dans  la  formule  générale  * du  * } lu 
Lemme  qui , en  tranlpofant  quelques  termes , devient 

i»  , n»  xnr  m frt—pu 

fj-  z ™ **-+  **-*■”=  » -+ 

» dans  laquelle  équation  le  premier  membre 

eftlequarréde^—  - x — r*6c  le  fécond,  le  quarré  de  t 

F f iij 
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moins  le  quarré  de  s — ~ , multiplié  par  la  fradion  ~ . Or 

il  eft  vifible  que  fi  la  valeur  du  quarré  //eft  nulle  ou 
négative , la  valeur  de  ce  fécond  membre  fera  négative  j 
& qu’ainfi  l’on  aura  dans  ces  deux  cas  un  quarré,  Ra- 
voir le  premier  membre , égal  à une  valeur  négative  j 
ce  qui  eft  une  contradi&aon  manifefte. 

• Exemple  IL 

32-7*  Ok  demande  le  lieu  de  l’équation  y y — t-  ~x  y 
— I-jcx — ycy — \-fx — ag=o,  dans  laquelle  on  fiippofe  fuivanc 
l'art.  323.  que  — eft  moindre  que  la  fradion  ou  i qui  mul- 
tiplie le  quarré  x x ; c’eft  à dire  que  b eft  moindre  que  1 a. 

*Art.  jn,  La  comparaifon  des  termes  delà  formule  * générale  avec 
ceux  qui  leur  répondent  dans  l’équation  propoice , donne 
i°.  d’où  enfailànt  m=.a,  on  tire  »=—•££. 

mm*  * 


t°.  — — f 42-  =i.  d’où  en  mettant  pour  m,  »,  leurs 

WW  xww/ 

valeurs  a,  — \b,  l’on  tire  - = ■ 

4 J4h«-U» 


4 «4— U 


?= 

f.tz 

dion. 


3".  r = ( 


e. 


& partant 

* 444-—  ilT~  ' 


yss~+  — • Ce  qui  fournit  cette  conftru- 


F 1 e,  17J.  Ayant  pris  fur  la  ligne  droite  indéfinie  A P la  par- 
tie AM(m)=a,  & mené  parallèlement  à PM  & du  . 
côté  oppofé  les  droites  PE — ~bc=z  — »,  A D=z  £ c — — rj 
on  tirera  par  le  point  A la  droite  AE[e)  qui  eft  don- 
née , &c  par  le  point  D la  droite  D G 'parallèle  à A E , 

fur  laquelle  on  prendra  }a  partie  DC(i)  = ^~^du 
côté  de  PM, &bc  furpaflè  xaf,  comme  onle  fuppofe  ici  j £c 
du  côté  oppofé , s’il  eft  moindre  j cnfiiite  on  prendra  de 
part  & d'autre  du  point  C,  les  parties  CK&cCL  égales  cha- 

*Art.  1 ««.  cune  à t=zV  s s • — F • Cela  fait,  on  décrira  * une 
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Elliplèdu  diametreZ  AC(i/)qui  ait  pour  ordonnées  des  droi- 
tes parallèles  à PM,  &pour  paramétré  une  ligne  KH  { p ) 

__  4 . Je  dis  que  là  portion  OR  fera  le  lieu  de  l’é- 
quation propofée. 

Car  ayant  mené  d’un  de  Tes  points  quelconques  M , la 
droite  MP  qui  fafiè  avec  AP  l’angle  donné  ou  pris  à vo . 

Ionté  AP M,  St  qui  rencontre  les  parallèles  A E,  L K, 

. bx  ex 

auxpomts/^Gion  aura*/>jF:==:--,  &cA Fou  DG—  - > 

% 

ce  qui  donneraZ/G  oaMP — \-PF-^EG—y — b - — f î 

CG  — ‘Î  —s,o\is—”  . Or  par  la  propriété*  del’EUip-  *Art.5 

fe  LK(U).  KH  LG^GK{tt—ss~>t—  +* 

“ ^r)  • GM  *{/>"+  i xy-Hcy  -+  ^-+  S ’x_+  i ")• 

€e  qui  ( en  mettant  pour  tt—ss  fie  pour  s leurs  va- 
leurs  > multipliant  enliiite  les  ex- 

trêmes & les  moyens , & c divifant  par  xt  ) donne  l’é- 
quation même  propofëe. 

Il  eft  à propos  de  remarquer  que  fi  l’angle  A E B 
étoit  droit,  l’angle  CGM  le  feroit  auflî  ; & le  diamètre 

LK  (1  /)  feroit  égal  au  p^metre  KH 
puifque  eez=zaa — \b  b à CTrofe  du  triangle  rectangle 
AEB.  D’où  l’on  voit  que  l’Ellipfe  deviendroit  alors- 
Un  cercle  qui  auroit  pour  rayon  lia  droite  CK  ou  CL 

{t)z=Vss— & que  DC  (/)==  ce' 

qui  rend  la  conftruétion  beaucoup  plus  fimple. 
Exemple  III. 

32.8.  $oiT  propofé  de  trouver  le  lieu  de  l’équation 
t/y. — l-xx  — ax-=n.o. 

Je  compare  les  termes  de  la  formule*générale,  avec  ceux  *Art. 
qui  leur  répondent  dans  l’équation  donnée  s &*  j’ai 
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confiderer  comme  étant  multiplié  par  zero5  d’où  je 
tire  »=*:&  partant  m~e.  1°  £ -+  ^ = i j c'eft 
à dire , f-  = i en  mettant  pour  n & m leurs  valeurs 

c&te:  & partant  p—it.  30.  r=o;  parce  que  l’incon- 
nuë^  ne  fe  trouvant  point  au  premier  degré  dans  l’équa- 
tion donnée,  on  la  doit  aufli  confiderer  comme  étant  mul- 
tipliée par  zéro  : c’eft  pourquoi  effaçant  dans  la  formule 

•■Art.  jix.  générale  * tous  les  termes  où  £-  & r fe  rencontrent , & 

mettant  pour  e & £ leurs  valeurs  m & 1,  elle  fe  changera 
en  celle-ci yy— hxx—  1 sx~tt~+  ss  — o,  dontilrefte 
à comparer  les  termes  avec  ceux  de  la  propofee. 

♦ 40.  is—ai  & partanc  sz=z\a.  j°.  ss—tt=o  ipuifqu’il 
n’y  a point  de  termes  entièrement  connus  dans  l’equation 
donnée  : & partant  tt=.ss  — i aa  i & en  extrayant  de  part 
& d’autre  la  racine  «^uarrée,  t—\a.  Or  ces  valeurs 
étant  ainfi  déterminées , je  conftruis  le  lieu  en  cette 

Fie  174.  f°rte- 

Puifque  BE  ( n)= 0,  il  s’enfuit  que  AE  tombe  fiir 
A P.,  laquelle  tombe  aufli  lur  DG,  puilqu’on  a encore 
A D (r)=o  ■>  de  lorte  que  le  point  D tombe  en^. 
C’eft  pourquoi  prenant  fur  AP,  la  partie  AC 
du  côté  de  P Mi  & de  JMLrt  & d’autre  du  point  C,  les 
parties  CK,  CL, égale^hacune  à / = 4 a ( le  point  Z 
* Art.  isu  tombe  ici  fur  le  point  A),  on  décrira  * du  diamètre  AK 
qui  ait  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  à PM, 
& pour  paramétré  la  ligne  KH  (p)^u—a,  une  El- 
lipie  qui  fera  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points- quelconques  Mli 
. droite  M P qui  faflè  avec  A P l’angle  donné  ou  pris  i 
• Art.ss.er  volonté  APM,  on  aura»^.K(*)  KH  (a) -, -,A  P *■  P K 

( ax—xx).PM  (yy).  Ce  qui  donn  e yy — xx  — ax  — o. 

JI  eft  évident  que  fi  l’angle  APM  eft droit,  l’Elhpfe 
devient  alors  un  cercle  qui  a pour  diamètre  la  ligne 
AK~*.  b 


lEM 
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319.  Il  peut  arriver  deux  diffèrens  cas , où  le  lieu 
de  l'équation  donnée  eft  un  cercle. 

Premier  cm.  Lorfque  les  quarrés  y y & xx  fe  trou- 
vent  tous  deux  avec  les  mêmes  fignes  & fans  fradion, 
dans  une  équation , où  le  plan  xy  le  trouve  auflî  s & que 
de  plus  l'angle  AEB  eft  droit  (ce  qui  arrive  lorf- 
qu’ayant  mené  AF  perpendiculaire  fur  PM  la  raifon 
de  PF  à AP,  qui  eft  la  même  que  celle  de  B E ïAB 
eft  exprimée  par  la  moitié  de  la  fradion  qui  multiplie 
le  plan  xy):  le  lieu  de  cette  équation  fera  toujours  un 
cercle  comme  l’on  a déjà  vu  dans  l’article  514,  & la 
raifon  en  eft  évidente  par  la  formule  générale.  Car  l'on 
aura  par  la  comparaifon  des  termes  correfpondans  où. 

fe  trouve  le  quarré  xx,  cette  égalité  ~~  1 i 

d’où  l’on  tire  £ = = • , puifque  à caufe  du  trian- 

te rédangle  AEB  le  quarré  mmz=znn—\ree.  Or  l'an- 
gle AEB  "étant  droit,  l’angle  CGM  que  fait  le  dia- 
mètre L K avec  fes  ordonnées  fera  aufli  droit  ; & par 
çonfequent  puifque  le  diamètre  L K eft  égal  à fon  pa- 
ramétré KH,  U s’enfuit  que  l’Ellipfe  devient  alors  un 
cercle. 

Second  cas.  Lorfque  les  quarres  yy&cxx  fe  trouvent 
tous  deux  avec  les  mêmes  fignes  & fans  fradion  dans 
une  équation,  où  le  plan  xy  ne  le  rencontre  pas,  Sar' 
que  de  plus  l'angle  A PM  eft  droit:  fon  lieu  fera  tou- 
jours un  cercle , comme  l’on  vient  de  voir  dans  l’arti- 
eje  318  } $c  cela  fe  prouve  par  le  moyen  de  la  formule 
générale.  Car  puifque  le  plan  xy  ne  fe  trouve  point 

dans  l'équation  donnée , la  fradion  ^ de  la  formule 


fera  nulle  ou  aero  ; & partant  BE(n)=:o,  & m—e. 
d'où  l'on  voit.  i°.  Que  le  diamètre  L K eft  paral- 
lèle â la  ligne  AP,  & qu’ainfi  l’angle  CGM  quil 
fait  avec  fes  ordonnées  étant  égal  à l’angle  A PM  lera 

GS 
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droit.  i°.  Que  la  fra&ion  — — —L  qui  multiplie  1er 

quarré  xx  dans  la.  formule  devient  ~ , & qu’àinfi  on' 

aura  - ~ir  c’eft  à dire  que  le  diamètre  L K fera  égal 

à Ton  paramétré  K H.  L’Ellipfe  qui  eft  le  lieu  .de  l’é- 
quation donnée  fera  donc  alors  un  cercle.  Or  comme- 
alors  la  formule  générale  fe  change  en  celle-ci- 
yy-+xx.—  iry—i.sx—\-rrz=.oy 
— tt 
—f  SS 

on  pourra , fi  l’on  veut  abréger  le  calcul,  en  fe  fervant  d’à- 
bord  de  cette  formule , pour  trouver  par  la  comparai- 
fon  de  fes  termes  avec  ceux  de  la  propofée,  les  valeurs  de 
r,  syt,  qui  fervent  à décrire  le  cercle  qui  en  eft  le  heu. 

' LEMME  FONDAMENTAL. 

Pour  U conjlrufiion  dès  lieux  à l’Hjperbok 
par  rapport  à fes  diamètres. 

* Art.  i6u  330.  Les  mêmes  chofës  étant  pofees  que  dans  le-’ 
F 1 c.  i7j.  Lemme  précédent  pour  l’EUipfê , on  décrira  * du  dia- 
176.  métré  L K (if)qui  ait  pour  paramétré  KH  (/>),  &; 

pour  ordonnées  des  droites  parallèles  à PM,  une  Hy- 
perbole ou  deux  Hyperboles  oppofées.  Je  dis  que  fi 
portion  OM , ou  leurs  portions  renfermées  dans  l’angle 
P AB  faic  par  la  ligne  A P U par  une  ligne  A D me- 
née par  le  point  fixe  A parallèlement  à PM  &c  du 
même  côté , fera  le  lieu  de  cette  équation  ou  formule. 

t»  . nn  t ur  , 

.yy-^  xy^^mxx-iry-y^, 

- "L. 

imrtt  xmt  — xt 

—.ti 

xe 

dans  laquelle  on  doit  obferver  qu’il  y a — I-  fp  lorfque 
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le  diamètre  L K dk  un  premier  diamètre  lorC 

que  c’eft  un  fécond. 

Car  ayant  mené  d’un  de  lès  points  quelconques  M 
la  ligne  MP,  qui  faille  avec  AP  l'angle  donné  ou  pris 
à volonté  A PM , qui  rencontre  les  parallèles  AE, 

DG,  aux  points  F,  G,  on  aura  par  la  propriété  de  l’Hy. 


perbole 
— ) • GM* 


KL  (i t).  KH  (/>)::  C 

p**xx xtpm 


t*. 


xmmt  xmt 


• ptt  m 

- m xy 


— iry — (-  — x x — + ——  x •— t-  rr.  Donc  &c. 

* tnm  w 

S'il  arrive  que  le  diamètre  K Z ( 1 t ) &c  ion  paramé- 
tré KH  (p ) lbient  égaux  entr’euxj  l’Hyperbole  lèra 
équilatere. 

Corollaire. 


3JI.Il  eft  clair,  i6.  Que  les  deux  quarrés  y y & xx 
le  trouvent  toujours  avec  difierens  lignes  dans  cette 
formule,  lorfque  le  plan  xy  ne  s’y  rencontre  point  5 ou 

bien  lorfqu’il  s’y  trouve,  & que  furpadè  — * 

2°.  Qu’ils  s'y  peuvent  trouver  avec  les  mêmes  lignes , 
mais  avec  ces  conditions  que  le  plan  xy  s’y  rencontre , • 

& que  le  quarré  de  la  moitié  de  la  fradion  qui  le 

multiplie , lôit  plus  grand  que  la  fradion  ~-m  — qui 
multiplie  le  quarré  xx. 

PROPOSITION  IV. 

Problème. 

..  ; 3)X.  Construire  le  lie»  dune  équation  donnée , dans 
laquelle , ou  les  deux  quartés  yy  & xx  Je  rencontrent  avec 
different  ffgnes,  ou  bien  avec  les  memes  ffgnes , maie  avec  ces 
deux  conditions  que  le  plan  X y s’y  trouve  , & que  le  quatre 
de  la  moitié  de  là  fraüitm  qut  le  multiplie  fait  ' plus  grand 

Ggij 
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que  la  firaïlion  qui  multiplie  le  quatre  x x.  Ou  fuppofe  eu~ 

cort  ici  que  le  quarri  y y foit  délivre  de  fraHions. 

On  conftruit  l’Hyperbole  qui  en  eft  le  lieu , comme 
l’on  vient  de  faire  l’Eiliplè  dans  le  Problème  précédent. 
Les  Exemples  qui  fuivent  le  feront  voir. 

Exemple  I. 


33J*SoiT/^ — H ~ xy~+  ~ xx  — 4-ify— igx — h b 
— o , l'équation  dont  il  faut  conftruire  le  lieu , & dans 
laquelle  on  fuppofe  que  le*  quarré  ^ furpaflè  £ . 

Je  compare  les  termes  de  cette  équation  avec  ceux 
qui  leur  répondent  dans  la  formule  au  Lemme  j & j’ai 
i°.  — =—  — , & partant  fi  l’on  fait  m=a,  on  aura 

»=-*•  **•; î,  = ^.& 

?-*£•=-. S.-IV* 

en  mettant  pour  m,  n,  r,  £ les  valeurs  que  l'on  vient 


« • • — im  _ __  irr/ - 

de  trouver , on  tire  t=z  y - . j°.  — — — 

* z=zss—  * fçavoir  — h / / lorfque  le  quarré  r/  fur- 

paflfe  y Sc—ft  lorfqu’il  eft  moindre , parce  que 

le  quarré  1 1 doit  être  pofitif  j ce  qui  fait  deux  diffè- 
rens  cas.  Or  les  valeurs  de  m,n,  r,  s p , étant  ainfi 
déterminées,  je  conftruis  le  lieu  en  me  réglant  fur  la 
conftruâion  du  Lemme , de  la  manière  qui  luit. 

F i «.  177.  Ayant  pris  fur  AP , la  partie  AB— a,  & mené  pa, 
^ 77‘  rallelement  à P M & du  coté  oppofé  les  droites  BE  = b 

=— »,  A D — c=—r,  je  tire  par  les  points^,  £,la 
droite  AE  (e)  qui  eft  donnée,  & par  le  point  T)  la 
droite  indéfinie  DG  parallèle  à A E fiir  laquelle  je 

prends  la  partie  DC=  ==— s du  côté  oppofë 

î PM , fie  de  part  fie  d'autre  du  point  C les  parties 
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CZ,  CK,  égales  chacune  à t=V  s s—  — — 
otl  y —,si  félon  que  s s eft  plus  grand  ou 

moindre  que . Cela  fait,  du  diamètre  Z K 
( oui  ait  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  à 
PM,  & pour  paramétré  la  ligne  KH  (/>)  = — 

je  décris  une  Hyperbole,  en  obfervant  que  Z K ( /g.177.) 
doit  être  un  premier  diamètre  dans  le  premier  cas , & un 
fécond  ( fit-  178.  ) dans  le  dernier.  Je  dis  que  fa  por- 
tion OM  fera  le  lieu  ïequis. 

Car  ayant  mené  d’un  de  lés  points  quelconques  M 
une  parallèle  MP*  AD,  laquelle  rencontre  les  lignes 

AB,  AB,  DG,  aux  points  P,  F,  Gi  on  aura  PF 

= ^ } sc  A F ou  D G— y . Et  par  confëquent  MG— y 
*5  _4-f , CG  ou  DG-+CD='-j—s  , puifque 
CD=— J.  Or  par  la  propriété  de  l’Hyperbole,  Z K 

M. KH  (2*?*)  ::CG-±CK-  (=-^-+«±4. 

gm  (yy—f-  Txy~+lcy~~*"Zxx~*Tx~-*‘cc)  » ce 

qui,  en  mettant  pour  sr+tt  & s leurs  valeurs 
“"Cl'.f  & ■>  multiPlianc  Jes  extrêmes  & les 

moyens,  &divifant  par  s#,  donne  l’équation  propofée. 
Donc  Sec. 

R E M A K dJJ  E. 

334*  S’il  arrive  que  ss—  ~ ; il  eft  clair  que 
la  valeur  de  tt  devient  nulle  ou  zéro,  & qu’ainfi  la 
conftrudion  de  l’Hyperbole  devient  impoifible.  Mais  il 
faut  bien  remarquer  alors  que  l’équation  propofée  s’a- 
baiiîè  toujours,  en  forte  que  fon  heu, qui  devrait  être 
imeou  deux  Hyperboles  oppofëes,  devient  une  ou  deux 
lignes  droites.  En  effet  dans  nôtre  exemple  on  a té- 
.duit  i’équatioa  donnée  à cette  proportion  te.  bb—afu 

Ggiij 
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î;  __ — r/iin  tt-yy — r~  xy — y —*X X — Yltf 

—4-^- x.~-\-cci  d’où,  en  effilant  tt  qui  eft  nul,  multi- 
pliant les  extrêmes  & les  moyens , & extrayant  de  part 
&c  d’autre  la  racine  quarrce,  l’on  tire  ey—v  — Vec 

j —sv'bb  — af,  c’eft  à dire  en  mettant  pour  —f 
fa  valeur  > & divifant  de  part  Se  d’autre  par  e, 

cette  équation  y~+——+  c = — -^-L  — + ou  y 

.=^±^,*-+  3Sÿ  i ™ fiùûnt;-  = 
1 — r , fe  change  en  cette  autre 

y=f>  — ~ x dont  le  lieu  eft  une  ligne  droite  que  l’on 
conftruit  lëloa  l’article  30 6. 

La  raifon  de  ceci  eft  évidente  par  la  formule  géné- 
rale du  Lemmej  car  effaçant  dans  cette  formule  le 

terme  ^ ~ qui  renferme  le  quarré  tt  que  l’on  fuppo- 
fe  égal  à zéro  ou  nul , elle  fe  change  en  tranlpo&nt 
certains  termes , & extrayant  les  racines  quarrées , en 

cette  autre  y — - x—r—  — ~s  ou  s — - V—  où 

les  inconnues  x &c  y ne  font  plus  qu’au  premier  degré, 
& dont  le  lieu  par  conféquent  devient  des  lignes  droj, 
tes. 

Exemple  IL 

Hf’  On  demande  le  lieu  de  l’équatioft  donnée 
yy~xx — Vxay — yaxz=^o. 

La  comparaifon  des  termes  correlpondans  donne 

Pàrc^  que  le  terme  xy  ne  fe  trouve  point 
dans  la  propofée  j d’où  l’on  dre  «=;«,&  par  confé- 
quent t & Partant  p=.u.  30.  r^~a. 
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4?. ^—4,  d’oùl’ontire  s — ïa.  j°,  rrnP^—  f~  =zo, 

& ainfi  Zÿ,  ttzzzss  — %~z=z—\aa  en  mettant  pour 

r,—,  s leurs  valeurs  — <* , 1 , fai  d'où  je  connois 
qu’il  faut  prendre  dans  le  dernier  «erme  de  la  formu- 
le — tt  6c  non  pas  — \-tt,  afin  que  la  valeur  de  tt  foie 
pofitive.  je  conftruis  enfoke  le  lieu  en  cette  forte. 

Puifque  AD  ( r ) ■=.— a,  je  mene  par  le  point  A F* 
parallèlement  à PM  6c  du  côte  oppofe  la  ligne  AD  zszai 
&puifquej?£  (»)  = <?,, je  tire  par  le  point  Z)  la  droite 
DG  parallèle  à AP,  for  laquelle  je  prends  la  partie 
DC  ( / ) =:  î * du  côté  de  PM  , 6c  de  part  6c  d’autre 
du  point  C les  parties  CZ,C1Ç,  égales  chacune  à 
tzzzSfaa.  Enfoite  du  fécond  diamètre  Z K (parce 
qu’on  a pris — tt  dans  le  dernier  terme  de  la  for- 
mule ) qui  ait  pour  ordonnées  des  droites  parallè- 
les à PM , 6c  pour  paramétré  la  drojte  KH{p)  — it 
z=ZK,  je  décris  une  Hyperbole.  Je  dis  que  là  por- 
tion OM  fera  le  lieu  qu’on  cherche. 

Car  ayant  mené  d’un  de  lès  points  quelconques  M! 
une  parallèle  MP  à AD,  qui  rencontre  les  droites 
AP,  DG,  aux  points  P,Gi  on  aura  M G = y —4-  a ,, 
CG  ou  DG  — DC=x  — fa , 6c  par  la  propriété  de 
s l'Hyperbole  Z K (*■*)■  K H ,(  it  ) : : ÇG  -+  C~K 
( xx — ax — Yfaa — Ytty.GM  ( yy — Yiay — \-aa)-}  ce 
qui  dorme, en.  mettant  pour  tt  la  valeur  f*a,  l’équa- 
tion même  propofée  yy— +t*y~ xx— b*.x=zzt. 

11  eft  évident  «pie  l’Hyperbole  eft  équilatere. 

R.  E M A R C^U  E. 

33^-  L ORsquE  les  denx  qnarrés  yy  Si  xx  fe  trou- 
vent avec  différens  lignes  6c  fans  Iraébon  dans  une 
. équation , où  le  plan  xy  ne  fe  rencontre  point } fon  lieu 
fora  toujours  une  Hyperbole  équilatere.  Car  la  frac- 
tion ^ de  la  formule  fera-  mille  ou  zéro  j & partant 


*•  17*, 
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B E(n)=zoi6c  m-z=e.  D’où  il  fuit  que  la  fraâion  ^ 

— qui  multiplie  le  quarrc  xx  dans  la  formule 

devient  — A j & qu’ainfi  on  aura  — L = i , c’eft  à 

dire  que  le  diamètre  L K,  fera  égal  à fon  paramétré 
K H , ou  , ce  qui  eft  la  même  choie,  que  l’Hyperbole 
fera  équilatere.  Or  comme  la  formule  générale  le  chan- 
ge alors  en  celle-ci 

yy—xx—iry—yisx — hrr=0, 

Zft* 

—jj 

il  s'enfuit  qu’on  peut  s'en  fervir  d'abord  pour  trouver 
les  valeurs  de  r,  j,  t,  qui  fervent  â conftruire  l’Hy- 
perbole équilatere  qui  eft  lç  lieu  de  l’équation  donnée  > 
ce  qui  abrégé  le  calcul. 

LEMME  FONDAMENTAL. 

Pour  la  conjlruâion  des  lieux  4 [Hyperbole 
entre  fis  djymptotes. 

ÎJ7-  Soient  comme  dans  la  définition  première, 
deux  lignes  inconnues  & indéterminées  AP  ( * },  PM 
(/)  qui  fafiënt  entr’elles  un  angle  donné  ou  pris  à vo- 
lonté A P M>  St  foient  de  plus  des  lignes  droites  don- 
nées m,n,  p,r , j.  Cela  polé. 

Fio.  180.  Ie.  Ôn  prendra  fur  la  ligne  AP,  la  partie  AB  =«  i 8c 

’ ayant  mené  les  droites  BE=:n,AD—r  parallèles  à PM% 

St  du  même  côté  J pn  tirera  par  le  point  A la  droite 
AE  qui  eft  donnée,  & que  j’appelle  r , & par  le  point 
D la  droite  indéfinie  DG  parallèle  à A £,  fur  laquel- 
le ayant  pris  les  parties  DC=r,  CK= r e du  côte  que 
s’étend  AP , on  mènera  parallèlement  à PM  & du  . 
% . même  côté  la  droite  indéfinie  CL , & la  ligne  KH=—f> 

’ 1,0‘  On  décrira  enfuite  * entre  le»  Afymptotes  CLtCfCt 

une. 
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une  Hyperbole  qui  pâlie  par  le  point  H.  Je  dis  qu’elle 
fera  le  lieu  de  cette  équation  ou  formule. 


n PU  , pi  , fftrs 

*y- y-*  7X-+T  = fc 

• — rx  — mp 

Car  GM— y — ~~ — r,CC=^ — s,  8c  par  la  proprie-  *Art.  iou 
té  de  l’Hyperbole  * CG*GM  -1^-^-+*^ 
-‘—-+ts)  =-CK*KH{ep) jce  quidonne,  en  déli- 
vrant le  terme  xy  de  bradions , 8c  mettant  par  ordre 
tous  les  termes,  la  meme  équation  xy  — - xx—  — y 
&c.  que  cy-defiùs. 

i°.  On  mènera  par  le  point  fixe  A , une  ligne  indc-  p,0i  ,g,. 
finie  parallèle  à PM  &c  du  même  côté*  ôc  ayant 
pris  fur  cette  ligne  la  partie  A B =m  ,on  tirera  B£=^> 1 
parallèle  à AP  8c  du  même  côté,  8c  par  les  points  dé- 
terminés A,  E,  la  ligne  A E que  j’appelle  ei  & ayant 
pris  fur  AP  la  partie  AD=-r  é\i  côte  de  P M , on  ti- 
rera la  droite  indéfinie  DG  parallèle  à A E,  fur  laquel- 
le on  prçndra  les  parties  DC=i,  CK  — e du  côté 
que  s’étend  P M,  &c  on  mènera  parallèlement  k AP 
& du.  même  côté,  la  droite  indefinie  CL  8c  la  ligne 
KH— p-  On  décrira  enfuite  * entre  les  afymptotes  * An.  ij«t 
CZ,  CK,  une  Hyperbole  qui  pafîè  par  le  point  H. 
je  dis  qu'elle  fera  le  lieu  de  cette  féconde  équation  nu 
formule.  . • 

» mi  , ni  mn 

*y-myy--x-+-y-+-r 

ry  — mp 

Car  ayant  mené  d’un  de  les  points  quelconques  M , 
la  ligne  M <2j>arallele  à AP,  8c  qui  rencontre  les  pa- 
rallèles A EyD  G,  aux  points  F,  Gi  les  triangles  fem- 
bkblesAB'F,  AQF,  donneront  A B (m).  A E {'):•■ 

AU  ou  PM  ( y ).  AF  ou  DG—%,  & AB  (m).  B E 
(«)  ::  AQjy).  QJ—~-  £c  conféquent  GM=zx 

b 
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— % — r,CG  = % — s.  Or  par  la  propriété  de  l'Hy- 
perbole CG *GM  = CK*  KH,  ce  qui  donne , en  met- 
tant pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques,  8c  déli- 
vrant le  terme  xy  de  fractions,  la  même  féconde  for- 
mule que  ci-deflus.  Donc  8cc. 

• 

Corollaire. 

efl  clair  i°.  Que  le  terme  xy  fe  rencontre 
toujours  dans  ces  deux  formules,  puifque  n’étant  mul- 
tiplié par  aucune  fradion  , on  ne  peut  point  la  fup_ 
polèr  nulle  pour  le  faire  évanouir,  i°.  Qu’il  ne  s’y  peut 
rencontrer  que  l’un  de»  quarrés  x x ou  y y , lequel  s’é- 
vanouit fi  la  fradion  ~ qui  le  multiplie  eft  nulle. 

m 

PROPOSITION  V. 

Problème. 

339-  Trouver  le  lieu  d’une  équation  donnée  dans  la- 
quelle le  flan  xy  fe  rencontre , fans  aucun  des  quarrcs  xx  çÿ» 
yy , ou  feulement  avec  l‘un  des  deux. 

On  délivrera  le  plan  xy  de  fradions , 8c  on  compa- 
rera les  termes  de  l’équation  donnée  avec  ceux  qui  luy 
répondent  dans  la  première  formule  lorlque  le  quarré 
xx  s’y  rencontre , 8c  avec  ceux  de  la  fécondé  lorfque 
c’eft  le  quarré  yy,  8c  enfin  avec  celle  des  deux  qu’on 
voudra  lorfque  pas  un  des  quarrés  xx  &cyy  ne  s’y  trou- 
ve. On  tirera  enfuite  de  la  comparaifon  de  ces  termes, 
des  valeurs  des  quantités  m,n,  p,  r,  s,  par  le  moyen 
defquelles  on  décrira  une  Hyperbole  entre  fes  afymp- 
totes  comme  l’on  a enfèigné  dans  leLemme  précédent 
en  obfervant  toujours  de  mener  ou  de  prendre  du  coté 
oppole  à P & c à PM  les  lignes  dont  les  valeurs  font 
négatives.  JLes  exemples  qui  fuivent  éclairciront  ces 
régies. 


• . 
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Exemple  I. 

34°*  On  demande  le  lieu  de  xy—  ~xx  — cy=zc. 

Comme  c’eft  le  quarré  xx  qui  lé  rencontre  dans 
l’équation  donnée , je  choifis  la  première  formule , & 
j’ai  par  la  comparailon  de  lès  termes  avec  ceux  de  la 

propofée,  i°.  d’où  en  faifant  m — a,  je  tire 

n—b.  i°.  & partant 

parce  que  l’inconnué  x ne  le  trouve  point  au  premier 
degré  dans  l’équation  donnée  , & partant  »• — ^ 

4 parce  qu’il  ne  le  trouve  point  de  ter- 

mes  entièrement  connus;  & partant f>—~  — Or 

comme  les  valeurs  de  A P ( wj  ) , B E ( n ) , 

AD  (r),  KH  (p ) font  coûtes  poficives,  je  conftruis  le 
lieu  précifément  comme  dans  le  Lemme  ( fig.  180.)  en 
obfervant  de  prendre  pour  les  lignes  les  valeurs  que 
l’on  vient  de  trouver. 

Car  GM— y—  -,CG  ou  DG—DC—‘*^-‘  F 

& par  la  propriété  de  l’Hyperbole  CG *GM=CK*KH 
c’eft  à dire,  en  mettant  les  valeurs  analytiques , l’équa- 
tion même  donnée.  Donc  &c.  . 

Exemple  II. 

341*  Soit  xy—+  *yy  — cy—ff—ot  l’équation  dont 
il  faut  conftruire  le  lieu.  ' 

Comme  c’eft  le  quarré  y y qui  fo  trouve  dans  l’équa- 
tion donnée , je  choifis  la  féconde  formule  , & j’ai  par 
la  comparaifon  de  lés  termes  avec  ceux  de  la  propolee, 
i°.  - =—  -,  & II  l’on  fait  m—a  on  aura  n—  — b. 

x°.  7=v,  & partant  s—«.  3 °.r—c.  40.  mp=ft6c 

Hhij 

« 


a.  180; 
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partant  p=  - . Ce  qui  donne  la  conftruction  fatL 
vante. 

Fie.  i8z.  Ayant  mené  par  le  point  fixe  A,  une  ligne  indéfinie 
AQ^^zrzWelc  à P M 8c  du  même  côté,  8c  ayant  pris 
fur  cette  ligne,  la  partie  AB  (m)=a,  je  tire  BE—b 
=—n  parallèle  à A P &c  du  côté  oppofé,  & par  les 
points  déterminés  A,  E,  la  ligne  A E {e).  Je  prends 
fur  AP,\z  partie  AD  {r)  — c du  côté  de  PM  ,8c  je 
tire  la  droite  indéfinie  DG  pajpllele  à AE,  & comme 
les  points  D,  Ç,  tombent  l’un  fur  l’autre  , parce  que 
1)C  (s  )=t>,  je  prends  fur  cette  ligne  lapartie  D K —e 
du  côté  que  s’étend  PM , & ayant  mené  parallèlement 

à AP  &c  du  même  côté  la  ligne  KM  (/>)  = {,  & lar 
droite  indéfinie  DL  qui  tombe  ici  fur  AP , je  dé- 
cris entre  les  Afymptotes  D L , D K , une  Hyperbole- 
qui  pallè  par  le  point  H.  Je  dis  qu’elle  fera  le  lieu  re- 
quis. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M 
la  droite  M parallèle  à A P & qui  rencqntre  les  pa- 
rallèles AE,  DG,  aux  points  F,  G,  on  aura  GM  ou. 

M Q — \-QJF  — FG=  x — p ~ — c , DG  on  AF-=^,  8C 
partant  DG*  G M ~~  ~ = DK*KH  (~j- 

Ce  qui  donne,  en  délivrant  le  terme  xy  de fraûionsj, 
e-Fféquation  propofée  xy — p - y y — cy—ff'=.o,- 

R E M A R Q^P  E- 

J4-*"  S i l’on  prend  pour  l’arbitraire  AB  (m)  une' 
autre  valeur  que  a,  celles  de  CK  (e)  & de  KH  (./>), 
changeront,  mais  les  valeurs  du  réélangle  CK*  K H 
8c  des  droites  A D (>),  CD  (r)  demeureront 
. toujours  les  mêmes  car  elles  ne  renferment  dans  leurs1 
expreffions  que  les  rapports  ï , 2,  qui  ne  càait- 
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gent  point , puifque  dans  le  triangle  ABE  l’angle  ABE 
eft  donné,  &C  la  raifon  ^ ( qui  dans  cet  exemple  eft 

du  côté  AB{m)  au  côté_5£(n).  Or  comme  l’Hy- 

færbole  qui  doit  pafler  par  le  point  H,  fera,  toujours 
a meme  , telle  grandeur  que  l'on  puiflè  donner  à CK  * Art.  io*. 
( e ) & à K H ( p ) , pourvu  que  le  rcélangle  CK*  K H 
demeure  le  même  ; il  sEnluit  que  l’ot^conftruira  tou- 
jours la  même  Hyperbol^  telle  grandeur  que  l’on  puit 
ië  prendre  pour  l'arbitraire  AB(m). 

Exemple  III. 

J43.  Il  faut  conftruire  le  lieu  de  l’équation  donnée 
%y—ay — Ybx — \rCC=o. 

Comme  pas  un  des  quarrés  xx  & y y ne  fe  trouve' 
dans  l’équation  propofée , je  puis  prendre  indifférem- 
ment l’une  ou  l’autre  des  deux  formules,  par  exemple,, 
la  première , de  laquelle  comparant  les  termes  avec 
ceux  de  la  propofée  , j’ai  r°.  ~—o,  & partant  tr=.o,- 
& m=ze ; je  fais  m=a.  z°,  — ou  s— a.  50.  r=— b* 
puifque  4°.  rs—mp—cc,  & partant  f=z—b> 

— . “ . Or  ces  valeurs  de  m,  n,r,  s,p,  étant  ainfi  fre*  rôjs 

déterminées,,  je  conftruis  le  lieu  de  la  maniéré  qui 

fuit. 

Puifque  yf  D (r)=£^-£,  je  niene  parallèlement  à 
PM  8 c du  côté  oppofé  la  ligne  AD=.bt  &c  puifque 
BE  ( n)—o'i  je  tire  la  droite  indéfinie  DG  parallèle  à 
AP  fur  laquelle  ayant  çris  les  parties  D C (s)z=a,, 

CK  ( e ) = mz=z a du  côté  qUC  s’étend  AP  tire  la 

droite  indefinie  CB,  & la  ligne  K H = b — h — p 

parallèle  à PM  & du  côfé  oppofé.  Je  décris  enfuite 
l’Hyperbole  oppofée  à celle  qui  ayant  pour  Âfympto- 
tes  les  droites  C£>CK,  paffè  par  le  point  H.  Je  dis- 

Ht  iij 
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que  fit  portion  indéfinie  O M renfermée  dans  l’angle 
PAS , fait  par  la  droite  indéfinie  AP  &c  par  la  ligne 
AS  menée  parallèlement  à PM  &c  du  même  côté , fera 
le  lieu  cherché.  . 

Car  GM  ou  PG — VP  M— y — \-b  & CQ  ou  CD 
— DG=za~ x,8c par conféquent  CGxG M=ay—xy 
~-\-ab  — bx  — CK*KH{ab-*-cc).,  ce  qui, en  effaçant 
de  part  êi  d’autre  le  ré&angle  aby  & tranfpofant  à 
l’ordinaire,  donne  xy  — ay  —±b x — \-ccz=.o  qui  eftl’é- 
quation  propofëe.  ■ 

Il  auroit  été  inutile  dans  cet  Exemple  de  décrire 
l’Hyperbole  qui  paffe  par  le  point  H i car  aucun  de 
fes  points  ne  pourrait  tomber  dans  l’angle  PAS , où 
l’on  fuppofe  que  doivent  tomber  les  points  M. 

R.  E M A R.  Q^u  E. 

$44‘S'il  arrivoit  qu’en  comparant  les  termes  de 
la  formule  avec  ceux  de  l’équation  donnée,  on  trou- 
vât que  p=oi  on  voit  qu’il  ferait  alors  impoffible  de 
décrire  l’Hyperbole  qui  en  devrait  être  le  lieu , puifi 
que  fa  puiffance  qui  eft  égale  au  rc&angle  pe  ferait 
nulle.  Mais  alors  l’équation  fe  pourrait  toujours  abaifi. 
fer , en  forte  que  fon  lieu  deviendrait  une  ligne  droi- 
te 5 car  effaçant  par  exemple  dans  la  première  formu- 
le du  Lemme  le  terme  mp , elle  devient  xy  — 

— — y—y"!  x—rx—y-m~  =0,  qui  étant  divifee  par 

Art,  jo 6.  ~s  donne / — ^ — r=e,  dont  le  lieu*e/l  une  ligne 

droite. 

.PROPOSITION  V. 

Problème. 

345’*  Construire  tout  heu  du  fécond  degré,  fon  équa- 
tion étant  donnée. 
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Tous  les  termes  de  l’équation  étanf  mis  d'un  même 
côté , en  forte  que  l’un  des  membres  foit  zéro  , je  dis- 
tingue deux  differens  cas. 

Premier  cas.  Lorfque  le  pltn**/  ne  fe  trouve  point 
dans  l’équation  donnée.  i°.  Sal  n’y  a que  l’un  des 
quarrés  y y ou  xx,  le  lieu  fera  une  * Parabole.  i°.  Si  * Art.  jto. 
les  deux  quarrés  y y & xx  s’y  trouvent  avec  les  mê- 
mes lignes,  le  lieu  fera  une  * Ellipfe  ou  un  cercle.  *Art.  514, 
30.  Si  ces  deux  quarrés  s’y  rencontrent  avec  differens 
lignes , le  lieu  fera  une  * Hyperbole  ou  deux  Hyper-  * Art.  jjz. 
boles  oppofées  rapportées  à lès  diamètres. 

Second  cas.  Lorfque  le  plan  xy  fe  trouve  dans  l’é- 
quation donnée.  i°.  Si  pas  un  des  quarrés  y y & xx 
ne  s’y  rencontre  ou  feulement  l’un  des  deux,  le  lieu 
fera  * une  Hyperbole  entre  fes  Afymptotes.  i°.  Si  les  * Art.  jj9. 
deux  quarrés  y y &c  xx  s’y  trouvent  avec  differens  fi- 
* gnes,  le  lieu  fera  * une  Hyperbole  rapportée  à fesdia-  * Art.  351. 
mètres.  30.  Si  ces  deux  quarrés  s’y  rencontrent  avec 
les  mêmes  lignes  , on  délivrera  le  quarré  y y de  frac- 
tions , &c  le  lieu  fera  * une  Parabole  lorfque  le  quar-  * Art.  310. 
ré  de  la  moitié  de  la  fraâion  qui  flhiltiplic  xy  eft  égal 
à la  fradion  qui  multiplie  le  quarré  xxj  une  * Ellipfe  *Art.  314. 
ou  un  cercle  lorfqu'il  eft  moindre;  & enfin  une  * Hy-  » ^rt 
perbole  ou  deux  Hyperboles  oppofées  rapportées  à fes 
diamètres  lorfqull  eft  plus  grand. 

On  décrira  le  lieu  felon  l’article  310.  s’il  eft  une  Pa- 
rabole ;lèIon  l’article  314.  s’il  eft  une  Ellipfe  ou  un  cercle } 
felon  l’article  331.  s’il  eft  une  Hyperbole  ou  deux  Hy- 
perboles oppofées  rapportées  à fes  diaïnetres  ; & enfin 
felon  l’article  339.  fi  c’eft  une  Hyperbole  entre  fes 
Afymptotes.  Tout  ceci  n’eft  qu’une  fuite  de  ces  qua- 
tre articles. 

Corollaire. 

346-Un  e équation  du  fécond  degré  étant  don- 
née , comme  la  Séclion  Conique  que  l’on  trouve  par 

> *• 
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* jirt.  514.  les  régies  prefcmes  eft  le  lieu  * de  routes  les  valeur* 
tant  vraies  que  fauilès  de  l’inconnuë/ , qui  répondent 
aux  valeurs  tant  vraies  que  faudës  de  l’autre  incon- 
nue x > il  s’enfuit  qu’il, ne»peut  y avoir  que  cette  feule* 
Section  qui  foit  le  lieu  de  l’équation  donnée. 


Y 


* 


9 


Livre  huit. 
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LIVRE  HUITIEME- 
Proportion  generale. 

J 47*  Trouver  le  liei,  d’une  infinité  de  feints  qui 
ayent  tous  certaines  conditions  marquées  i lorfque  ce  heu  ne p fife 
point  le  fécond  degré. 

i°.  On  foppofera  comme  connues  & déterminées 
deux  lignes  droites  inconnues  ficindéterminées  A P [\  ), 
F Ai  [y),  qui  faflënt  entr’elles  un  angle  A T Ai  donné 
ou  pris  à dilcretion;  & dont  l’une  AP  ait  Une  origine 
fixe  & invariable  en  un  point  A , & s’étende  le  long 
d’une  ligne  donnée  de  pofition  ; & l’autre  F Ai  qui  dé- 
termine toujours  par  Ibn  extrémité  M , l’un  des  points 
cherchés  , change  continuellement  d’origine , & foie 
toujours  parallèle  à la  même  ligne.  z°.  On  tirera  les  autres 
lignes  que  l’on  jugera  utiles  à la  foiution  du  Problème, 
& on  les  exprimera  par  des  lettres  -,  fçavoir,  les  connues 
par  les  premières  lettres  de  l’Alphabet , & les  inconnues 

{>ar  les  dernieres.  30.  On  regardera  la  queftion  comme  re- 
bluë,  &i  après  en  ayoir  parcouru  toutes  les  conditions , on 
arrivera  enfin  4 une  équation  qui  ne  renfermera  que  les 
deux  inconnues  x &cy  mêlées  avec  des  connuës.4°.  Cette 
équation  dans  laquelle  on  fuppofe  que  les  inconnuè’s  x 
& y ayent  au  plus  deux  dimenfions,  étant  formée,  on  en 
conftruira  le  lieu  félon  les  réglés  preferites  dans  le  Livre 

Çrécédent;  & le  lieu  ainficonftruit  refoudra  la  queftion. 
’out  ceci  s’éclaircira  par  les  Exemples  qui  fuivent, 

Exemple  I. 

348.  T rouver  dans  l’angle  donné  B AC  le  point 
M , tel  qu’ayant  mené  de  ce  point  les  deux  droites  Ai  F, 
MG,  qui  faflènt  fur  les  côtes  AB,  AC,  toujours  vers 
la  meme  part,  des  angles  donnés  MF  B,  MG  Ci  la 

. 1 i 


Fig.  184* 


Tic.  184- 
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droite  M F foie  toûjours  à la  droite  MG  en  la  ra ifoa 
donnée  de  a à b.  Et  comme  il.  v a une  infinité  de  ces 
points , on  demaÉae  ligne  qti  les  renferme  tous , 8c 
qui  en  eft  par  conféquent  le  lieu. 

Par  le  point  M,  que  l’on  fuppofe  être  un  des  points 
cherchés,  ayant  mené  la  ligne  MP  parallèle  à AC  j on 
confiderera  les  deux  droites  inconnues  8c  indéterminées 
A P (x),  PM  (y  ) , comme  connuës  8c  déterminées.  On 
prendra  fur  le  côté  A B la  partie  A B— a , on  tirera  les 
droites  B C,  BD,  parallèles  à MF,  MG , 8c  qui  ren- 
contrent auxpoints  C , D , l’autre  côté  AC  prolongé,, 
s’il  eft  neceflaire;  8c  on  nommera  les  connues  AC,  ci 
Br',f>  B D,g.  Prefentement  menant  M parallèle  à 
AB,  les  triangles  fêmblables  A C B , P M F , & AB  D, 
QMG,  donneront  ces  deux  proportions  : AC  {c).  CB 

(f)-.-.MP(y).  MF—  ~ , &i  A B{ a) . B D(g)  y.MQ 
ou  A P (x).  MG—^-,  ce  qui  fàtisfait  à la  première 

condition  du  Problème  , puifque  les  lignes  MF,  MG  r 
font  toûjours  fuppofées  parallèles  aux  deux  mêmes  droi- 
tes B C,  BD,  qui  font  fur  les  côtés  AB,  AC , les  an- 
gles donnés.  Or  par  la  féconde  condition  qui  refte  à ac- 
complir, il  faut  que  M F [j  ).  MG  a,  b ; d’où 

l’on  tire  l’équation  y — -**  qui  renferme  toutes  les  con- 
ditions du  Problème  ,8c  dont  le  lieu  fera  par  conféquent 
•Art.  joé.  celui  que  l’on  cherche.  Il  fë  confirait  * ainfî. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  AP , la  partie  AH— b,  foit  • 

menée  H parallèle  à P M &c  du  même  côté,  8c 

foit  tirée  la  droite  indéfinie  A E.  Je  dis  qu’elle  fera  le 
lieu  de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  ayant  mene  par  un  de  les  points  quelconques  Irf 
les  droites  M P , M parallèles  aux  deux  côtés  AC  , 

8c  les  droites  MF,  MG,  parallèles  à BC,  B D,  8c 
qui  font  par  conféquent  fur  les  deux  côtés  AB,  AC 
les  angles  donnés  j on  aura  â caufé  des  triangles  fembla^ 
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blés  A H E,  A P M , cette  proportion } A H [b). 
HE('j)::  A P {x).  à caufe  des 

triangles  fomblables  AC  B , P MF , 8c  ABD , QMG , 
ces  deux  autres:  AC  ( r).  CB(f)  ::  MP  ( ).  MF 

= ¥ ,&C  A B (a) . BD(g)::M(l_o\i  AP  (x).  MG 

= Et  par  conféquent  MF  (j  ) . MG{  j ):  :a.b.Cc 
' qui  étoit  propofc. 

Je  n’ai  refolu  cette  queftion  par  le  calcul,  que  pour 
la  rapporter  à la  Propofition  générale , 8c  commencer 
par  des  Exemples  fimples  8c  ailés  à en  faire  voir  l’appli- 
cation ; car  on  peut  refoudre  ce  Problème  fans  aucun 
calcul , 8c  d’une  maniéré  plus  facile  en  cette  forte. 

Soienttirées  lesdroites  AK,AL,  quifaflèntfur  F|C  . 
AC,  les  angles  donnés  KA B\  LAC , 8c  qui  foient  " ' 

cntr’elles  en  la  raifon  donnée  de  a à b.  Soient  menées 
lesdroites  KM,  LM , parallèles  aux  côtés  AB,  AC, 

& qui  fe  rencontrent  au  point  M ; par  où , 8c  par  le  fom- 
met  A de  l’angle  donné  B AC,  foie  tirée  la  ligne  AM: 

Je  dis  qu’elle  iera  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené  d’un  dè  fes  points  quelconques  E le* 
droites  E R,  ES,  parallèles  à AK,  AL  f on  aura  à eau. 
fe  des  triangles  lemblables  A ER,  M AK  A E S t 
MAL,  ces  proportions  ER.  AK::  A E.  AM  ::  ES, 

AL.  Et  partant  ER.  ES  : : AK.  AL  : : a.  b. 

Exemple  II. 

* 

349.L  es  parallèles  AB,  CD,  étant  données  de 
pofition  ; trouver  le  lieu  de  tous  les  points  M tellement  F i o.  i%6. 
placés  entre  ces  lignes,  qu'ayant  tiré  les  droites  MP, 

MG , qui  fallèntavec  elles  toujours  vers  la  même  part 
des  angles  donnés  M PB , Al  G Di  elles  foient  toujours 
entr’elles  en  la  raifon  donnée  de  a à b. 

Ayant  pris  pour  l’origine  fixe  des  indéterminées  A P 
( x ) , un  point  quelconque  A de  la  ligne  AB  ,&■  les  deux 

li  q. 
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droites  inconnues  & indéterminées  A P {*),  P M {?) 
étant  fuppofées  connues  & déterminées  on  mener» 
les  lignes  AC,  A £,  parallèles  aux  deux  droites  MP , 
MG  s &on  nommera  les  connues  AC,c,  A E,f> 

St,  on  prolongera  i>Af  julqu’à  ce  qu’elle  rencontre 
C D en  / î & les  triangles  lemblables  CAE,  » 

donneront  {c).  AE  ( c y ).MG=z  -J. . 

Or  félon  la  condition  du  Problème  qui  refte  à accom- 
plir , il  faut  que  M P (y  ) ■ MG  1 ^ ) : : - • * * à'oh  l’on 

tire  l’équation  , = ^ <\™  renferme  toutes  les  colu 
• Art.  ,07.  dirions  du  Problème,  & dont  le  lieu  qui  eft  » une  ligne 
3 7 droite  indéfinie  H M menee  parallèlement  a AB  en 

forte  que  AH=h^  par  conféquent  le  lieu 

cherché.  ’ _ T 

Exempik  111. 

3 JO.  Deüx  points  A,B , étant  donnez,  en  trou- 
Fi  c.  i«7.  ver  un  troifiéme  M , tel  qu’ayant  mené  les  droites  M A 
MBi  elles  foient  toujours  entr’elles  en  raifon  donnée 
de  a z b Et  comme  il  y a une  infinité  de  ces  points  M, 
il  eft  queftion  de  décrire  le  lieu  qui  les  renferme  tous. 

Il  peut  arriver  trois  differens  cas  félon  que  <*eltmom- 

dre , plus  grand , ou  égal  à b. 

Premier  cas.  Par  le  point  M,  que  je  (ÿppofe  etre  un 
de  ceux  qu’on  cherche,  ayant  mené  la  ligne  MP  per- 
pendiculaire fur  A B ( car  n’y  ayant  point  d’angle  donne 
dans  le  Problème,  on  choifit  l’angle  droit  comme  le 
plus  fimple  ) , & les  deux  droites  inconnues  éc  mderer- 
îninces  AP  (x),  PM  (y  ) étant  fuppofees  connues  ôc 
déterminées  j on  nommera  la  donnée  AB  , ci  & a cau- 
fe  des  triangles  reâangles  AP  M , B P M , on  aura  les 

quarrés  Âm'=. x x~+yy , BM%—  cc—i £*-+* x—¥yy. 
Or  par  la  condition  du  Problème,  AM  (*■* — byj)- 
BM  (ce  — îrx— i-xx — )ryy)\\  aa.bb.  D’où  (en  mul- 
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tipliant  les  extrêmes  &c  les  moyens  & divifant  enfuite 
par  b b — <ta)oti  forme  cette  équation  y y — \-x  x — H 
— = o , qui  renferme  la  condition  du  Problème, 

& dont  le  lieu  qui  eft  par  conféquent  celui  qu’on  de- 
mande , le  conftruit  par  le  moyen  de  l’article  311. 

( Liv.  préced.  ) en  cette  forte. 

Soit  prifê  fur  la  ligne  AP,  la  partie  du  F 1 0. 187. 

côté  oppofé  à PM>  & foit  décrite  du  centre  C,  de  du 
rayon  CD  ou  CE—  la  circonfcrerice  d’un  cer- 
cle. Je  dis  que  là  portion  DMO  renfermée  dans  l’an- 
gle PA  0,  fait  par  la  ligné  A P de  par  la  droite  AO 
menée  parallèlement  à PM  & du  même  côté,  fera  le 
lieu  de  1 équation  que  l’on  vient  de  trouver. 

Car  ayant  mené  d’un  de  lès  points  quelconques  M , 
la  perpendiculaire  MP  fur  A£ , on  aura  par  la  pro- 
priété du  cercle  Cû  -CP'  ou  E P* P D=PM*  i c’eft 
à dire  en  mettant  pour  ces  quarrés  leurs  valeurs  analy- 
tiques , l’équation  précédente. 

Si  l’on  fuppofe  à prelènt  que  les  points  M tombent 
dans  l’angle  b,  A K oppofé  au  fommet  à f angle  B AO 
dans  lequel  on  a fuppofe  en  faifant  le  calcul  qu’ils  écoienc 
fïtués,on  trouvera  en  failànt  ’ AP- & P M=.—y , *Art.  504. 
la  même  équation  que  ci- deflus , tant  par  la  condition 
dil  Problème,  que  par  la  propriété  de  la  portion  RME 
de  la  même  circonférence  que  l’on  vient  de  décrire  y 
d’où  il  fuit  que  cette  portion  eft  le  lieu  de  cous  les  points 
cherchés  M , loriqu’ils  tombent  dans  l’angle  R.  A E.  Et 
fi  l’on  fuppofeenfin  que  les  points  Al  tombent  dans  l’an- 
gle B A R Se  enfuite  dans  l’angle  E AO,  on  trouvera  de 
même ( ert  obiërvanc  défaire  PM  — ~y , lorfqu’il  tom- 
be de  l’autre  côté  de  la  ligne  A S ; SeAP= — x , Iorfi 
que  le  point  P tombe  de  l’autre  côté  du  point  fixe  A ) 
que  les  portions  OR,  F.O,  de  la  même  circdnference 
feront  les  lieux  de  ces  points  -}  & qu’amîi  la  circonferen- 

Ii  iij 
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ce  entière  qui  a pour  diamètre  la  ligne  D E,  eft  le  lieut 

complet  de  tous  les  points  requis  M. 

Second  cas.  On  trouvera  par  un  railbnnement  fembla- 
ble  à celui  du  premier  cas,  cette  équation  y y — \-xx 

— —t-  — — o , dont  le  lieu  fe  conftruit  ainfi. 

F ic.  1S8.  Soit  prife  fur  AP , la  partie  AC—  —“‘yi  c°té  ^e 
P M } & foit  décrite  du  centre  C,  & du  rayon  CD  ou 
CE  — ~jf  un  cercle.  Je  dis  que  l a circonférence  fera 

le  lieu  de  tous  les  points  requis  M.  Cela  fe  prouve  de 
même  que  dans  le  premier  cas. 

Si  l’on  confidere  dans  ces  deux  cas  que  la  circonfé- 
rence qui  a pour  diamètre  DE,  Si.  qui  elt  le  lieu  de  tous 
les  points  cherchés  M , doit  couper  fa  ligne  AB  en  deux 
points  D , E , tels  que  A D . D B : : a.  b , & A E.  E B :t 
a.  b i puilque  le  point  M tombant  en  D la  droite  A M 
devient  A Di  ScBM,  BDiSc  de  même  que  le  point 
M tombant  en  E , la  droite  AM  devient  AE,Si  B M, 
B E : on  abrégera  de  beaucoup  les  conftrudions  prece- 
dentes. Car  il  eft  vifible  qu’ayant  divilë  la  ligne  AB 
prolongée , du  côté  qu’il  fera  neceflâire , en  deux  points 
D , E,  tels  que  A D.  DB ::  a~.b,  & A > . EB:  : a.  b ; la 
ligne  D E fera  en  l’un  & l’autre  cas  le  diamètre  de  la 
circonférence  qui  eft  le  lieu  cherché. 

Troisième  cas.  Puilque  dans  ce  cas  aezzb,  l’équation 
* Art.  J07.  précédente  fe  change  en  celle-ci  x= je  j d’où  l’on  voit  * 
F 1 c.  189.  que  G l’on  prend  AP  égale  à la  moitié  de  A B & qu’on 
tire  la  droite  PM  perpendiculaire  fur  AB,  cette  ligne 
PM  indéfiniment  prolongée  de  part  & d’autre , fera  le 
lieu  de  tous  les  points  requis  M.  Ce  qui  eft  d’ailleurs 
évident  par  les  Elemens  de  Geometrie. 

Exemple  IV. 

Fie-  190.  Jpi.ÜEuxJignes  droites  DE,  DM,  indéfiniment 
jprolongces  de  part  & d’autre  du  point  D,  étant  données 
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de  pofition  fur  un  plan  , avec  un  point  C hors  de 
ces  lignes  ; foit  imaginé  un  angle  donné  CEM  fè  mou- 
voir par  Ton  fommet  £ le  long  de  DE,  en  forte  que 
fon  côté  EC  qui  rencontre  D N en  N , pailè  toujours 
par  le  même  point  C , & que  fon  autre  côté  EM  foit 
toujours  troifiéme  proportionnel  à N C,  CE.  On  de- 
mande le  lieu  de  tous  les  points  M dans  ce  mouve- 
ment. 

Soient  menées  CA  parallèle  à D Ni  & CE  qui  faflë 
fur  D E au  point  B un  angle  égal  à l’angle  donné  CEM, 
du  côté  qu’il  fera  necelïàire,  afin  que  CE  tombant  fur 
CB  la  droite  EM  tombe  for  DE.  Cela  pofé,  je  diflin— 
gue  la  queftion  en  trois  differens  cas  : car  ou  le  fommet . 
£ de  l’angle  donné  CEM  lé  meut  for  la  droite  DE  de 
l’autre  coté  du  point  B par  rapport  au  point  A i ou  en- 
tre les  points  B,  A J ou  enfin  de  l’autre  côté  du  point 
A par  rapport  au  point  B. 

Premier  cm.  Lorlque  le  fommet  E fe  meut  for  la  li- 
gne D £ de  l’autre  côté  du  point  B par  rapport  au  point 
A.  Ayant  mené  du  côté  du  point  C la  ligne  A qui 
faflë  for  D £ au  point  A l’angle  B A Q égal  à l’àngle 
ABC , on  tirera  par  l’un  des  points  cherchés  M,  que  l’onr 
regarde  comme  donné  ,1a  ligne  MP  parallèle  ÏA  Q , &c 
qui  rencontre  DE  en  P i & on  aura  deux  triangles  femkla- 
bles  CBE,  EPM  car  les  deux  angles  CBE , EPM,  font 
égaux  chacun  à l’angle  donné  CEM  ,&i  de  plus  les  angles 
BCE , P EM,  font  auffi  égaux  entr’euX;  puifque  dans  le 
triangle  CBE  l’angle  externe  CEP  ou  CEM  —E  P EM  eft 
égal  aux  deux  internes  oppofes  BCE  &c  CBE  ou  CEM.  Si 
donc  l’on  nomme  les  données  AD , ai  A B ,i>  BC  ,cï 
& les  inconnues  & indéterminées  A P , x s PM, y > A E,zJ 
on  aura,  tant  à caufe  des  parallèles  DN,  AC,  que  de 
la  condition  du  Problème,  ces  proportions  AD  {a). 
A E ::  CN.CE ::  CE . E M : : CB{c).  E P (x  — xJ  :: 
B E ( s^—  b ) . PM  ( y ) i d’où  l’on  forme  ( en  multipliant 
les  extrêmes  & les  moyens)  ces  deux  équations  ax — at^ 
=f  j^Sc  a y = b ^ qui,  en  prenant,  pour  abréger. 
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/=<*-+f,  de  faifant  évanoüir  fëreduifent  à celle-ci 
xx  — — £ y — o qui  ne  renferme  plus  que  les  incon- 

nues x & y,  & dont  Je  lieu,  qui  eft  celui  que  l’on  cher. 

* Art.  jio.  che,  le  conftrujt*  ainfi. 

Soit  prife  fur  la  ligne  AP,  la  droite  AF=  du 
côté  de  PM  ',  & ayant  mené  FL  parallèle  à PM , foit 
prilê  fur  cette  ligne  du  çôté  oppolé  à PM , la  partie 

FG=  — . Soit  décrite  du  diamerrç  G Z qui  ait  pour  ori- 
gine  le  point  G,  pour  paramétré  GH—t,  & pouror- 

données  des  droites  LM  parallèles  à AP , une  Parabo- 
• le  qui  s’étende  du  côtp  de  PM.  Je  dis  que  fa  portion 
indéfinie  OM  renfermée  dans  l'angle  PAQ^  fera  le 
lieu  de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M , 
la  ligne  M parallèle  à AP  ôc  qui  rencontre  le  dia- 
mètre CL  en  Z,  on  aura  ML  ou  PF=x—  GL 
p=y — P — , & parla  propriété  de  la  Parabole,  ML * 

(**_*/*_+  t£)=LG*GH  [ïy-+h£) } ce  qui 
çn  tranfpofàntà  l’ordinaire  donne  l’équation  xx — l~  x 
— £yz=;o,  qu’il  falloir  contraire, 

Second  cm.  Lorfque  le  fommet  E parcourt  la  partie 
PA.  Il  eft  clair  dans  ce  cas  que  les  points  M tomberont 
de  l’autre  côté  de  DE,  puiique  l’angle  donné  CE  Jif 
fera  toujours  plus  grand  que  l’angle  CFP  qui  diminue 
continuellement.  C’eft  pourquoi  j’ai  PM~—yy  ôç 
commç  je  trouye  par  un  raifonnement  lêmblable  ai* 
precedent , la  mêrçe  équation  ; il  s’enfuit  que  la  portion 
AG  O de  la  Parabole  que  l’on  vient  de  décrire , fera  le 
lieu  de  tous  les  points  M , puifqu’elle  donne  aulfi  par  fj* 
propriété  cette  même  équation. 

T roijîéme  cm.  J-orfque  le  fopunet  fe  meut  de  l’autrç 

côté 
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côté  du  point  A par  rapport  au  point  B.  Il  eft  clair  en- 
core dans  ce  cas  que  tous  les  points  cherchés  M doivent 
tomber  au  deflbus  de  la  ligne  D JE;  & on  trouvera  com- 
me dans  le  premier  cas  AD.  A En  CN.  CE::  CF.  FM  : : 

CB.  EP.  Et  partant  AD.  CB::  A E.  E P.  D’où  l’on 
voit  que  E P eft  plus  grande , moindre , ou  égale  à E A 
félon  que  Ci? eft  plus  grande,  moindre, ou  égale iADi 
& qu’ainfi  prolongeant  A au  deiTous  de  DE  vers  K, 
tous  les  points  cherchés  M tombent  dans  l’angle  B AK 
dans  le  premier  de  ces  trois  cas,  dans  fon  complément  i 
deux  droits  DA  K dans  le  fécond  cas , & enfin  lîir  la 
droite  AK  dans  le  troilîéme  cas.  Je  lûppofeici  que  Ci? 
foit  plus  grande  que  A D>  &c<Mime  faiiànt  PM— —y, 
parce  qu’il  tombe  de  l’autre  tore  de  AP,  je  ne  trouve 
plus  la  même  équation  que  dans  le  premier  cas  , je  ne 
fais  plus  d’attention  à la  conftruélion  de  ce  cas.  C’eft 
pourquoi  nommant  i l'ordinaire  AP , xi  PM,y>  j’ar- 
rive à cette  équation  j x — ^ y = o , dans  la- 

quelle g=r  — <*,  dont  le  lieu  qui  eft  celui  que  l’on  cher- 
che eft  une  portion  indéfinie  A M d’une  autre  Parabo- 
le que  la  precedente  laquelle  s’étend  vers  le  côté  oppo- 
fé,  & qui  fe  conftruit  * en  cette  forte.  * Art.  }i«. 

Soit  prife  fur  AP  àt  l’autre  côté  de  PM  la  partie 

'AS—  ^ j foit  menée  ST—  £ parallèle  à A Q^,  & du 

côté  oppofé  à PM  ; fo it  décrite  du  diamètre  T S qui 
ait  pour  origine  le  point  T,  pour  paramétré  une  ligne 
-=  U. , & pour  ordonnées  des  droires  parallèles  à AP, 

une  Parabole  qui  s’étende  du  côté  de  PM.  Sa  portion 
indéfinie  AM  renfermée  dans  l’angle  PA  K fera  Je 
lieu  de  tous  les  points  cherchés  M dans  ce  dernier  cas,  ^ 
où  l’on  fuppofe  que  CB  lurpaflè  AD, 

Il  eft  donc  évident  que  le  lieu  cherché  de  tous  les 
points  M eft  compofé  de  deux  portions  indéfinies  de 
differentes  Paraboles,  dont  l’une  AGOM  s’étend  du 
côté  de  C,  & l’autre  AM  du  côté  oppofé  , êc  partent 
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toutes  deux  du  point  A ; car  le  côté  CE  de  l'angle 
donné  C E M tombant  fur  CA  parallèle  à.  D N,  il  eft 
clair  que  CN  devient  infinie , & qu’ainfi  EM  eft  nulle 
ou  zéro,  puilqu’on  a toujours  NC.  CE::  CE.  EM: 
c’eft  à dire  que  le  point  M fe  confond  avec  le  point  E 
qui  tombe  fur  le  point  D.  D’où  l’on  voit  que  AF  eft 
une  ordonnée  au  diamètre  F G , & AS  au  diamètre  ST  y 
ce  qui  donne  lieu  à la  conftrudion  fuivante  qui  eft  ge- 
nerale. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  indéfinie  AF  de  part  & d’au- 
tre du  point  B les  parties  BO,  BR,  égales  chacune  à 1* 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  DA,  AB , 
BC  j on  mènera  par  les  joints  de  milieu  F,  S,  l’un  de  AO  y 
l’autre  de  A R , les  droites  F G , 5 7\  parallèles  à AQ^Sc 
égales  chacune  à la  troifiéme  proportionnelle  i\AD,  fie 
i AB',  Ravoir,  FG  du  côté  oppofé  au  point  C,fiC  ST  dut 
môme  coté.  Cela  fait,  on  décrira  deux  differentes  Pa- 
raboles dont  l’une  aura  pour  diamètre  G F &c  pour  or- 
donnée FA,  fie  l’autre  pour  diamètre  T S fie  pour  or- 
donnée SA  ; je  dis  que  leurs  portions  indéfinies  MAGOM 
feront  le  lieu  complet  de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  BO  ou  BR  = ^,&C  partant  AF  ou  'xAO—~b 
; fie  de  meme  AS  ou  £ A R = — — - b 
= ^ . Donc  fiée. 

14 

On  peut  remarquer  en  partant  que  fi  l’angle  donné,. 
<^ui  fe  meut  par  fon  fommet  le  long  de  la  ligne  DE,  étoit 
égal  au  complément  à deux  droitsde  l’angle  CEM,  fans 
rien  changer  au  refte  ; c’eft  à dire  cjue  les  points  M tom- 
baflënt  fur  la  ligne  EM  prolongée  de  l’autre  côté  du 
point  E:  le  lieu  de  tous  les  points  M fèroit  alors  les  por- 
tions reliantes  des  deux  Paraboles  que  l’on  vient  de  dé- 
crire. 

Si  les  points  A,  B , C,  éroient  fitués  differemmenc 
de  ce  qu’on  les  fiippolê  dans  cette  figure,  à laquelle  on 
a.  accommodé  le  raifonuemenr  -,  on  arriveroic  toujours 
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comme  l’on  vient  de  faire  à deux  équations  qui  ne  pour- 
raient être  differentes  des  precedentes  que  par  quel- 
ques fanes,  & dont  les  lieux  feroient  par  confequenc 
Acs  portions  de  Paraboles  que  l’on  dccriroit  avec  la 

même  facilité.  , , „ 

Le  Comte  Roger  de  Vintimille  a propofe  ce  Problème 
aver  quelques  autres  dans  le  Journal  de  Parme  du  mois 
d’ Avril  de  l’année  1693.  ce  qui  a donné  occafion  auPerc 
Saquenus  de  faire  imprimer  un  petit  livre  à Milan , dans 
lequel  il  avoue  qu’il  n’a  pû  refoudre  celui-ci,  quoiqu’il 
faite  affez  paroître  par  la  folution  des  autres  qu’il  eft 
fort  verfé  dans  la  Geometrie. 

Exemple  V. 

»r 

5P1.Une  ligne  droite  indéfinie  A P étant  donnée  Fig.  ijt. 
de  pofition,  avec  deux  points  fixes  A,C , 1 un  fur  cette 
.droite  & l’autre  au  dehors  j foit  décrite  une  Parabole 
A M qui  ait  pour  paramétré  une  ligne  quelconque , & 
pour  axe  la  ligne  AP  dont  l’origine  foit  en  Ai  & ioit 
menée  du  point  donné  C une  perpendiculaire  CM  à 
cette  Parabole.  On  demande  le  lieu  de  tous  les  points 
M dont  il  eft  vifible  qu’il  y a une  infinité  ; puifque 
changeant  continuellement  de  paramétrés , on  peut  dé- 
crire une  infinité  de  Paraboles  différentes , qui  ayenc 
toutes  pour  axes  la  même  droite  indefinie  AP,  dont 

l’origine  foit  toujours  en  A.  . 

Ayant  mené  par  le  point  donne  C la  perpendiculaire 
C B fur  AP,&-  par  un  des  points  cherches  M que  Ion  9 
regarde  comme  donné , les  droites  MP,  MK,  parallè- 
les i BC  AP,&\*  tangente  MT,  on  nommera  les 
données  AB,  ai  BC,  bi  & les  inconnues  & indéter- 
minés AP,  PM, y,  ce  qui  donne  CK-b-y 
MK—a—Vx  Or  par  la  condition  du  Problème , 1 an- 
gle C M T eft ‘droit  i & par  confequent  les  triangles  rec- 
tangles TPM , CK  M,  feront  lemblables-,  car  fi  1 on  ote 

des  angles  droits  CM  T,  KMP,  le  meme  angl c KMT , 

K IJj 
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+Art.\ i,&  les  reftes  C MK,  TM  P,  feront  égaux.  Donc  TP*  (tx), 

*3’  PM  (y)  ::  C K (b -y) . KM  {a — [-x  ),  d’où  l’on  forme  # 

en  multipliant  les  extrêmes  & les  moyens  cette  équa- 
tion yy~by~+  ixx — t-iax=o,  dont  le  lieu  qui  eft 
* Art.  311.  celui  qu’on  demande  eft  * une  Ellipfe  que  l’on  conftruit  * 
*Art.  314.  en  cette  forte. 

Ayant  mené  ADz=\b  perpendiculaire  à A P & du 
côté  de  PM , le  tiré  la  droite  indéfinie  DL  parallèle  à 
AP,  on  prendra  fur  cette  ligne  la  partie  ducôté 

oppofë  a PM  » fit  de  part  fit  d’autre  du  point  E les  parties  * 
EF,  EG  égales  chacune  à V\ua — Enfiiite  de 
l’axe  F G qui  ait  pour  paramétré  une  ligne  g H double 
de  F G , on  décrira  une  Ellipfe.  Je  dis  que  là  portion 
A MO  renfermée  dans  l’angle  P AD  eft  le  lieu  de  l’é- 
quation pfécedente  ; fie  par  confequent  de  tous  les  points 
- cherchés  M , lorlqu’ils  tombent  dans  cet  angle. 

Car  prolongeant  PM,  s’il  eft  necellàire , jufqu’i  ce 
qu’elle  rencontre  l’axe  F G en  Z,  on  aura  l’ordonnée 
M I — rb—y , fie  EL  = \a — hx,  fie  par  la  propriété 
de  l’Ellipfe,  F L* LG  ou  EF' — E L [\bb — ax  — xx). 
LM'  (îbb  — by — \-yy  ) : ; EG.  GH::  I.  i5  ce  qui  don- 
ne en  multipliant  les  extrêmes  fie  les  moyens  \bb  — ia  x 
— ixxz=±bb  — 'by-+yy.  Donc  fiée. 

Si  l’on  fuppofe  à prefent  que  les  poinrs  M tombcnc 
dans  les  angles  PA  D,  B A R , on  Trouvera  toujours  la 
même  équation  que  ci-deflus , tant  par  la  condition  du 
Problème  que  par  la  propriété  de  1 Ellipfe  ; en  obfer- 
vant  de  faire  AP——x,  Se  FM— —y,  lorfque  le 
* point  P tombe  de  l'autre  côté  de  l’origine  A,  fie  PM, 
de  l’autre  coté  de  la  lignes/’.  D’où  il  fuit  que  les  por- 
tions de  l’Ellipfe , que  l’on  vient  de  décrire , renfermées 
dans  ces  angles  font  le  lieu  de  ces  points. 

On  doit  remarquer  qu’il  eft  impoffible  qu’aucun  des 
points  cherchés  M,  tombe  dans  Pangle  PA  R , oppofé 
au  fommet  a l’angle  P A D dans  lequel  eft  fitué  le  point 
donné  C,  d’où  doivent  partir  toutes  les  perpendiculai- 
res aux  Paraboles.  Car  ü d’un  point  quelconque  pris 
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dans  cet  angle  PA  R , on  mene  des  droites  comme  MP, 
MT,  perpendiculaires  fur  AP  8c  C M,  il  eft  vifible 
que  les  points  Pi  T,  tomberont  du  même  côté  du  point 
A , 8c  par  confequent  que  cette  ligne  M T ne  pourra 
être  tangente  en  M comme  le  demande  la  queftion. 

Si  l’on  lüppofe  que  A P{x)  devienne  nulle  ou  zéro, 
l’équation  précédente  y y — b y — \-xxx — t-ax  = o fe 
changera  en  celle-ci yy  — by-z=.o , donc  les  deux  raci- 
nes ionc  y^=.o , &£.y  = b > ce  qui  fait  voir  qu’en  rirffit 
AO  parallèle  8c  égale  à PC,  le  lieu  des  points  cherchés 
M paflèra  par  les  deux  points  A,0.  Ôn  prouvera  de 
même  en  foppofant  que  le  point  P tombe  de  l’autre  côté 
de  l’origine  A,  &c  failànt  AP(  — x)  — AB  ( a) , que 
ce  même  lieu  pafièra  par  les  points  P, Ci  de  forte  que 
l’Ellipfo  doic  être  décrite  autour  du  redangle  APCO. 
Ced  donne  lieu  à une  nouvelle  conftru&ion  que  voici. 

Soit  formé  le  redangle  APCO , 8c  foie  décrite  * au- 
tour de  ce  redangle  une  Ellipfe,  dont  l’axe  F G paral- 
lèle aux  côtés  AP,  OC,  foie  à fon  paramétré  GH,  com- 
me i eft  à 1. 11  eft  évident  qu’elle  fera  le  lieu  cherché. 

R E M A R QJJ  E.  I. 

J-  S<  la  nature  des  lignes  courbes  telles  que  AM 
étoit  exprimée  par  l’équation  generale  y'=:xm a”~m( les 
lettres  m,n  marquent  les  expolàns  des  puiflances  d e y 
8c  x tels  qu’ils  puiuène  être  ) qui  renferme  * non  feule- 
ment la  Parabole  ordinaire,  mais  encore  celles  de  tous 

les  degrés  à l’infini  ; on  auroit  TP*{lx).  PJÿ(y):, 

C K ( b— y ) . K M(a — fo*  ) : ce  qui  don  heyy—by  -H*  ^ * x 

— E - a x = o , dont  le  lieu  qui  eft  celui  qu’on  cherche , 
eft  une  Ellipfo  que  l'on  conftruira  félon  l’article  jn.  ou 
bien  félon  l’article  176.  fi  l’on  obforve  que  cette  Ellipfe 
doit  pailer  autour  du  redangle  donné  APCO,  8c  que 
fon  axe  F G parallèle  aux  côtés  AP,  OC,  doit  être 

Kk  iij 


* Art.  i7<. 


*Art.  x - j, 
* Art.  157. 
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à fon  paramétré  G H en  la  raifon  donnée  de  m à », 

R E M A B.  Q^U  E II. 

354.  Si  le  centre  E de  l’Ellipfe  qu’on  vient  de'  décri- 
re tomboic  fur  l’origine  A de  l’axe  commun  AP  de  tou- 
tes les  Paraboles  A Mi  Su  l’axe  F G de  l’Ellipfè  fur  l'axe 
AJ>  des  Paraboles  : cette  Ellipfe  couperait  toutes  ces 
differentes  Paraboles  à angles  droits.  On  peut  énoncer 
ce  Theorême  de  la  maniéré  qui  fuit. 

Soient  une  infinité  de  Paraboles  comme  de  tel 
degré  qu’on  voudra,  qui  ayent  toutes  pour  axe  commun 
la  même  ligne  AP , dont  l'origine  eft  toujours  au  même 
point  A i & foit  une  Ellipfe  qui  ait  pour  centre  le  point 
A,  Si  dont  l’axe  F G fitué  fur  AP  foit  à fon  paramétré , 
comme  le  nombre  wexpofant  delapuiflànce d cAP(x) 
eft  au  nombre  n expofant  de  la  puiilànce  de  PM  (y  ) , dans 
l’équation  generale  fz=zxmar~m  qui  exprime  la  nature 
des  Paraboles  AM.  Je  dis  que  cette  Ellipfe  coupera  tou- 
tes ces  Paraboles  à angles  droits. 

Par  le  point  M , où  elle  coupe  celle  de  ces  Paraboles 
qu’on  voudra,  ayant  mené  la  tangente  MT  à cette  Para- 
bole, & MS  perpendiculaire  à cette  tangente  ; il  eft  que- 
ftion  de  prouver  que  MS  touche  l’Ellipfe  au  point  M.  Pour 
en  venir  à bout,  on  tirera  la  perpendiculaire  MP  fur 
l’axe,  & ayant  nommé  les  indéterminées^/’,  xi  PM,yi 
Si  la  donnée  FG,if>  on  aura  par  la  propriété  de  l’El- 
lipfé  FP*PG  (tt—xx).  PM'(yy)::  m.»,&partane 
myy—ntt—nxx.  Or  dcaulè  des  angles  droits  T PM, 

TMS,  il  vient  TP*  (£*).  PM  (y)  ; : P M (y). 

PS=  , & parconfequenc  AS  ou  AP—\rPS=  ~~~ 

c=:  - en  mettant  pour  myy  la  valeur  que  l’on  vient  de 

trouver  ntt — nxx.  D’où  l’on  voit  que  AP.  AF::  AF.  AS, 
SC  qu’ainfi  * la  ligne  MS  touche  l’Ellipfe  au  point  jVf. 
Ce  qtt’il  falloit  Q'C. 

b 
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Exemple  IV 

JJJ' Soient  imaginées  une  infinité  d’Hyperboles  fig.  ijj. 

Îui  ayent  toutes  pour  Afymptotes  communes  les  mômes 
roites  AP , AO,  données  de  pofition,  qui  font  entr'elles 
un  angle  droit  PA  O > Sc  foient  conceuës  partir  d’un 
point  donné  C une  infinité  de  perpendiculaires  comme 
CM  à ces  Hyperboles.  On  demande  le  lieu  de  tous  les 
points  M,  où  chacune  des  droites  CM  rencontre  l’Hy- 
perbole à laquelle  elle  eft  perpendiculaire. 

Ayant  tire  les  mômes  lignes  que  dans  l’exemple  pré- 
cèdent , 8c  les  ayant  -nommées  par  les  mêmes  lettres , 
on  arrivera  de  même  à cette  proportion  TP  * ( x ) . * Art.  toy. 
PM  {y)  ::  CK  {b  — y).  KM(a-x)-,  ce  qui  donne  cet- 
te équation  y y — by  — x x — f-ax=zo,  dont  voici  ’ le  * An.  jjo. 
lieu.  cu 

Ayant  pris  fur  l’Afymptote  AO  parallèle  à PM,  la 
partie  AD=±b,  8c  mené  D L parallèle  à A Pi  on 
prendra  fur  cette  ligne  la  partie  D E — î a du  côté  de 
PM , 8c  de  part  8c  d’autre  du  point  E,  les  parties  EF, 

EG , égales  chacune  à V-aa — \bb  ou  \ ^bb  — \aa  fé- 
lon que  a eft  plus  grand  ou  moindre  que  b.  On  décri- 
ra enfuite  de  la  ligne  F G , comme  premier  axe  dans  le 
premie/cas,  8c  comme  fécond  dans  le  deuxième  , deux 
Hyperboles  oppofées  équilareres.  Je  dis  que  leurs  por- 
tions renfermées  dans  l’angle  PAO , feront  le  lieu  de 
cette  équation , 8c  par  confequent  celui  de  tous  les  points 
cherchés  M. 

Car  prolongeant  PM  ( s’il  eft  neceflàire  ) jufou’à  ce 
qu’elle  rencontre  l’axe  FG,  en  L,  on  aura  l'ordonnée 
ML=\b—y,  8c  la  partie  EZ  = x~  {ai  8c*  par  la  *Art.nj. 
propriété  des  Hyperboles  équilareres 
{xx  — ax — Y\bb)  — LM  ( \bb — by — Hj'y ) . Donc  8cc. 

Si  a=.b , la  conftrudion  precedente  n’a  plus  de  lieu, 
car  la  valeur  du  demi  axe  EF  ou  E G devient  nulle.  Et 
comme  l’équation  précédente  devient  celle-ci  yy  — ay 
—xx — ira  x = o,  ou  yy  — ay — \-'~aa=zx x — ax — 1-  \aa 
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de  laquelle  extrayant  de  part  6c  d’autre  la  racine  quar- 
rée,  il  vient  y — \a  — x — {a  ou^=x,  6i\a~~y  — x 
— a a ou  y =«  — x ; il  s’enfuit  que  fi  l’on  achevé  le  rec- 
Fig.  194.  tangle  A B CO,  & qu’on  tire  les  deux  diagonales  AC, 
B O : elles  feront  le  lieu  de  tous  les  points  cherchés  M. 
Car  la  diagonale  A C eft  le  lieu  de  la  première  équation 
y = x,  6c  î’autre  diagonale  B 0 eft  le  heu  de  la  deuxié- 
me  y— a — x,  « 

R-EMARQ^UE  I. 

St  la  nature  des  lignes  courbes  qui  ont  pour 
Afymptotes  les  droites  AB,  AO,  écoit  exprimée  par 
F 1 0. 1 9J.  l’équation  generale  x“ y’—am~*-  qui  renferme  * les  Hy- 

* Art.  119.  perboles  de  tous  les  degrés  à l’infini , on  auroit  TT  * 

* An.  zj7.  (—x  ).  PM  [y)::  CK  (b—y).  KM  ( a — *)}  ce  qui 

donn eyy  — by—  ^ xx-~+  ^axzzzo,  dont  le  lieu  fë  con- 

* Art.  jjo.  ftruit  * ainfi. 

Ayant  trouvé  le  point  E comme  dans  l’exemple,  on 
prendra  fur  D L de  part  6c  d’autre  du  point  E,  les  par- 

ties  EF,  EG , égales  chacune  à \\aa—  — bb  ou 
■ ^ % 

\ ^-bb  — \aai  félon  que  naa  eft  plus  grand  ou  moin- 
dre que  mbb • Enfuite  de  la  ligne  F G comme  premier 
axe  dans  le  premier  cas  , & comme  fécond  dans  le 
deuxième , qui  foit  à fon  paramétré  en  la  raifon  donnée 
de  m à »,on  décrira  deux  Hyperboles  oppofées  : leurs 
portions  renfermées  dans  l’angle  OAB  feront  le  lieu 
qu’on  cherche. 

Si  a.  b : : l 'm.  Sn , l’équationyy— b y—  - xx p -axzzza 

Fie.  194.  fe  change  en  celle-ci yy—ayV"-  — ~ x»-+  ^ax=»t 
ou  de  luqud- 

le  extrayant  de  part  6c  d’autre  la  racine  quarrée , il 

vienç 
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vient  Jy-iaV?r=xV£-ldV£,  ou  y=xV^;  & 

iayï  — -'-aVl  ouy=zaV --xV^.D’où. 

il  fuit  que  fi  l’on  achevé  le  reéfangle  A BCO , St  qu’on 
tire  les  diagonales  BO , Ad  ces  deux  lignes  droites 
feront  le  lieu  de  tous  les  points  cherchés  M : caria  dia- 
gonale ACcft  le  lieu  de  la  première  équation^  =.xV 

St  l’autre  diagonale  BO  le  lieu  de  la  fécondé  y —a\^ 

—x\~i  . 

m * 

On  prouvera  de  même  que  dans  l’Ellipfè , que  les  Hy-  F 1 «•  l9 I* 

perboles  oppofëes  qui  font  le  lieu  cherché , doivent  être 
décrites  autour  du  re&angle  donné  ABC  O i St  comme 
l’axe  FG,  parallèle  aux  côtés  AB , OC,  doit  être  à 
fon  paramétré  en  la  raifon  donnée  de  min , il  s’enfuit 
qu’on  peut  décrire , fi  l’on  veut , ces  Hyperboles  par  le 
moyen  de  l’article  176.  ( Liv.4.) 

R E M A R C^U  E II. 

157 • Si  le  centre  E de  l'Hyperbole  BEC  tomboit  Fio.  ijj; 
fur  le  point  A , St  fon  axe  F G iur  la  ligne  AP  J je  dis 
que  cette  Hyperbole  couperoit  à angles  droits  toutes 
celles  qui  ont  pour  Afymptotes  les  droites  AP , AOi 
ce  qu’on  peut  énoncer  ainn. 

Soient  une  infinité  d’HyperboIes  de  tel  degré  qu'on  Fi«.  ijj. 
voudra , qui  ayent  toutes  pour  Afymptotes  communes 
les  mêmes  droites  A P,  A O , qui  font  entr’elles  un  an- 
gle droit  j St  foit  une  Hyperbole  ordinaire  F M qui  aie 
pour  centre  le  point  A,  St  dont  le  premier  axe  F G fitué 
lur  AP,  foit  à fon  paramétré  comme  le  nombre  m em>- 
fant  de  lapuiflànce  de  AP  ( * ) eft  au  nombre  « exp<Mic 
de  la  puiflance  de  PM  (y  ) dans  l'équation  generale  xmf 
— am  qui  exprime  la  nature  des  Hyperboles  MAM. 

Je  disque  l’Hyperbole  FM  coupe  à angles  droits  toutes 
ces  différences  Hyperboles. 
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Ayant  mené  par  le  point  M où  elle  coupe  telle  de 
ces  Hyperboles  qu’on  voudra, une  tangente  M T à cet- 
te Hyperbole,  & une  perpendiculaire  MS  à cette  tan- 
gente ; il  s’agit  de  prouver  que  l’angle  TMS  fera,  droit. 
Pour  le  faire,  on  tirera  MP  perpendiculaire  fur  l’A- 
fymptote  AP  > & ayant  nommé  les  indéterminés  AP,  xi 
PM ,yi  & la  donnée  F G,  it  > on  aura  par  la  propriété 
del’Hyperbole  FM  cette  proportion  FPxPG  (xx—tt). 
PM  (yy):\m.  n,  & partant  myy=inxx  — ntt.  Or  k 
•Art.  137.  caufe  des  angles  droits  TPM,TMS,  il  vient  TP*(-x). 

PM  (y)::  PM(y).  PSz=c~^.  Et  par  confequent  AS 

ou  A P — P S—  j en  mettant  pour  myy  1» 

Valeur  qu’on  vient  de  trouver  nxx  — ntt.  D’où  l’on 
voit  que  AS  eft  troifiéme  proportionnelle  à AP,  A Fi 

• Art.  ixi.  & qu’ai  n fi  * la  ligne  Jri  S touche  l’Hyperbole  FM  an 

point  M.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Exemple  VII. 

F 1 «.  jjé.  3 j8.  La  Parabole  BAC  étant  donnée,  on  deman- 
de le  lieu  de  tous  les  points  M , tels  qu'ayant  mené  de 
chacun  de  ces  points , deux  tangentes  MB,  MC,  à cet- 
te Parabole  ; l'angle  BMC  qu’elles  comprennent  foie 
toujours  égal  à un  angle  donné. 

Il  peut  arriver  que  l’angle  donné  BMC  fbit  aigu» 
obtus,  ou  droit  ; ce  qui  fait  trois  differens  cas. 

Premier  cas.  Lorfque  l’angle  donné  B M C eft  aigu. 

• Art.  160,  Ayant  mené  * l’axe  AD  delà  Parabole  donnée  BAC , 

qui  rencontre  les  tangentes  MB,  MC,  aux  points  A, G, 
o^irera  fur  cet  axe  des  points  touchans  B,  C,  & du 
p™t  de  concours  M , les  perpendiculaires  BD,  CE, 
M P.  Et  ayant  mené  M N qui  faflè  fur  l’axe  A D l’an- 
gle F NM  égal  à l’angle  FMG  complément  à deux 
droits  de  l’angle  donne  B MC , on  nommera  les  incon- 
nues & indéterminées  AP,  xi  PM,y-,  AF, si  AG,  ti 
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Si  le  paramétré  de  l’axe  A D , fçavoir,  AV,  ai  lequel 
efl:  donné  , puifque  la  Parabole  BAC  eft  donnée.  Cela 
pofé  ; à caulé  du  triangle  rcâangle  FPM , on  aura  le 
quarré  FM  =.ss  — i sx — v .v — h yy,  lequel  étant  di- 
vifé  par  FC  ( s—t ) donnera  — F N.,  1 

caufe  des  triangles  fémblables  F GM,  F M Ni  Si  par- 
tant PN  ou  F P — FN=  ,x  . Je  cherche 

à prefent  par  le  moyen  de  la  Parabole  donnée  BAC 
<ies  valeurs  de  s—j-t,  st,  Si  s—  t par  rapport  i x Si  y, 
afin  qu’étant  fubftituces , dans  la  valeur  de  P N,  cette 
ligne  ne  renferme  plus  dans  fon  expreflîon  d’autres  in- 
connues que  x Si  y.  Ce  que  je  fais  ainfi. 

Les  triangles  lêmblables  FPM , FDB  > Si  G PM , 

GEC,  donnent  JT»  (r— x).  PM  (y)::  FD*{is).BD*  (/as).  * Art. 
Et  GP(x-t).  PM  (y)  ::  G E (i  t)  .Ç  E(/at) . D’où  je  * Art, 

forme  ces  deux  équations  ss  — ixs—^  s — k-xx=  g , 

Si  tt'—ixt — *21t — y-xx  = o i c’eft  i dire  ( en  faifimt 

p=zx — ^ pour  faciliter  le  calcul  ) ss—ps — Vxx=o, 

Si  tt — pt — H xx— o.  Je  retranche  la  féconde  équation 
de  la  première,  Si  j’ai  ss  — tt—ps — \rpt=o  qui  étant 
divifée  par  s — t donner — partanti=p — r, 

& ss=ps  — ts=:ps — xx  à caufe  de  la  première  équa- 
tion, d’où  je  tire  r/=xx.  Si  l’on  ôte  4xx  valeur  de 
4 st  de  pp  valeur  de  s s — \-its — ytt,  on  formera  enfin 
cette  égalité  ss  — rst — ytt=pp—^.xx  ,Sc  extrayant 
de  part  Si  d’autre  la  racine  quarrée,  on  aura  r — t — 

t/pp—^xx  — 7 en  mettant  pour  p là  valeur  i x 


4» 


4 

Si  l’on  met  à prefent  à la  place  de  s—+t,  st,Scs — t, 
leurs  valeurs  zx-+  — , xx,  & * dans 

on  trouvera  FN=  *y~v- . Or  fi 

L1  ij 
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l’on  prend  fur  l’axe  la  partie  NQ égale  au  paramétré 
Ar(a),Si  qu’on  tire  QT  parallèle à PM , & qui  ren- 
contre en  T la  droite  M N prolongée  autant  qu’il  fera 
neceflàire -,  il  eft  vifible  que  la  ligne  QT  lèra  donnée , 
puilque  dans  le  triangle  reétangle  NQT,  l'angle  QNT 

3ui-eft  égal  à l’angle  donné  B MC  eft  donne  , & que 
e plus  fe  côté  N Q qui  eft  égal  au  paramétré  A V de 
l’axe  de  la  Parabole  , eft  aullî  donne.  Soit  donc  la  don- 
née QT—b,&cà.  eau  Ce  des  triangles  femblables  N PM, 

! 4*y— *1  \ 

27 QT,  on  aura  cette  proportion,  NB 
TM  (y)  ::  a.  b , & partant  q.ay'yy— \-ax  = ^.b  x — ab , 
c’eft  à dire  en  ôtant  les  incommenfurables  y y — — xx 
— I -<**-+  ~ x — Xe  bb=zo,  dont  le  lieu  ( qui  eft  celui 

* Art.  3jo.  qu’on  cherche  ) Te  conftruit  * en  cette  forte. 

& }}i,  ' Soit  prile  furl’axe  AD  de  la  Parabole,  la  partie  AU 

— 1 1 a— y du  côté  dePM  > & de  part  & d’autre  du  point 

H les  parties  HI,  H K,  égales  chacune  à ,Sc 

foit  décrite  du  premier  axe  I K qui  foit  à fon  paramé- 
tré KL  comme  a a eft  à b b , une  Hyperbole  K M.  Je 
dis  qu’elle  fera  le  lieu  de  l’équation  que  l’on  vient  de 
trouver. 

Car  HP=x—\a—~  , & par  la  propriété  de  l’Hy- 
perbole HP—  HK  {xx  — ~ax  — x-+-f-e  aa).P M* 

(yy)  ::  1 K.  K L:>aa.bbice  qui  donne , en  multipliant 
les  extrêmes  & les  moyens,  l’équation  précédente. 

Il  eft  à propos  de  remarquer  que  dans  ce  cas  F 2V* 
fera  toûjours  moindr<^que  F JP  s puifque  l’angle  F NM, 
qu’on  a pris  égal  au  complément  à deux  droits  de  l’an- 
gle donné , eft  obtus.  C’eft  pourquoi  — valeur  de 

FP—FN  doit  être  pofitive}  & par  conlèquent  x doit 
toûjours  furpafler  \ a.  D’où  l’on  voit  que  quoiqu’il  y ait 
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une  portion  de  l’Hyperbole  oppofée  à KM  qui  Toit  ren- 
fermée dans  l’angle  PA  V fait  par  la  ligne  A P &i  par 
la  droite  A V menée  parallèlement  à PM  & du  même 
côté , elle  ne  peut  pas  neanmoins  faire  partie  du  lieu  des 
points  M i parce  que  Al  étant  moindre  que  l’indé- 
terminée AP  qui  feroit  alors  moindre  que  AI , feroit 
à plus  forte  raifon  moindre  que  i a. 

Second  cas.  Lorfque  l’angle  donné  eft  obtus.  Ert  fup- 
pofant  que  les  points  M tombent  dans  l’angle  PAV~y 
&i  par  un  railbnnement  fèmblable  à celui  du  premier  cas, 
on  trouvera  la  même  équation  ; & par  confequent  la 
conftru&ion  du  lieu  demeurera  la  meme.  Mais  il  faut 
oblèrver  dans  ce  fécond  cas  que  F N fera  plus  grande 

que  FP , & qu’ainfi  la  valeur  de  FP—FN  de- 

viendra négative  $ d’où  il  fuit  que  x fera  toujours  moin- 
dre que  J,  a , & partant  que  le  lieu  cherché  fera  alors  la 

fortion  de  l’Hyperbole  qui  s’écend  du  même  côté  de  la 
arabole,  laquelle  fe  trouve  renfermée  dans  cet  angle 
PA  V.  Et  comme  en  fuppofant  que  les  points  M tombent 
dans  l’angle  DA  y,  on  trouve  encore  la  même  équa- 
tion, il  s’enfuit  que  cette  Hyperbole  entière  fera  le  lieu 
de  tous  les  points  cherchés  M. 

De  là  il  eft  évident  que  fi  une  Hyperbole  K M eft  le 
lieu  de  tous  les  points  M lorfque  l’angle  donné  BMC 
eft  aigu , Ion  oppofée  fera  le  lieu  de  tous  ces  points  lorfi.  ^ 

3ue  l’angle  donné  fera  égal  au  complément  à deux  droits 
e l’angle  BMC , parce  qu’alors  les  lignes  données  a 6c  b 
qui  déterminent  la  conftrudion  des  Hyperboles  demeu- 
rent les  mêmes. 

TTotjièmc  cas.  Lorfque  l’angle  donné  eft  droit.  Il  eft  F i o.  j$<. 
clair  que  F N eft  alors  égale  a F P , & qu’ainfi  la  valeur  >97* 

~ 1 de  F P — FU  fera  nulle  ou  zéro.  D’où  l’on 

*,Jys  +** 

voit  * que  fi  l’on  prend  fur  l’axe  A D prolongé  vers  fbn  * ^ rt 
origine  A la  partie  A P — \a,  & qu’on  lui  mene  la  per- 
pendiculaire indéfinie  PMî  cette  ligne  qui  n’eft  autre 

L1  ii) 
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que  la  directrice  comme  l’on  peut  voir  dans  les  défini- 
tions de  la  Parabole , fera  le  lieu  cherché. 

Corollaire. 

F t g,  196.  3f9'  Si  l'on  mene  le  demi-fecond  axe  H O , & qu’on 

1971  tire  l'hypothenufe  K O ; les  triangles  re&angles  K H O, 

• MQT  feront  femblables:  car  puilque  le  fecond  axe  efl: 

moyen  proportionnel  entre  le  premier  I K & fon  para- 
métré KL,  il  s’enfuit  que  KH\  HO  : : / K.  KL::  a a. 
bb , & qu'ainfi  KH.  HO  ::  N QJ.a).  QT  (b).  L’angle 
H KO  ( qui  felon  la  définition  11.  du  j.  Livre  , efl:  égal 
i la  moitié  de  l’angle  fait  par  les  Afymptotes  de  l’Hy- 
perbole KM  ) fera  donc  égal  à l’angle  QNT , c’eft  à 
dire,  à l’angle  donné  B M Ci  &on  aura  MQj_a) . QT 

N QJ  a ) . 

NT(^^=fbî)::  KH  K0=  . 

Or  fi  l’on  pofe  l’hypothenufe  K O du  triangle  re&angle 
KH  O fait  par  les  deux  demi-  axes  H K,  HO,  fur  le 
premier  axe  J K depuis  le  centre  H , en  R & 5 J il  eft 
* Art.  74.  clair  * que  ces  deux  points  feront  les  deux  foyers  de 
’ l’Hyperbole  K M & de  fon  oppofée  5 8c  que  RA=ia, 

puilque  H *=  & AH=  * *-t-  ^ . D’où  l’on 

^ voit  que  le  foyer  R de  l’Hyperbole  K M eft  encore  le 
foyer  * de  la  Parabole  BAC,  & que  SR  (-£-). 

L HO  H O (— )■  AR(sa) , puifqu’en 

multipliant  les  extrêmes  & les  moyens , on  forme  le  mê- 
me produit.  Ce' qui  donne  lieu  à ce  Theorême. 

Fig  1 é Si  fur  la  diftance  SR  des  foyers  d’une  Hyperbole 
* *9  'KM , on  prend  du  côté  de  S,  la  partie  RA  rroifiéme 

f Art.  4.  proportionnelle  à cette  diftance  5 R , & à la  moitié  H O 
de  fon  fecond  axe  j fie  qu’ayant  décrit  * une  Parabole 
BAC  qui  ait  pour  foyer  le  point  R , & pour  axe  la  lu 
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gne  A R donc  l’origine  foie  en  Ai  on  tire  d'un  poinc 
quelconque  M de  l’Hyperbole  KM  deux  tangente» 

MB , MC,  à.  cette  Parabole:  je  dis  que  l’angle  BMC 
qu’elles  comprennent,  fera  toujours  égal  à la  moitié  de 
l’aDgle  fait  par  les  Alÿmptotes  j 8c  que  fi  l’on  prend  le 

i>oint  M fur  l’Hyperbole  oppofée,  l’angle  compris  par 
es  tangentes , fera  toujours  égal  au  complément  à deux 
droits  de  la  moitié  de  l’angle  fait  par  les  Afymptores. 

Exemple  VII L 

560.  ^Jne  ligne  droite  indéfinie  B AP  étant  don-  F*®-  »?8. 
» née  de  pofition  fur  un  plan  avec  deux  points  fixes  A,  D , 
l’un  fur  cette  ligne  8c  l’autre  au  dehors}  on  demande  le 
lieu  de  tous  les  points  M , dont  la  propriété  foit  telle 
qu’ayant  mené  de  chacun  de  ces  points  aux  deux  points 
fixes  A,  D,  les  droites  MA , MD:  la  ligne  A M Coït 
toujours  égale  à la  partie  M £ de  l’autre  droite  DM , 

!>rife  entre  le  point  M & le  point  E où  elle  rencontre 
a ligne  M P. 

Du  point  donné  D & du  poinc  M que  l’on  CuppoCe 
être  l’un  des  points  cherchés,  ayant  mené  les  perpendi- 
culaires BD,  MP , fur  la  ligne  AP , on  nommera  les 
.données  AB,  iaj  BD,  ib>St  les  inconnues  8c  indé- 
terminées T5  A/,7. • 8c  on  aura  AP=zP  £;  puif. 

que  ( hyp.  ) AM—M E.  Or  les  triangles  femblables  EBD, 

EPM , donnent  EB  ou  A E — AB  ( ix  — ia).  BD 
(1  b)::EP[x).  PM  (y).  En  multipliant  donc  les 
extrêmes  8c  les  moyens,  on  formera  cette  équation 
xy  — ayzz^b  x , qui  renferme  la  condition  marquée  dans 
le  Problème , 8c  dont  le  lieu  qui  eft  * une  Hyperbole  * An.  jjy. 
équilatere  entre  les  Afymptores  Ce  conftruit  ainfi. 

Soit  tirée  la  ligne  A D que  l’on  divifera  par  le  milieu 
en  C,  par  où  l’on  mènera  les  droites  CF , CG,  l’une  pa- 
rallèle 8c  l’autre  perpendiculaire  à AP:  foient  décrites 
entre  les  Alymptotes  CA,  CG , indéfiniment  prolongées 
de  parc  8c  d’autre  du  poinc  C,  par  les  points  D,  A , * * 'î0* 
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les  deux  Hyperboles  oppofoes  D M , A M , qui  font  * 
équilateres.  Je  dis  qu’elles  feront  le  lieu  complet  de  tous 
les  points  cherchés  M. 

Caries  Afymptotes  CF , CG,  divifent  les  droites  AB, 
B D en  deux  parties  égales  aux  points  L,  K,  pui/que 
^Dcft  divifée  par  le  milieu  en  Ci  6c  partant  lorfque 
les  points  P tombent  fur  AB  prolongée  indéfiniment 
du  côté  de  B , comme  l’on  vient  de  luppofer  en  faifànt 
le  calcul,  la  ligne  rL  ou  CW  —x  —a , H M —y — b ; 
& par  la  propriété  * de  l'Hyperbole  C H x H M 
( xy  — ay  — bx — \-ab  ) =C  KxRD  (ab)  ; ce  qui  donne 
xy  — ayz=zb  x. 

Si  l’on  fuppofe  à prefent  que  les  points  P tombent  fur 
B A indéfiniment  prolongée  du  coté  de  A,  ou  fur  la 
partie  déterminée  AB  > on  trouvera  toujours  { en  ob- 
servant de  faire  A P =—x,  6c  PM— —y  lorfqu’ils 
tombent  de  l’autre  côté  du  point  A & de  la  ligne  A P ) 
la  même  équation  xy — ayz^bx , tant  par  la  condition 
marquée  dans  le  Problème  que  par  la  propriété  de 
l’Hyperbole  AM  ou  DM-  Donc  6cç, 

Corollaire. 

De  -la  il  eft  évident  que  les  parties  MR  , 
MS  des  deux  droites  AM,  D M , comprifes  entre  le 
point  M&c  l’une  ou  l’autre  des  Afymptotes , font  égales 
entr’elles.  Car  i°.  Lorfque  l’Afymptote,  comme  CP,  eft 
parallèle  à la  ligne  AP,  l’angle  R SM  eft  égal  à l’angle 
A EM  ,6c  l’angle  SR  M & l’angle  MAE.  i°.  Lorlque 
l’Afymptote,  comme  CG,  eft  perpendiculaire  à AP , 
l’angle  RS  M fera  le  complément  a un  droit  de  l’angle 
AEM  à eau  fo  du  triangle  redangle  S L E,  6c  de  même 
l’angle  S R M ou  fon  oppofé  au  fommet  A R L eft  le 
complément  à un  droit  de  l’angle  EAM&  caulè  dix 
triangle  reétangle  RAL.  Donc  puifque  les  angles  EAM , 
AE  M , font  égaux , il  s'enfuit  que  le  triangle  R MS  fera 
jfofcelle  , & qu’ainfi  les  côtés  MR,  MS,  feront  égaux 

entr’eux. 
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entr’eux.  Ce  Corollaire  nous  fournit  le  Theorênîe  fui- 
vant. 

Si  l’on  mene  d’un  point  quelconque  M d’une  Hyper- 
bole équilatere , deux  droites  MD , MA,  aux  extrémi- 
tés d’un  de  lès  premiers  diamètres  AD,  leiquelles  ren- 
contrent l’une  ou  l’autre  Alymptote  aux  points,  R , S:  je 
dis  que  les  parties  MR,  M S,  de  ces  deux  droites  fe- 
ront égales  entr’elles. 

Exemple  IX. 

3 6l.  Deux  cercles  EGF,  JB  NO,  dont  les  centres  F«c* 
font  C,  A,  étant  donnés,  & ayant  mené  par  un  point  quel- 
conque G du  cercle  EGF  une  tangente  indéfinie  GNO 
qui  coupe  l’autre  cercle  B NO  en  deux  points  N,  O , par 
lefquels  foienr  tirées  les  tangentes  NM,  O Mi  on  de- 
mande le  lieu  de  tous  les  points  de  concours  M. 

Ayant  tiré  MP  perpendiculaire  fur  CA,  qui  pafife 
par  les  centres  C,  A , des  cercles  donnés } on  mènera  les 
droites  CG,  AM,  qui  lèront  parallèles,  puifque  l’une 
& l’autre  eft  perpendiculaire  lur  la  même  droite  GO 
qu’elles  rencontrent  aux  points  G,  Qj  & on  nommera 
les  données  AB  ou  AO  , ai  CE  ou  CF  ou  CG,  b i 
CA , ci  & les  inconnues  & indéterminées  AP,  xi  . 

P M,  y.  Cela  fait,  les  triangles  reûarvgles  femblables 
A 0 M,  A QJ),  donneront  A M ( y'x  x—yyy  ).  AO  (a):: 

AO  (a).  AQj=  — ^ . Et  menant  CH  parallèle  à 

G 0 , qui  rencontre  en  H,  MA  prolongée , s’il  eft  neceflâi- 
re,  on  aura  à caufe  des  triangles  redangles  fembla- 
bles MAP , CAH,  cette  proportion  : PA(x).AM 

\y~xx~Jrÿy)<’.AH  ou  CG—Aq(J>—  AC(c)i 

ce  qui  donne  cdl-à-dirc , en 

ôtant  les  incommenfurables,  l'équation^ —4-  -g—  xx 

£-=«,  dont  le  lieu  eft  * une  Parabole,  une 

Ellipfe,  ou  une  Hyperbole  félon  que  CE  ( b )eft  égale. 

Mm 
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plus  grande  , ou  moindre  que  C A [c ) . Voici  laconftnr- 
dion  du  dernier  cas. 

Soir  prife  fur  la  ligne  AP  la  partie  A R zsz  -*“ti  du 

côté  oppofé  à P Mi  2c  de  part  & d’autre  du  point  R les- 

pàrties  RI,  RK,  égales  chacune  i ~~  , & foie  deçà- 
•* 

re  du  premier  axe  IK  qui  ait  pour  paramétré  KL  = 

w 9* 

une  Hyperbole.  Je  dis  que  fa  portion  indéfinie  D M 
renfermee  dans  l’angle  P AD  fait  par  la  ligne  A P Sc 
par  la  droite  A D menée  parallèlement  à PM  & du 
même  côté , fera  le  lieu  de  cette  équation. 

Car  par  la  propriété  de  l’Hyperbole,  Rp'  — îd* 

ce  qui  redonne  l’équation  precedente. 

Si  l’on  fuppofe  i prefent  que  les  points  M tombent 
dans  l’angle  K A D qui  eft  à côté  de  l’angle  PA  D , on 
trouvera  encore  ( en  fai/ânt  AP  = — x)  fa  même  équa- 
tion ; d’où  il  fuit  que  la  portion  déterminée  / D de  l'Hy- 
perbole IM,  avec  la  moitié  entière  de  l’Hyperbole 
qui  lui  eft  oppofëe  fera  le  lieu  de  ces  points,  Sc 
qu’ainfi  ces  deux  Hyperboles  oppôfées  compolènt  le 
lieu  complet  de  tous  les  points  cherchés  M : où  l’on 
doit  oblerver  que  la  portion  SIT  renfermée  dans  le 
cercle  B N 0 eft  inutile , puifqu’aucun  des  points  de 
concours  M des  deux  tangentes  NO,  O M,  à ce  cer- 
cle , ne  peuvent  tomber  au  dedans. 


Il  eft  à propos  de  remarquer  que  Ra{“ LJ 

= V K R — h;  / K * K L , comme  l’on  voit  en  mettant 
pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques  * & qu’ainlî 
puifoue  le  redangle  I K*  KL  vaut  le  quarré  de  la  moi- 
tié du  fécond  axe,  le  point  A fera  * l’un  des  foyers  de 
l’Hyperbole  JM.  Or  puifque  Al  ou  A R — RI 

= *7=44  = 7+4  > & ^K=AR-i-RK— 

“ p— 4 > ^ * enfuit  qu’on  peut  abréger  la  conftruclion 
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precedente  en  cette  forte.  * 

‘ Soient  prifes  fur  la  ligne  AC  du  côté  de  C,  les  partie* 

•Al,  AK-,  troifiémes  proportionnelles  à A F(c — \-b) , 

A B (a),  & à A E (c — b),  AB{*)s  & foient  décrites 
du  premier  axe  J K , & du  foyer  A * deux  Hyperboles  *Art.  -]6. 
oppofées.  Il  eft  évident  qu’elles  feront  le  lieu  de  tou* 
les  points  cherchés  M. 

Lorfque  CE  ( b ) eft  plus  grande  que  CA  (c),  la con- 
ftruékion  de  l’Ellipfe  qui  eft  le  lieu  des  points  cherchés 
M , fe  fera  de  la  meme  maniéré  que  pour  l’Hyperbole, 
en  obfervant  de  prendre  la  partie  • AK  de  l’autre  côté 
du  point  A par  rapport  au  pouÿ  C.  Et  enfin  lorfque 
CE  {b)—C  A (r),  il  n’y  aura  qu’à  prendre  furlaligne  F««. 

AC  du  côté  de  C,  la  partie  AI  troifiéme  proportion- 
nelle à AP , AB,  & décrire  enfuite  une  Parabole  qui 
ait  pour  foyer  le  pointé,  & pour  axe  la  ligne  IA  dont 
l'origine  foie  en  I. 

Corollaire  I.  pour  l’Ellipse  éc  les 
Hyperboles  oppose' es. 

363*  D e la  il  eft  évident  que  fi  de  l’un  des  foyers  Fie.  ijy. 
A d’une  Ellipfe  ou  de  deux  Hyperboles  oppofees , dont 
le  premier  axe  eft  1 K,  on  décrit  un  cercle  quelconque 
B NO  > & qu’ayant  pris  forcer  axe  les  parties  A E , AF , 
troifiémes  proportionnelles  à A K,  A B , & à A I,  AB, 

{fçavoir  AE  du  côté  du  point  K,  & AF  du  côté 
du  point/),  on  décrive  du  diamètre  EF  un  cercle 
EGF  : il  eft  évident,  dis-je,  que  fi  l’on  tire  d’un  point 
quelconque  M de  la  Scâion,  deux  tangentes  M N , 

MO,  au  cercle-  B N O , la  ligne  0 2/  qui  joint  les  points 
touchans  étant  prolongée , s’il  eft  neceflàire , touchera 
toûjours  l’autre  cercle  EGF. 

Corollaire  II.  pour  la  Parabole. 

Î64.L  fuit  encore  de  la  refolution de  ce  Problème,  Fig.  ioo. 
que  fi  du  foyer  A d’une  Parabole  IM  dont  l’axe  I Ai, 

Mm  ij 
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fon  origine  en  /,  on  décrit  un  cerclé  quelconque  BNOï 
& qu’ayant  pris  fur  l’axe  du  côté  de  fon  origine,  la  par-  * 
tie  AF  troifiéme  proportionnelle  à.  AI,  A B, on  dccri-* 
ve  un  cercle  'AGF  du  diamètre  A Fi  6c  qu’enfin  l’on 
tire  d’un  point  quelconque  M de  la  Parabole  deux  tan- 
gentes M N , MO  , au  cercle  B N O : la  ligne  N 0 qui 
joint  les  points  touchans,  étant  prolongée,  s’il  eft  ne- 
ceflaire , touchera  toujours  le  cercle  ACF  en  un  point  G, 

Exemple  X. 

Une  ligne  droite  indéfinie  AP  étant  donnée 
fur  un  plan,  avec  un  point  fixe  F hors  d’eile;  trouver 
le  lieu  de  tous  les  points  M , dont  la  propriété  foit  telle 
qu’ayant  mené  de  chacun  de  ces  points  une  perpendicu- 
laire MP  (ut  AP,  & au  point  / une  ligne  droite  MFi 
la  raifon  de  MP  à M F foit  toujours  la  meme,  que  cel- 
le de  la.  donnée  a à la  donnée  b. 

Ayant  mené  du  point  donné  F fur  la  ligne  AP  la 
perpendiculaire  FA , & du  point  M que  l’on  fùppofë 
être  l’un  des  cherchés,  une  parallèle  MQjk  AP,  on 
nommera  la  donnée  AF,  c ; 6i  les  inconnues  & indé- 
terminées AP,  xi  P M ,yi  qui  font  entr’elles  un  an- 
gle droit  A PM.  Cela  pofé , le  triangle  reftangle  MQJF 
donne  MF%=z  F(£  [cc  — i ‘■/-+M1-+  M(/{<x),  Sc 
à caufe  de  la  condition  marquée  dans  le  Problème  on 
aura  MP * (y  y).  M h'  ( cc—  i cy  — Yyy — Yx  x ) ::aa.bbi 
d’où  (en  multipliant  les  moyens  & les  extrêmes  ) on  tire 
terte  équatioh  ajyy  — bhyy  — \aacy—\-  aux r — Yaacc=o, 
dont  il  s’agit  maintenant  de  conftruire  le  lieu.  Pour  en 
venir  à bout,  il  faut  diftmguer  trois  differens  cas  félon 
que  a eft  plus  grand,  moindre,  ou  égal  à b. 

Premier  cm.  En  divifànr  par  aa  — bb , on  trouve  cet- 

te  équation  yy-  y -J-  x x 

dont  le  lieu  eft  une  JEllipfc  * que  l’on  conftruic  en  cette 
forte. 
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Soit  prife  for  A F Au  côté  de  F,  la  partie  AC  — 

& ayant  mené  par  le  point  C une  parallèle  K H z AP., 
foient  prifes  fur  cette  ligne  de  part  &:  d’autre  du  point 


C,  les  parties  CH,  CK,  égales  chacune  à V . En- 

fuite  de  l’axe  KH  qui  foit  à fon  paramétré  K L comme 
aa  — bbedzaa,  foit  décrite  une  Elliplë.  Je  dis  qu’elle 
fera  le  lieu  de  l’équation  précédente , & par  confcquent 
de  tous  les  points  cherches  M. 

Car  par  la  propriété  de  l’Eiliplë,  KE*  EH  ou  CH  ‘ 

-W  ™ (êk  - S»  ■ -w  ) ■ ■ 


KH.  K L : : a a — b b.  a a î ce  qui , en  multipliant  les  ex- 
trêmes te  les  moyens , rend  la  même  équation  que  ci- 
defliis. 


Puifque  CH.  CB'  : : KH.  KL::  aa—bb.aa,  il 
s’enfuitqueledemi-axe  CB  ou  CD = > & qu’ainfi 


DF  ou  DC-+CF  — “^~^  = ~,&CFB  ou  CB-CF 
Donc  DF*FB=  — c7f‘}  & 

« • -«-h*  « — « ’ 

partant  le  point  F eft  * l’un  des  foyers  de  cette  Elliplë 
qui  a pour  grand  axe  la  ligne  BD.  C es  remarques  nous 
foujniflënt  une  conftrudion  beaucoup  plus  lïmple  que 
la  précédente  : La  voici. 

Soient  prifes  fur  FA  du  côté  de  A la  partie  F B 
■ — , te  du  côté  oppofé  la  partie  FD  — .Ayant 

pris  DG  égal  à B F du  côté  de  F ; foit  décrite  des  foyers 
F , G , te  de  l’axe  B D * une  Ellipfe , il  eft  évident  qu'elle 
fatisfera  à la  queftion. 

Second  cm.  On  aura  dans  ce  cas  y y—  xx 

• # 

— -~r‘~  =0,  parce  que  a eft  moindre  que  b.  Le  lieu 

de  cette  équation  fera  deux  Hyperboles  oppofées,  que 
l’on  pourra  conftruire  lelon  l’article 332.  ( Liv.  7.  ).  Apres 

M m iij 
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avoir  fait  les  memes  remarques,  que  dans  le  cas  pre- 
cedent , on  trouvera  cette  conftru&ion. 

Soient  prilès  fur  FA  du  côte  du  point  A les  parties 

FB  = ~-ay  FD—  ~-t  ■ Ayant  pris  DG  égal  à BP 

du  côté  oppofé  au  point  F,  foient  * décrites  des  foyers 
F,  G,  & du  premier  axe  BD,  deux  Hyperboles  oppo- 
fëes  B M , DM.  Elles  feront  le  lieu  de  tous  les  points 
cherchés  M. 

Trotfiéme  cac.  L’équation  generale  aayy—bbyy—xaacy 
-+  aaxx—\-aacc  = o(c  changeant  en  cette  autre  xx—xcy 
— fcc— 0,  parce  que  a=b,  fon  lieu  eft  une  Parabole 
qu’il  eft  facile  de  conftruire  telon  l’article  jio.  ( Liv.  7.  ) 
mais  on  voit  tout  d’un  coup  & fans  avoir  befoin  d’au- 
cun calcul , que  fi  l’on  décrit  une  Parabole  qui  ait  pour 
direftrice  la  ligne  A P,  & pour  foyer  le  point  F , ielon 
qu’il  eft  enfeigné  dans  la  définition  première  du  premier 
Livre  j elle  fera  le  lieu  requis. 

Corollaire.  I. 

. 366. 1 l eft  clair  dans  le  premier  cas , que  CF  ( . 

CS  &)  : : es  . CA  (;£,) . = k fc  (Tl l'on 

trouve  la  même  choie  dans  le  fccond  cas  : ce  qui  donne 
lieu  à ce  Theorême.  . 

Si  dans  une  Elliplè  ou  deux  Hyperboles  oppofées  qui 
ont  pour  centre  le  point  C,  pour  foyers  les  deux  points 
JF,  G,  & pour  premier  axe  la  ligne  BD,  on  prend  CA 
troifiéme  proportionnelle  à CF  ,C B , du  côté  du  foyer 
Fi  & qu’on  mene  la  droite  indéfinie  AP  perpendicu- 
laire fur  BD:  je  dis  que  fi  d’un  point  quelconque  M de 
la  Seûion,  l’on  tire  fur  AP  la  perpendiculaire  MP  , 
& au  foyer  F la  droite  M F ; la  railon  de  M P à M F , 
fera  toujours  la  même*que  du  premier  axe  BD  i la  dif. 
tance  F G des  foyers. 

Dans  les  Corollaires  füivans  cette  ligne  droite  indé- 
finie A P s’appellera  Direlbrice  à l’égard  de  ces  deux 
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Sections  ; auflîbien  qu’i  l’égard  de  la  Parabole.  D’où 
l’on  voit  qu’il  eft  facile  de  décrire  une  Section  conique 
qui  ait  pour  foyer  un  point  donné  F,  pour  directrice 
une  ligne  donnée  de  polition  AP ,8c  quipaflè  par  un 
point  donné  Mi  car  tirant  au  foyer  P la  ligne  MF, 8c 
& fur  la  diredrice  AP  la  perpendiculaire  MP,  & nom- 
mant les  données  MP,  ai  MF,  bi  il  n’y  aura  qu’â  dé- 
crire le  lieu  des  points  M tels  que  M P ioit  toujours  à 
M F comme  a eft  à b. 

Corollaire  IL 

367-S«  l’on  joint  deux  points  quelconques  M,  N,  * 1 c-  104. 
d’une  Sedion  conique , par  une  ligne  droite  qui  rencon-  10î* 
tre  la  diredrice  en  C i 8c  que  du  foyer  F,  on  tire  les  droi- 
tes FM,  FN,  FC:  je  dis  que  la  ligne  FC  coupe  en 
deux  parties  égales  l’angle  N F H complément  à deux 
droits  de  l’angle  N F M , lorfque  les  points  M , N, 
tombent  fur  une  Parabole,  Ellipfe , ou  Hyperbole  j & 
l’angle  NFM , lorfqu’ils  tombent  fur  deux  Hyperboles 
oppofées. 

Car  tirant  les  perpendiculaires  MP,  NQ^  for  la  di- 
redrice, & la  ligne  ND  parallèle  à M F J les  triangles 
femblables  MPC,  NQC,K.  MFC,  NDC,  donnent 
MP.  NQj  : MC.  NC  : : MF.  ND.  Et  partant  MP. 

MF::  NQ^  ND.  Or  par  la  propriété  de  la  Sedion 
conique  qui  a pour  diredrice  la  ligne  P 8c  pour 
foyer  le  point  F,  on  aura  M P.  M F ::  N Q^N  F.  Les 
lignes  ND,  N F,  feront  donc  égales  entr'elles;  c’eft 
pourquoi  dans  le  premier  cas  l’angle  N D F ou  CF  H 
fera  égala  l’angle  CFN , & dans  le  fécond  l’angle  FDN 
ou  CFM  fera  égal  i l’angle  CFN.  Ce  qu’il  falloir 
prouver.  ' 

Corollaire  III. 

368.  D b-la  on  voit  comment  on  peut  décrire*une  F 1 e.  104. 
Parabole,  Ellipfe,  ou  Hyperbole  qui  paflè  par  trois 
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points  donnes  M,  N ,0 , & qui  ait  pour  foyer  le  point 

donné  F. 

Soient  menées  par  le  foyer  F , les  droites  FC,  F E, 
qui  divifént  par  le  milieu  les  angles  NFH , FFFK,  com- 
piemens  à deux  droits  des  angles  donnés  MFN , OP  N; 
fie  parles  points  C,  E,  où  elles  rencontrent  les  lignes 
M N,  O N , qui  joignent  les  points  donnés , foit  tirée 
une  ligne  droite  indefinie  CE.  Soit  décrite  une  Section 
conique  qui  ait  pour  diredtrice  la  ligne  CE,  pour  foyer 
le  point  F , fie  qui  paflè  par  le  point  M : il  eft  clair  fé-  • 
Ion  le  Corollaire  précèdent  qu’elle  pafléra  aufli  par  les 
deux  autres  points  N , 0. 

Corollaire  IV. 

F io.  »of.  569.  On  tire  encore  du  Corollaire  fécond  une  ma. 

niere  de  décrire  deux  Hyperboles. oppofées  qui  ayent 
pour  foyer  le  point  F ) fie  donc  l’une  d’elles  pafle  par 
deux  points  donnés  M , 0 , & l’autre  par  un  point  don. 
né  N. 

Soit  menée  par  le  point  F la  ligne  F E qui  divife  par 
le  milieu  l’angle  H FO  complément  i deux  droits  de 
l’angle  MF  O formé  par  les  droites  f'm  , FO,  tirées 
du  point  F aux  deux  points  M,  O,  qui  doivent  fe  trou- 
ver dans  la  même  Hyperbole  s fie  foit  encore  menée  par 
le  mêmê  point  F la  ligne  FC,  qui  diviféen  deux  parties 
égales  l’angle  M F N formé  par  les  droites  FM,  FFF, 
tirées  du  point  F aux  deux  points  M , ?f,  qui  doivent 
tomber  fur  les  deux  Hyperboles  oppofées.  Par  les  points 
E,  C;  où  les  lignes  PE,  FC , rencontrent  les  droites 
MO , M N,  qui  joignent  les  points  donnés  , foit  tirée 
une  ligne  droite  indéfinie  EC.  Soient  enfin  décrites  deux 
Hyperboles  oppofées,  qui  ayent  pour  foyer  le  point  F, 
pour  direûrice  la  ligne  E C , fie  dont  l'une  d'elles  pafle 
par  le  point  M:  il  eft  évident  qu’elles  facisfont  à la  que. 
won, 

ç o r o 1.  y. 
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Corollaire  V. 

37°-  L es  mêmes  chofés  étant  pofées  que  dans  le  Fie.  104. 
Corollaire  fécond  ; il  eft  vifible  que  l’angle  MF  N dif- 
férence de  l’angle  CFM  & de  fon  complément  à deux 
droits  CF  H ou  CF  N,  diminue  à mefure  que  le  point 

aproche  du  point  M ; de  forte  qu’il  s’évanoüit  tout- 
à- fait , lorfque  le  point  N tombe  furie  point  M.  L’an- 
gle CFM  fera  donc  égal  alors  à fon  complément  à deux 
droits,  & par  confequent  il  fera  droit.  Or  comme  la  li- 
gne MN  devient  alors  la  tangente  MT,  puifqu’elle 
paflè  * par  deux  points  infiniment  proches  de  la  courbe  ; 18S. 

on  voit  naître  une  maniéré  generale  Sc  toute  nouvelle 
de  mener  d’un  point  donné  M fur  une  Se&ion  conique, 
une  tangente  MT,  un  foyei ?F  avec  l’axe  qui  paflé  par 
ce  foyer  étant  donnés. 

Car  ayant  trouvé  la  directrice  comme  il  eft  enfeigné 
dans  le  Corollaire  fécond , on  mènera  du  point  donné 
M au  foyer  F la  droite  MF,  fur  laquelle  on  tirera  la 
perpendiculaire  F T qui  rencontre  la  directrice  en  T,  par 
où  &c  par  le  point  donné  M on  tirera  la  tangente  cher- 
chée MT- 

Exemple  XL' 

37b  Deux  angles  K AM , KBM,  mobiles  autour  Fie.  1 etf. 
des  points  fixes  A , B , étant  donnés  fur  un  plan,  avec 
une  ligne  droite  indéfinie  F K qui  ne  paflé  par  aucun  de 
ces  points  j foie  imaginé  le  point  de  concours  K des  deux 
côtes  A K,  B K,  le  mouvoir  le  long  de  la  droite  F K, 

& foit  propofé  de  trouver  la  nature  de  la  ligne  courbe 
que  décrit  dans  ce  mouvement  le  concours  M des  deux 
autres  côtés  AM,  B M , prolongés  lorfqu’il  eft  necef 
faire  de  l’autre  côté  des  points  A , B. 

Sur  A B comme  corde , je  décris  de  l’autre  côté  du 
point  j Vf,  un  arc  de  cercle  capable  d’un  angle  BD  A 
qui  vaille  quatre  droits  moins  les  deux  angles  donnes 
KAM,  KB  M>  & ayant  achevé  le  cercle  entier  dont 
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cet  arc  fait  partie,  il  peut  arriver  que  la  droite  indéfinie 
F K tombe  toute  entière  au  dehors  de  ce  cercle,  ou 
qu’elle  paflè  au  dedans,  ou  enfin  qu’elle  le  touche;  ce 
qui  fait  trois  differens  cas  que  j’explique  en  particu- 
lier. 

Premier  cm.  Du  centre  C du  cercle  BD  A E\t  mene 
fur  F K , la  perpendiculaire  C F qui  le  rencontre  aux 
points  D , E > &:  je  fais  paflèr  par  le  point  D ( plus  pro- 
che de  la  ligne  F K que  l’autre  point  E ) les  deux  côtés 
DA,  DB , des  deux  angles  DAP,  DB  Q,  égaux  aux 
angles  K AM,  K B M,  lefquels  côtés  étant  prolongés 
vers  D rencontrent  la  ligne  F K aux  points  G,  H.  Or 
par  la  conftru&ion  l’angle  BD  A plus  les  deux  angles 
DAP , D B Q,  vaut  quatre  droits  ; & comme  le  meme 
angle  BD  A plus  les  deux  angles  DAB,  DBA,  vaut 
deux  droits;  il  s’enfuit  que  les  angles  B AP , A'Bq , 
vallent  deux  droits,  & qu’ainfi  les  lignes  AP,  BQ , font 
parallèles  entr’elles.  Cela  pofé. 

Soit  mené  du  point  K lur  les  deux  côtés  A D , BD, 
les  perpendiculaires  KÆ,  K S i & des  points  A,  M,  fur  les 
deux  autres  côtés  B Q,  A P , les  perpendiculaires  AI, 
M P,  qui  rencontrent  B Q^,  aux  points  /,  Q.  Soient  les 
données  FE—a , F D — b , B I—c , A I=d , F G=g, 
FM=h , DG=m,  D Ff=m&c les  inconnues FK~i^, 
AP=ix,  PM=yi  &c  à caufê  des  triangles  reétangles 
femblables,  G D F , G K R , on  aura  ces  deux  propor- 
tions: GD  (m).GF(g)  : : G K GR== 

GD(m).  DF(b)::GK(xc-g).KR=  ^ . Or  les  trian- 
gles re&angles  femblables  GDF,  EDA , donnent  auffi 
GD(m).  DF{b)::  E D (a- b) . A D & par- 
tant AD—SrDG  ou  AG—  , & AG—YGR 

ou  AR=  ±=£±??±£=u  . parce  mm—hb, 

i caufe  du  triangle  reétangle  DF  G.  Mais  les 
triangles  rectangles  A RK,  AP  M font  femblables  , 
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car  retranchant  des  angles  égaux  K AM,  DAP  le 
même  angle  K AP,  Jes  reftes  K A R,  PAM , feront 
égaux  5 & par  confequent  A R ) . R K ( — : : 

AP  (x).  PM  (y  ) d’où  l’on  tire  x=  . 

Maintenant  les  triangles  re&angles  femblables  H DF 
H K S donnent  HS=h-^-^,  KS=  . & jes 


triangles  re&angles  femblables  H PD,  E B ^^lonnent 
DH(n).DF(b)::  DE(a-b).  T)  B — Et  par- 


tant jSD—t-  DH  ou  BH=  ~ “ ,w  , 8c  BH—HS 

jj  C *£>-~bb  fw  hz. — hh  ab — hx.  . m 

ou  jià — * — , parce  qu c ntt =66 

-+hhi  caufe  du  triangle  reâangle  DF  H.  Or  les  trian- 
gles redangles  BS  K,  B QJA,  font  femblables , car  re- 
tranchant des  angles  égaux  DBQ,  KBM,  le  même 
angle  DBM,  les  reftes  K BS,  MB  Qj  feront  égaux  j 
& par  confequent  B S SK  B 


(x-c).QM  (y-+J  ) . D’où  l’on  tire  ç=  • 

Comparant  cette  derniere  valeur  de  ^avec  la  précé- 
dente , multipliant  en  croix , & faifant  pour  abréger 
GH  ( g ’ — i- b ) —f,  on  arrive  enfin  en  divifant  par  abf 
à cette  équation. 

yy—Fdy—F  - XX—  - X—O 


donc^p  lieu  que  l’on  pourra  conftruire  félon  l’article 
j 14.  ( Liv.  7.  ) fera  une  Ellipfè,  parce  que  le  terme  * x x 
fera  toujours  précédé  dans  ce  premier  cas  du  ligne  — f-, 
en  quelque  fituation  que  fé  puifïént  trouver  les  points 
A,  B,  K. 

Second  us.  Après  avoir  nommé  les  lignes  par  les  Fia.  107. 

Nnij 
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memes  lettres  que  dans  le  premier  cas,  & fait  les  me- 
mes raifonnemens  ; on  arrivera  à cette  équation. 

yy-Jfdy  — J xx— {■  jx=.o 
te  u 

f f 

f *f 

qni  ne  différé  de  la  précédente  que  dans  quelques  lignes, 
& donc  Jfclieu  que  l’on  pourra  conftruire  félon  l’article 
331.  ( Lnrj.  ) fera  toujours  deux  Hyperboles  oppofées, 

parce  le  terme  h-xx  fera  toûjours  précédé  du  ligne  — 
dans  ce  fécond  cas. 

Comme  le  plan  xy  ne  fe  rencontre  point  dans  les 
deux  équations  précedenres,  8c  que  l’angle  AP  M eft 
droit  ; on  connoît  d’abord  que  l’un  des  axes  de  l’Ellipfè 
dans  le  premier  cas,  8c  des  Hyperboles  oppféesdans  le 
fécond  doit  être  parallèle  aux  lignes  A P,  B 8c  qu’il 
a avec  Ion  paramétré  la  meme  raifon  que  E F {a)  à 
FD[h),  parce  que  la  fra&ion  t qui  multiplie  le  quar- 
ré  xx  exprime  ce  rapport. 

Lorfque  le  point  K en  parcourant  la  ligne  indéfinie 
K F arrive  au  point  0 où  cette  ligne  rencontre  la  cir- 
conférence , il  eft  clair  que  les  cotés  AM , B'M , qui 
décrivent  par  leur  point  de  concours  M l’Hyperbole 
B A M deviennent  parallèles  entr’eux  ; qu’ils  le  coupent 
vers  le  côté  oppofé  , pendant  que  le  point  K parcourt 
la  partie  O L de  la  ligne  KF  renfermée  dans  la  circon- 
férence} qu’ils  deviennent  encore  parallèles,  lorfque  le 
point  K tombe  en  L , après  quoi  ils  fc  rencontrent  de 
nouveau  vers  le  même  côté.  D’où  l’on  voit  que  l^poine 
M décrit  l’Hyperbole  B A M , pendant  que  le  point  K 
parcourt  les  deux  parties  indéfinies  de  la  droite  K F qui 
tombent  de  part  6c  d’autre  de  la  circonférence  } 6c  qu’il 
décrit  fon  oppofée,  pendant  que  le  point  K parcourt 
la  partie  0 l,  renfermée  dans  la  circonférence. 

Troisième  cm.  Comme  dans  ce  troifîéme  cas  la  droite 
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indéfinie  F K touche  la  circonférence  du  cercle  BD  AB 
en  quelque  point  F,  il  eft  clair  que  le  point  D des  deux 
autres  cas  le  confond  ici  avec  le  point  F , & qu’ainfi  les 
triangles  DFG,  D F H , s'évanoüifient  : c’eft  pourquoi 
on  Ce  lërvira  en  leur  place  des  triangles  D A E,  DBE, 
de  la  maniéré  qui  fuit. 

Soient  les  données  AE=a,  EB~b,  EF—m, 
A F=g,B  F=h,  B l=.c,  A /=d;  & les  inconnues 
F K = z^,  AP=x,  PM  —y.  Les  triangles  rectangles 
F KR,  EF  A font  femblables  ; car  l’angle  JC  F R ou  fon 
oppole  au  fommet  TFA  fait  par  la  tangente  F T & la 
corde  FA,  a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  AF  J de 
même  que  l’angle  FEA:&c  partant  F E(m).EA(a):: 

KF (O-  Ec  ZF  ( m ).  FA  (g)::  FK{zJ. 

— Or  les  triangles  redangles  femblables  ARK, 
A PM,  donnent^  ou  AF-+FR  (îS±^).  J2Jc(^):r 
A P {x).  PM  ( y ) j d’où  l’on  tire  xj=  - j~-  • On  trou- 
vera de  même , à caufe  des  triangles  redangles  lèmbla- 
bles EF  B,  FKS,  que  PS=  & JCS=  £ ; & à 
caufe  des  triangles  redangles  femblables  B SK,  BQMy 
que  2?  S ou  B F -F  S SK  (£)  : : BqJL*-c). 

QM{y-+d);  ce  qui  donne  *=  • 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  multipliant  en 
croix , &c  mettant  par  ordre  les  termes , on  trouve  cette 

équation  yy-t -dy--^  y-  -g^x—o,  dont  le 
lieu  fera  toujours  une  Parabole  que  l’on  peut  conftrui- 
re  félon  l’article  310.  ( Liv.  7.)  &c  qui  aura  fon  axe  paral- 
lèle aux  droites  AP,  BQ^ 

Il  eft  donc  évident  1°.  Que  le  lieu  ùc  cous  les  points 
cherchés  M fera  toujours  une  Sedion  conique , dont 
l’axe  ou  l’un  des  axes  fera  parallèle  aux  lignes  AP,  BQi 
& en  particulier  qu'il  fera  une  Elliple  dans  le  premier 

Nn  iij 
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cas,  deux  Hyperboles  oppo fées  dans  le  fécond,  &une 
Parabole  dans  le  croifiéme  j & que  dans  le  premier  & le 
fécond  cas,  l'axe  qui  eft  parallèle  à AP,  aura  avec  Ion 

fiarametre , la  même  rai  (on  aue  EF  i FD.  i°.  Que  dans 
e premier  & le  troifiéme  cas  les  deux  points  fixes  A,  B , 
autour  defquels  tournent  les  angles  mobiles  K A M , 
KBM  tomberont  toujours  du  même  côté  de  la  ligne 
F K,  aulieu  que  dans  le  fécond  ils  peuvent  tomber  non- 
feulement  du  même  côté  de  cette  ligne , mais  encore  de 
part  6c  d'autre  ; parce  que  la  circonférence  du  cercle 
A D B E fur  laquelle  ils  font  fitués,  eft  coupée  alors  en 
deux  portions  par  la  ligne  F K. 


R E M A r.  q^u  E L 
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?71,  l0-  Une  ligne  quelconque  qui  paflè  par  l'un  des 
points  fixes  A ou  2?,  comme  AM , étant  donnée,  on 
pourra  toujours  trouver  fur  cette  ligne  le  point  M oit 
elle  rencontre  la  Sedion  qui  eft:  le  lieu  requis , en  cettç 
forte.  Ayant  mené  la  droite  AK  qui  faflè  avec  AM 
l’angle  MAK  égal  à l’angle  donné  qui  doit  tourner  au- 
tour du  point  fixe  A , on  mènera  du  point  K où  elle 
rencontre  la  droite  F K,  par  le  point  fixe  B , l'angle 
KBM  égal  à l’autre  angle  donné,  qui  doit  tourner  autour 
de  l’autre  point  fixe  B i 8t  le  point  M où  le  côté  B M 
de  cet  angle  rencontre  la  ligne  AM,  fera  celui  qu’on 
cherche.  i°.  Lorfque  le  point  K en  parcourant  la  ligne 
F K,  fe  trouve  tellement  fitué  que  le  côté  A M de  l’an- 
gle K.  A M tombe  fur  la  ligne  AB  ; il  eft  vifible  que  le 
point  de  concours  M des  deux  côtés  AM , B M , tom- 
be alors  fiir  le  point  2?,  & qu’ainfi  le  lieu  des  points  M 
paflè  par  le  point  fixe  B i on  prouvera  de  meme  qu’il 
paflè  par  le  poinc  A. 

Delà  on  voit  que  pour  décrire  la  Sedion  conique  qui 
eft  le  lieu  des  points  cherchés  M , fans  avoir  befoin  des 
équations  précédentes,  il  n’y  a qu’à  mener  comme  dans 
l’exemple  les  droites  AP  % Ali  iux  lefquelfes  ayant 
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trouve , félon  cette  remarque , les  points  où  elles  rencon- 
trent là  Sedion , & achevé  le  rectangle  qui  a pour  côtés 
ces  deux  lignes , il  n’y  aura  qu’à  décrire  * autour  de  ce  *Art.  17 fi. 
rectangle , l’Ellipfe  ou  les  deux  Hyperboles  oppofées  ( fe-  & *78* 

Ion  que  F K tombe  au  dehors  ou  au  dedans  du  cercle), 
dont  l’axe  qui  eft  parallèle  à AP  foit  à fon  conjugué  , 
comme  le  quarré  de  E F eft  au  quarré  de  D F.  Si  la  Sec- 
tion eft  une  Parabole  ( ce  qui  arrive  lorfque  la  ligne  KF  fl0  log- 
touche  le  cercle  BD  A)-,  on  trouvera  fur  la  ligne  A I 
le  point  où  elle  rencontre  la  Seétion , & on  décrira  fé- 
lon l’article  170.  (Liv.  4.)  une  Parabole  qui  palTe  par 
ce  point,  fie  par  les  deux  autres  donnés  A ,B>  Si  dont 
les  diamètres  foient  parallèles  aux  lignes  A P,  B 

R E M A R QJU  e II. 

373.  Lorsque  le  point  K en  parcourant  la  ligne  Fie.  je?. 
F K , eft  tellement  fitué  que  le  c<*é  A M de  l’angle 
KAM  tombe  fur  AB , il  eft  clair  non  feulement  que  le 
point  M tombe  en  B ; mais  aufli  que  le  coté  B M de  l’an- 
gle K B M devient  tangente  * en  B de  la  ligne  courbe  * Art.  îSg, 
qui  eft  le  lieu  du  point  M , puifque  le  point  M peut  être 
regardé  alors  comme  étant  infiniment  prés  du  point  B. 

D’où  il  luit  que  pour  mener  une  tangente  de  ce  lieu  en 
B , il  n’y  a qu’à  mener  par  le  point  A une  ligne  droite 
AC  qui  fafleavec  B A un  angle  BACégal  à l’angle  don- 
né KAM , Si  rirerenfuite  une  ligne  2?  Z),  qui  faflèavec 
B C l’angle  CB  D égal  à l’autre  angle  donné  KBM  5 car 
le  côté  BM  de  cet  angle,  qui  devient  2?Z>,  touchera  la 
Sedion  en  B.  Il  en  eft  de  même  de  l’autre  point  fixe  A. 

Delà  on  tire  encore  une  maniéré  tréstfacile  de  décri-  Fie.  109, 
re  la  Section  conique  qui  eft  le  lieu  de  tous  les  points  M 
fans  avoir  befoin  des  équations  précédentes , ni  même 
d’aucun  calcul.  Ayant  mené  par  le  point  fixe  B une  tan- 
gente B D,  Sc  par  l’autre  point  fixe  Aune  parallèle  A E 
a cette  tangente,  on  trouvera’  fur  cette  ligne  le  point  * Art.  $7», 
E où  elle  rencontre  la  Sedion  5 Si  l’ayant  divifée  par  le 
milieu  en  H on  tirera  BHy  fur  laquelle  on  cherchera  * * An.  f 7U 
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aufli  le  point  G où  elle  rencontre  la  Section.  Cela  fait , 
* Art,  i6i.  on  décrira  * du  diamètre  B G ôc  de  l’ordonnée  HA  ou 
itfi.  Jr£ E,  une  Section  conique  qui  (cra  celle  qu’on  deman- 
de. Car  il  eft  vifible  que  la  ligne  B G qui  di  vite  par  le 
milieu  en  H la  ligne  A E terminée  par  la  Section  & pa- 
rallèle à la  tangente  en  B,  en  fera  un  diamètre  qui  aura 
pour  ordonnée  la  ligne  A H.  Où  l’on  doit  remarquer 
que  lorfque  le  point  H tombe  entre  les  points  B , G , 
la  Seétion  eft  une  Ellipfe*  que  lorfqu’il  tombe  de  part 
ou  d’autre  de  ces  deux  points,  ce  font  deux  Hyperboles 
oppofées  j & qu’enfin  lorfque  la  ligne  B G eft  infinie  , la 
Section  eft  une  Parabole. 

Corollaire  I. 

F i o.  »io.  374*  Cet  exemple  nous  fournit  le  moyen  de  faire 
palier  par  quatre  points  donnés  A,  B,  H,  M , une 
Seétion  conique  d4ne  efpece  déterminée. 

Car  i°.  Soit  la  Seétion  conique  une  Elliplè,  donc  le 
grand  axe  foie  à fon  paramétré,  en  la  raifon  donnée  de 
a à b.  Je  forme  le  triangle  AB  H , en  joignant  trois  des 
points  donnés  par  des  lignes  droites  $ & du  quatrième 
point  M , je  fais  palier  par  les  points  A , B , les  angles 
M A K,  M BK,  égaux  auxangfes  G A H , RB  A , com- 
pléments à deux  droits  des  angles  H AB,  H B A.  Je 
décris  fur  AB  comme  corde  de  l’autre  côté  du  point 
M un  arc  de  cercle  B DA  capable  d’un  angle  qui  vaille 
quatre  droits  moins  les  deux  angles  KAM,  KD  M s 
& du  centre  Cde  cet  arc,  je  décris  un  autre  cercle  dortt 
le  rayon  CF  foie  au  rayon  C D du  premier , comme 
a — \-b  eft  à a — b',  & du  point  de  concours  K des  deux 
côtés  AK,  B K,  des  angles  M AK,  MB  K,  je  tire 
une  tangenre  KF  à ce  dernier  cercle.  Maintenant  je  dis 
que  fi  l’on  fait  mouvoir  le  point  K le  long  de  la  droite 
indéfinie  F K ; le  point  de  concours  M des  deux  autres 
côtés  AM , B M , prolongés  lorfqu’il  fera  neccflàire  de 
l’autre  côté  des  points  A,  B,  décrira  dans  ce  mouve- 
ment l’Ellipfe  qu’on  demande.  Car  il  eft  évident  feloa 
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ce  qu’on  a dit  dans  le  premier  cas  de  l’exemple , que  le 
lieu  des  points  M fera  une  Elliplè , dont  le  grand  axe 
fera  à Ton  paramétré  comme  E F ( a)  à D f {b)  ; & de 
plus' qu’elle  palïera  par  les  points  A,  M,  B , H , puif, 
que  le  point  A'  étant  en  G,  le  côté  AM  tombera  fur 
AH,  & le  côté  B M fur  BR.  \ 

Lorfque  c’eft  une  Hyperbole  ou  deux  Hyperbo- 
les oppofées  qu’il  eft  quelhon  de  décrire  par  quatre 

Joints  donnés  A , B,  H , M,  6c  dont  le  grand  axe  foiç 
Ion  paramétré  en  la  rai/on  donnée  de  a à bi  la  con- 
ftru&ion  demeure  la  même , excepté  que  le  rayon;  CF 
du  cercle  concentrique  au  cercle  B DA  E,  doit  être 
au  rayon  C D , comme  a — b eft  i a -+  b. 

3°.  Lorfqu’il  s’agit  de  décrire  une  Parabole  par  qua- 
tre points  donnés  A , B , H , M.  Ayant  décrit  comme 
dans  le  premier  cas  le' cercle  B DAE,  on  mènera  du 

f>oint  de  concours  K une  tangente  à ce  cercle , qui  fera 
a droite  indéfinie  fur  laquelle  faifant  mouvoir  le  point 
K,  l’autre  point  de  concours  M décrira  la  Parabole 
qu’on  demande.  " -« 

Comme  l’on  peut  mener  d’un  même  point  deuxtan- 

§ entes  à un  cercle,  il  s’enfuit  qu’on  peut  décrire  deux 
ifïèrentes  SeéHons  conique»  qui  farisfont  également 
lorfque  le  Problème  eft  poflible  ; car  lorfque  le  point 
K tombe  au  dedans  du  cercle  qui  a pour  rayon  CF,  il 
eft  vifible  que  le  Problème  eft-impoilîble. 

On  pourra  décrire  la  Sedion  conique  par  le  moyen 
de  fes  axes  en  fe  fervant  de  l’article  57*.  ou  par  le  moyen 
d’un  de  lès  diamètres  6c  d'une  ordonnée  i ce  diamètre , 

«n  le  fervant  de  l'article  373. 

’ Corollaire  II. 

O n tire  encore  de  cet  exemple,  une  nouvel-  Fie.  tu. 
le  maniéré  de  décrire  une  Seûion  conique  qui  pallè  par 
cinq  points  donnés  A,  B,  H,  M , N.  Car  ayant  joint 
trois  quelconques  de  ces  points  A,Bt  H,  par  des 

Oo 
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lignes  droites , on  fera  paiTer  par  les  autres  points  Afy  If, 
le  par  les  deux  points  fixes  At  B , les  angles  MAR, 
A S,  égaux  chacun  à l’angle  H AG  complément  à 
deux  droits  de  l’angle  H AS,  & les  angles  MB  K, 
If  B S égaux  chacun  à l’angle  AB  R complément  i 
deux  droits  de  l’angle  A B Hi  & on  tirera  par  les 
points  de  concours  K,  S,  une  ligne  droite  indéfinie  8,  K, 
fer  laquelle  faiiant  mouvoir  le  point  JC , il  cft  clair  que 
le  point  de  concours  M décrira  dans  ce  mouvement 
là  Seétion  conique  qu’on  demande;  puifqu’elle  paflera 
par  les  cinq  points  donnés  A,  £,  H,  M , If. 
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De  la  conjtrufîion  des  Egalités. 

PROPOSITION  I. 

’ ' . . n , ' -•**'•* 

Problème. 

yj 6.  Construire  toute  égalité  donnée , dans laqutUt 
t inconnue  ne  fe  trouve  qu’au  premier  degré. 

Soit  en  premier  lieu  l’inconnue  x égale  à une  ou  à pin- 
ceurs fradions  (impies  , telles  que  ~ , ou  ^ , ou  ^ 
tcc.  Ayant  fait  c.  b y.  a.  I,  il  eft  clair  que  cette  quatriè- 
me proportionnelle  /=  - » & C l’on  fait  f.  lu  e.m,\  on 
aura  « — & faifanc  enfin  g.  m : : h.  n,  il  vienç 

f f/ 

a=  ~ = — en  mettant  pour  m fa  valeur  . De  forte 
qu’on* aura  l'inconnue  x égale  à /,  ou  à m , ou  à n , &c. 
félon  que  x fera  égale  à y ou  à ^ , ou  i ^ , &c.  Or 
il  eft  vifible  qu'en  augmentant  le  nombre  des  propor- 
tions, autant  qu'il  fera  neceflàire,  on  trouvera  toujours 
une  ligne  droite  égale  à une  fradion  (impie  donnée* 
tel  que  puiftè  être  le  nombre  des  dimenfions  de  fon  nu- 
mérateur. D’où  l'on  voit  que  l’on  pourra  toujours  trou- 
ver une  ligne  x égale  à une  quantité  compofee  de  plu- 
sieurs fradions  fimples  > car  ayant  trouvé  en  particulier 
des  lignes  droites  égales  à cnacune  de  ces  /radians,  il 
n’y  aura  qu’à  les  ajoûter,ou  retrancher  félon  qu’il  fera 
marqué  par  les  lignes  -+  8c  - . Qu’il  (aille,  par  exem- 
ple, trouver  une  ligne  x—a~+  ~ — + '—p* — jr,  on 
ajoutera  les  deux  lignes  à la  ligne  a 

pour  en  compofcr  une  feule , de  laquelle  ayant  retran- 
• Oo  ij 


Digîtizedby  Google 


2*1  ï Livre  Neuvi  e'm  e. 

ché  la  ligne  m—  le  refte  fera  la  valeur  cherchés 

de  l’inconnue  x,  c’eft  à dire  qu’on  aura  x=4r+£-+/ 


— m. 


Soit  en  fécond  lieu  l’inconnue  x égalé  à une  ou  â plu- 
iîeurs  fra&ions  compofées,  c’eft  à dire,  dont  les  déno- 
minateurs ayent  plufieurs  termes.  On  cherchera  d’a- 
bord , comme  l’on  vient  d’enfeigner  cùdeiïus , une  ligne 
égale  au  dénominateur  divi£e  pàr  une  ligne  arbitraire 
lorfque  chacun  de  Ces  termes , n a que  deux  dimenfions , 
par  un  plan  lorfqu’ils  en  ont  trois , par  un  fblide  lorf- 

3u’ils  en  ont  quatre , &c  ; ce  qui  réiinira  tous  les  termes 
u dénominateur  en  un  /eul,  lequel  étant  fubftitué  en 
leur  place,  changera  la  fraâion  compolée  en  une  ou  en 

Slufieurs  fimples  félon  que  le  numérateur  eft  compofé 
'un  ou  de  plufieurs  termes;  & ayant  trouvé  comme 
«i-deflusunc  ligne  qui  leurfoit  égale,  elle  fera  celle 
qu’on  cherche.  Ceci  s’éclaircira  par  les  exemples  qui  fui- 
rent. 


On  demande  une  ligne  x = , je  cherche  d’a- 

bord une  ligne  m=f—Y  ~ c'eft  i dire  égale  au  dénomi- 
nateur df—\-hb  diVifé  par  la  ligne  a ; ce  qui  donne  bb— Yaf 
?=:am,  & ayant  trouvé  enfuite  une  ligne  n = 3îf  — 

= ® ~ ^ eft  clair  que  la  ligne  cherchée  x = n.  De 

même  fi  l'on  demandoit  une  ligne  x—  jÿ,  on 

b «/-WH-  Tf,'uu 

trouverait  une  ligne  m = a—\-  ïf_*  ll c’eft  â dire  égale 

au  dénominateur  aaf—\rccf—\-bff  divi/ë  par  le  plan  a f ; 
ce  qui  donife  a fm  — aa  f — Yccf — \-bff,&i  enluite  une 

*».relig"1=!^=V=  : = «• 

eft  ainfi  de  tous  les  autres  exemples  que  chacun  Ce  peut 
former  à plaifir. 

Il  eft  inutile  d’avertir  que  fi  l’on  demandoit  une*Iigne 
* égale  à une  ou  à plufieurs  fradions  tant  fimples  que 
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•compofées  * il  faudroic  chercher  en  particulier  des  lignes 
égales  à chacune  de  ces  fractions , pour  les  ajoûter  enfui- 
te  ou  les  retrancher  les  unes  des  autres , félon  que  les 
lignes  — h ou  — le  feroient  connoître 

ColOUAUE  î. 

377*  i l eft  facile  par  le  moyen  de  cette  Proportion 
de  trouver  i°.  Une  fradion  fîmple  ? ou  dont  le  déno- 

minateur où  le  numérateur  a foit  donné  , égale  à une 
ou  à plufieurs  fractions  fimples  ou  compofées  ; car  il  n’y 
dura  qu’à  trouver  une  ligne  x égale  à la  ligne  a mulci- 
. pliée  ou  divifée  par  ces  fractions.  Qu’il  raille  trouver 

par  exemple , une  fraction  ^ = yyy.  — j?  , il  eft  vifî_ 
ble  qu’il, n’y  §ura  qu’à  trouver  une  ligne  x= 


égal  à un  ou  à plufieurs  plans  fi  compofcs  qu’ils  puifîènc 
être  ; car  il  ne  faut  pour  cela  que  trouver  une  ligne  x 
égale  à tous  ces  plans  divifés  par  a.  }°.  Un  folide  aax 
ou  abx,  dont  deux  des  côtés  a,  a,  ou  a , b,  font  don- 
nés , égal  à plufieurs  folides  -,  puifqu’il  ne  faut  pour  cela 
que  trouver  une  ligne  x égale  à tous  ces  folides  divifés 
par  le  quarré  a a ou  par  Te  plan  a b.  4°.  Unfurfoiide 
a}x  ou  ai  ex  dont  trois  côtés  a,  a,a,  ox\a,b,c,  font 
donnés,  égal  à plufieurs  furfolides ; puifqu’il  ne  faut  en- 
core pour  cela  que  trouver  une  ligne  x égale  à tous  ces 
furfolides  divifés  par  le  cube  a * ou  par  le  folide  abc. 
Et  il  en  eft  de  même  de  plufieurs  produits  de  cinq  di- 
menfions,  de  fix  &.c.  que  l'on  peut  toujours  réduire  en 
im  feul  dont  tous  les  côtés , excepté  un , foient  donnés. 

Corollaire.  I r. 

378-De  la  on  voit  que  pour  trouvet  un  quarré 
égal  à plufieurs  plans  donnés , il  les  faut  réunie 

O o îij 
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tous  en  un  (cul , 6c  trouver  enfuite  une  moyenne  propor-* 
tionnelie  entre  lès  deux  côtes  ; car  il  eft  clair  qu’elle  fera 
le  côté  du  quarré  qu’on  demande.  Qu’il  faille , par  exem- 
ple , trouver  un  quarré  xi t=ss — (les  lignes 


a,  b,  c,  e,f  h,  s,  font  données  ) , je  cherche  une  ligne  m—-* 

— ‘ïFnj-  P°ur  avoir  un  Plan  »*««'"  , 6e 

ayant  trouve  une  moyenne  proportionnelle  x entre  les 
deux  côtés  e,rx,  du  plan  cm,  il  eft  clair  que  xxzzzem 

, OM—ubk  . 

~ u+4  ' 

Pour  trouver  une  ligne  x dont  le  quarré  x * foie 
égal  à plufieurs  furfolides  donnés  } je  cherche , com- 
me ci-deflus , un  quarré  égal  à tous  les  furfolides 
donnés  divifés  par  le  quarré  a a donné  ou  pris  à vo- 
lonté. Je  prends  enfuite  une  moyenne  proportionnelle 
x entre  les  deux  lignes  * 6c  6c  je  dis  quelle  fera  celle 
qu’on  demande  ; car  x *— a 6c,  en  quarrant  chaque 
membre , x*  =*«  ^ , c’cft  à dire  x 4 égal  à tous  les 
iùrfolidçs  donnés. 


Keuu  qjj  e, 

579-  Quoique  la  méthode  que  l’on  vient  d’expli- 
quer (bit  generale  pour  tous  les  cas  poffibles , il  ne  sfen- 
fuit  pas  neanmoins  qu'elle  foit  toujours  la  plus  (Impie, 
C’eft  pourquoi  je  vais  donner  ici  des  exemples  particu- 
liers que  l’on  refoud  d’une  manière  plus  ailée  en  s’écar- 
tant un  peu  de  la  méthode  generale,  & qui  pourront 
(êrvir  de  méthodes  pour  tous  les  cas  femblables. 

i*.  Soit  x=  *^~j*jf*  . Je  cherche  d’abord  unç  ligne 

m—~t,  & (ùbfticuanc  i la  place  de  ab  ù.  valeur  cm , je 

trouve  x = ’fy  — > d’où  je  connois  qu’en 

faifànt  r—fw.  r— m t:m.  »,  cette  quatrième  propor- 
tionnelle »=*.  lleft  donc  «ifible  qu’on  n’a  eu  beibin  que 
de  deux  proportions  pour  trouver ia  valeur  dç  x,  auhçil 
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que  fi  l’on  tente  la  méthode  generale , on  trouvera  qu'il 
en  faut  au  moins  trois. 

i°.  Soit  x=y/a  a — \-bb.  Je  fais  un  triangle  re&angle, 
dont  l’un  des  côtés  — a,  & l’autre  =:b  ; & (on  hypothe- 
nufe  fera  la  valeur  de  x.  S’il  falloir  trouver  une  ligne  x 
t=^aa—bbt  il  n’y  auroit  qu’à  trouver  une  moyen- 
ne proportionnelle  x entre  les  deux  lignes  a — y b & 
a— b > car  (on  quarré  xx  doit  être  égal  au  produit 
des  extrêmes  aa—bb.  Ou  bien  je  fais  un  triangle  rec- 
tangle dont  rhypothenu(è^=x,  & l’un  des  côtés  = 
l'autre  côté  fera  la  valeur  de  x. 

3°.  Soit  xx=xr— f- 4* r — .Je  prends  l’hypothe- 

nufe  m d’un  triangle  redangle  dont  l’un  des  côtés  = /, 
& l’autre  = xe , & ayant  trouvé  une  autre  ligne  n—  — , 

j’ai  xx— mm  — nnbcxzzn m — nn  que  je  refouscom- 
me  je  viens  de  faire  x=^aa—bb  dans  l’exemple  pré- 
cedent. 

4a.  Soit  enfin  xxz=ss~~  . Je  prends  une  moyen- 

ne proportionnelle  entre  les  côtés  a,f,  du  plan  af 
pour  avoir  un  quarré  Æ=x/,  je  trouve enfuice  un  quar- 
ré mm=zbb — yll , & un  autre  quarré»  n — cc — yhh  par 
le  moyen  de  deux  triangles  reûangles,  comme  dans  le 

fécond  exemple,  & j’ay  par  la  fubftitution  xx=zss  — ~ j 

& trouvant  enfin  une  ligne  il  vient  * =•''«— gg 

que  l’on  rcfbud  comme  ci-defTus. 

PROPOSITION  II. 

Problème. 

j8o.'  T ROUTE»,  les  racines  de  tentes  fertes  £ Egalités 
i»  fécond  deiré. 

Toutes  les  Egalités  du  fécond  degré  fe  peuvent  ré- 
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duire  à l'une  de  ces  deux  formes,  xx^+ax — 66— tt  oa 
•Art. %-j6.  xx^-ax—i-66—t  j en  trouvant  une  ligne  a*  égale  £ 
toutes  les  quantirés  connues  qui  multiplient  l'inconnue 
* Art.  iyZ.  x,  & un  quarré  66*  égal  à tous  lçs  plans  entièrement 
connus.  Cela  pofé, 

Fi«.  an,  »“•  Soit  xx-+ax—66—».  Jç  forme  un  angle  droit 
CAB  dont  l'un  des  côtés  CA~\a,  & l’autre  côté 
AB—6>  & ayant  mené  l’hypothenufe  B C prolongée 
au  delà  de  C,  je  décris  du  centre  C 6c  du  rayon  CW,  un 
cercle  qui  coupe  BC  en  deux  points  E , I).  Je  dis  que 
les  droites  B Ü,  B E , font  les  deux  racines  de  l’égalité 
propoiée  xx+ax—  66:  fçavoir  BE la  racine  vraie,  6c 
i?  Z)  la  fauflc  de  l’égalité  xx — i -ax — 66  = 0 , &au  con- 
traire B û la  vraie  6t  BE  la  îauflè  de  l’égalité  xx—** 
-66  = 0. 

Car  faifant  B E=x , on  aura  BD  ou  B F—\-ED 
s=.a — Vxi  & fi  l'on  fait  BD——x,  on  trouvera  B B 
ou  B D—ED=—x—x.  -Donc  en  l’un  $c  l’autre  cas 
DB*B F—xx  '—\-ax=.ÂBl {66)  par  la  propriété  du 
cercle,  c’eftà  dire  xx — 1 -ax—66z=zo.  Au  contraire  fi 
l’on  fait^O^KOU^fcz:— x,  on  trouvera  D B*B  E 
=;*x — axz=.66  ou  xx  — xx — 66  — 0, 

F10.  «ij>  a®.  Soit  xx-Ç.ax — \-66=zo.  Je  forme  comme  dans 
Ip  premier  cas,  un  angle  droit  C AB  dont  l’un  des  côtés 
C A a,  & l'autre  AB  = 6 ; & ayant  mené  une  droi- 
te indéfinie  BD  parallèle  à AC,  je  décris  du  centre  C 
& du  rayon  CA  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  ligne  BD 
jf  aux  points  E,  D.  Je  dis  que  les  droites  B E,  B D , font 
les  racines  de  l’egalitc  propofee  xxZ£xxr-\-66^zc; 
fçavoir  les  deux  vraies  de  l’égalité  xx— ax—\-6 6=.ot 
& les  deux  faullès  de  l’égalité  xx — ïxx — \-66  — 

Car  achevant  la  demi- circonférence  AED  H,  & 
menant  les  parallèles  EF,  DG  i AB»  on  aura  en  fai- 
fant  BE  ou  AF  = *,  le  reâangle  AP*FH  —ax 
— xxkFÏ*  (66)  par  la  propriété  du  cercle,  ©e  mê- 
me  fi  l’on  fait  BD  ou  AG  = x,  on  aura  AGxG  H=:a  x, 
—xx-=gW  (66)  : c’eft  à dire  en  J’un  & l’autre 

cas 
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cas  xx  — ax — ybb  — o.  Si  l’on  veut  que  B EouAFz=z 
— x,  &c  B D ou  AGz^—x,  on  trouvera  A F*  F H •& 

AG*GH  — — xx — ax=.tE  oa  GD*  (b  b jc’cftidire 
xx — a x — y-bb=.c. 

Si  le  cercle  qui  a pour  centre  le  point  C,  & pour  rayon 
la  droite  CA,  ne  coupe  ni  ne  touche  la  parallèle  BD, 

( ce  qui  arrive  toujours  lorfque  AB  furpaflè  CA)-,  les 
racines  de  l'égalité  feront  toutes  deux  imaginaires  : mais 
s’il  la  touche  en  un  point,  les  deux  racines  BÈ,  BD, 
deviennent  égales  chacune  au  rayon  CA. 

R E M A R qju  E. 

$81.  Lorsque  dans  une  égalité  l'inconnue  ne  Ce 
rencontre  qu'au  quatrième  &c  au  fécond  degré , on  peut 
toujours  réduire  cette  égalité  en  une  autre  où  l’incon- 
nuë  ne  monte  qu'au  fécond  degré  : de  maniéré  que  ces 
fortes  d’égalités  ne  paflènt  que  pour  être  du  fécond 
degré. 

Soit  par  exemple  z*  — aa\r^—aabbz=.o.  Je  fùppofé  Fi«.  *«4^ 
une  inconnus  x qui  /bit  telle  que  fon  reûangle  par  la 
donnée  a foit  égal  au  quarré  ce  qui  donne  ax  — s^. 

Et  mettant  à la  place  de  sucette  valeur  ax,6ci  la  pla- 
ce de  ^ fon  quarré  aaxx , je  change  l’égalité  donnée 
^4 — aaxjc^-aabb=.ocn  cette  autre  x x — ax  — bb-zzzo, 
où  l’inconnuë  x ne  monte  qu’au  fécond  degré.  J’en  cher- 
che les  racines  x , comme  l’on  vient  d’enféigner  , & pre- 
nant des  moyennes  proportionnelles  entre  la  donnée  a 
& les  valeurs  de  fés  racines , je  dis  qu’elles  exprimeront 
ies  valeurs  cherchées  de  l’inconnue  xj  ce  qui  eft  évi- 
dent, puifque  xjc=ax. 

PROPOSITION  III. 

Problème.  ^ 

}8l.  Trouver  far  une  autre  voye  les  racines  ies  éva- 
lués du  fécond  degré , fans  qu’il  foit  ru  affaire  de  changer  Leur 
dernier  terme  en  un  quarré.  •-  P p 
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i®.  Soit  xx  + ax—bc=o.  Ayant  décrit  un  cercle 

Quelconque  AB  D,  dont  le  diamètre  ne  foit  pas  moin- 
re  que  les  données  a & b — c ( je  fuppolè  ici  que  b fur- 
paflè  c ) ; on  infcrira  dans  ce  cercle , a commencer  par 
un  de  les  points  quelconques^,  deux  cordes.^  2? =<*, 
A 25  = b — r & ayant  prolongé  A D en  F en  forte  que 
DF—C , on  décrira  de  Ton  centre  C , & du  rayon  CF, 
un  autre  cercle  concentrique  qui  coupe  aux  points  F,E, 
G , Fi,  les  cordes  AD,  AB  prolongées.  Je  dis  que  A G 
éft  la  vraie  racine,  & AH  la  faulTe  del’cgalitéxx — I -ax 
— bc=.oi  & qu'au  contraire  AG  eft  iafaullè,  Si.  A Fl 
eft  la  vraie  racine  de  xx — ax — bc—o. 

Car  AF  ou  AD — h D F-=.b , D F ou  A E — C , Sc 
faifant  AG  ou  BH—x , on  aura  AH— a — Hx.  Or 
par  la  propriété  du  cercle  EGF  FF,  le  reâangle  EA*AF 
(bc)=G  A*  A H (xx — bax).  Si  l’on  fait  à prelènc 
AH—  — x,  on  aura  ^ G ou  27  2f  ou  AH — AB  — 
— x—a,  & par conlêquent  GA*AH—xx — Mxcom- 
me  auparavant.  Donc  foit  que  l'on  ♦faflè  AG  — x ou 
AH~~x,  on  trouvera  toujours  xx — Vax  — bc  — o. 
On  prouvera  de  même  que  AG  eft  la  racine  faufte , Sc 
AH  la  vraie  de  l’égalité  xx — ax — bc=o. 

Fis.  né.  i°.  Soit  xxZ£ax-+bc=o.  Ayant  décrit  un  cercle 
quelconque  AB  D,  dont  le  diamètre  ne  foit  pas  moin. 
dre  que  les  données  a 6c  b — J- c,  on  infcrira  dans  ce  cer- 
cle, à commencer  par  un  de  lès  points  quelconques  A, 
deux  cordes  AB  —a,  AD— b — \-c:  & ayant  pris  fur 
AD  la  partie  D F = c,  on  décrira  de  fon  centre  C & 
du  rayon  CFun  autre  cercle  concentrique  qui  coupera 
les  cordes  AD,  AB,  aux  points  F , E , G , H.  Je  dis 
que  AG  6c  AH  font  les  deux  racines  vraies  de  l'égali- 
té xx  — ax-~ & les  deux  faullès  de  xx — | -ax 
. — \-bc=zo.  Cela  le  démontre  de  même  que  dans  le  pre- 
mier cas.  , 

Si  le  cercle  qui  a pour  rayon  CF  ,ne  touçboic  ni  ne 
rencontroic  la  ligne  AB  en  aucun  point,  il  s'enlîiivroit 
que  les  deux  racines  de  l’égalité  feroient  imaginaires. 
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Avertissement. 

Tout  l’artifice  dont  je  me  fors  pour  contraire  les  éga- 
lités qui  n’ont  qu’une  inconnue , ou  pour  en  trouver  Jes 
racines,  confifte  à introduire  dans  cette  égalité  une  nou- 
velle inconnue;  en  forte  qu’on  en  puiflè  tirer  plufieurs 
équations  qui  renferment  chacune  lès  deux  inconnues 
& qui  /oient  telles  que  deux  quelconques  de  ces  équa- 
tions renferment  enfomble  toutes  les  quantités  connues 
de  la  propo/ee  ; car  autrement  en  faifant  évanoüir  l’in- 
connue nouvellement  introduite , on  ne  retrouverait  pas 
l’égalité  propo/ee.  Je  choifis  enfuite  entre  ces  équations 
deux  des  plus  /impies , & en  ayant  conftruit  feparément 
les  lieux  , leurs  points  d’interleclions  me  donnent  les  ra- 
cines que  je  cherche.  Il  y a de  l’art  à introduire  l’incon- 
nue ; car  il  faut  que  les  lieux  que  l’on  tire  de  la  propo- 
fée,  foient  les  plus  /impies  qu’il  fo  pui/Te;  par  exemple  , 
fi  l’égalité  eft  du  quatrième  degré , il  faut  que  les  lieux 
des  équations  qu’on  tire  ne  pa/îe  point  le  fecond  degré  ; 
que  parmi  ces  lieux  il  y ait  toujours  un  cercle  comme 
étant  le  plus  /impie , & aufii  une  Parabole , une  Hyper- 
bole équilatere  &c.  Or  c’cft  ce  que  j’ai  tâché  d’execu- 
ter  dans  les  Lemmes  & les  Propofitions  qui  fuivent. 

LEMME  FONDAMENTAL. 

Pour  U conftruftion  des  Egalités  du  troifîcme  &du  quatrième 

degré,  far  le  moyen  d’un  cercle,  & dune  Parabole  donnée. 

383.S  oit  propofée  l’égalité  x* — 1 bx' — y aexx 
— aadx — a)f—o , dans  laquelle  x eft  l’inconnuë,  & 
a ,b ,c ,d ,f,  font  les  données;  & foit  fuppofée  une  autre 
inconnuë^  telle  que  fon  redangle  par  la  connue  a , foie 
égal  au  reftangle  de  x—\-b  par  x.  Ce  qui  donne  les 
équations  fuivantes. 

i*.  ay=zxx — ybx , de  laquelle  quarrant  chaque 
membre , on  trouve  x*  -+  x b xi  — h bbxx=za  ayy,  fie 

Ppij 


* Art.  310, 


* Art.  3*8. 
& 3.1* 

*Art.  m. 
& 33 6. 


joo  Liyhe  Neüvie'mi. 

mettant  à la  place  de  x+— t -xbx'y  fa  valeur  aayy  — bbxx 
dans  l’égalité  propofec  X4  &c.  on  la  changera  en  cette 
jfèconde  équation. 

i*.  yy—1^  x x- — H xx—dx—af—o,  dans  laquelle 
mettant  à la  place  de  xx  fa  valeur  ay  — bx  trouvée  par 
le  moyen  de  la  première  équation,  i°.  Dans  — — xx- 
1*.  Dans  - xx.  x°.  Dans—  - xx— 1-  - xx,  on  arrive  à 
ces  trois  differentes  équations.  . 

3*-  yy-~y-+i^-Yezxx-dx-af=o. 

bb  . bc  j r 

4®.  y y xx — \rcy — - x — dx — af=o • 

J*.  y/-+‘J—  7/  — z x— *•  ~ fx— af~».  Si 

l’on  retranche  dececce  cinquième  équation  Tla  première 
xx — Y b x — ay=o , & qu’enfuite  on  la  lpi  ajoute  , on 
aura  ces  deux  autres. 

6*.  yy — Y cy—  ~ y — Y* y — x x—b x x — h—  x— dx 

0. 

T • xx-f*x- £x-+  £ x 

— dx  — <*f— -o- 

Maintenant  fi  l’on  prend  pour  les  inconnues  x &cy 
deux  lignes  droites  AP , PM , qui  fafiênt  entr’elles  un 
angle  quelconque  A PM  > il  eft  évident  que  le  lieu  de 
la  première  équation  eft  * une  Parabole:  que  celui  de 
la  fécondé  peut-être  une  Parabole,  une  Ellipfe,  ou  une 
Hyperbole  félon  que  b b eft  égal,  moindre,  ou  plus 
grand  que  ac  ; que  celui  de  la  troifiéme  eft  une  Ellipfë  , 
qui  devient  un  cercle  * lorfque  c-=.a  & que  l’angle 
A P M eft  droit  : que  celui  de  la  quatrième  eft  une  Hy- 
perbole , qui  devienc  équilatcre  * lorfque  b— a:  que 
celui  de  la  cinquième  eft  encore  une  Parabole  : que  ce- 
lui de  la  fixiéme  eft  une  Hyperbole  équilatere:  & enfin 
que  le  lieu  de  la  feptiéme  eft  un  cercle , lorfque  l’angle 
A PM  eft  droit.- 

* 
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R E M A R.  Q^U  E l. 

3S4.  S’il  y avoit  — 1 b x » dans  l'égalité  propofée  au 
lieu  de  — hik»,  il  faudroit  changer  dans  toutes  le» 
équations  les  figpes  des  termes  où  b fe  rencontre^avec 
une  dimenfion  impaire  ; & fi  le  fécond  terme  manquoit,. 
il  faudroit  effacer  cous  les  termes  ou  b fe  trouve.  Il  en 
eft  de  même  à l’égard  des  autres  termes  de  l’égalité  pro- 
poféc  par  rapport  aux  lettres  c,  d,f,  qu’ils  renferment. 
Mais  l’on  doit  remarquer  que  dans  tous  les  differens 
changemens  qui  peuvenc  arriver,  le  lieu  de  la  première 
équation  fera  une  Parabole , celui  de  la  fixieme  une 
Hyperbole  équilatere , &c  enfin  celui  de  laderniere  tou- 
jours un  cercle  lorfque  l’angle  A PM  eft  droit. 

- R E M A R.  QJJ  E IL 

On  a choifi  pour  première  équation  xx— f kx 
— ay  ^ plutôt  que  xx — bxzrz.ay  ou  fimplement  xx  = -ayi 
parce  qu’en  quarrant  chaque  membre  de  cette  équa- 
tion , les  deux  premiers  termes  du  premier  membre 
font  ’les  mêmes  que  les  deux  premiers  termes  de  l’éga- 
lité propofée  x+— ib  xi  &c , & qu’ainfi  on  peur  les  lai- 
re  évanouir  tout  d’un  coup  Ce  qui  donne  une  nouvel- 
le équation  dont  le  lieu  n’eft  que  du  fécond  degré , & 
qui  etarit  combinée  en  différentes  façons  avec  la  pre- 
mière, fert  a en  trouver  (comme  l’on  vient  devoir) 
plvrfieùrs  autres,  donc  les  lieux  n’étant  que  du  fécond 
degré  , fe  confinaient  aifément,  parce  qu’elles  ne  ren- 
ferment point  le  plan  x y ; & entre  Iefquels  le  lieu  de  la 
derniere  équation,  eft  toujours  un  cercle  , en  fuppo- 
fant  que  les  inconnues  x &iy  faflène  entr’ellcs  un  angle 
«tooic. 
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PROPOSITION  IV. 
Problème. 

3&.T  rouver  les  racines  de  l’égalité  propofée  x* 
•-+■ 1 b x’ — j-acxx — a a dx — a»  f=o , par  le  moyen  d’une 
Parabole  & d'un  cercle. 

Fia.  117  • Ayant  pris  pour  les  inconnuës  & indéterminées  x te  y, 

les  deux  lignes  droites  AP , PM,  qui  faflènt  entr'elles 
*Art.  jio.  un  angle  droit  A PM  > je  confinais  * d’abord  la  Para- 
bole qui  eft  le  lieu  de  la  première  équation  du  Lemme, 
8c  enrnite  le  cercle  qui  eft  le  lieu  de  la  fêptiéme  : & leurs 
interférions  me  fervent  à découvrir  les  differentes  va- 
leurs de  l’inconnuë  x qui  feront  les  racines  de  l’égalité 
propofée.  Cela  fe  fait  en  cette  forte. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  AP  prolongée  de  l’autre  côté 
de  A la  partie  AD—\b,  on  mènera  par  le  point  D 
une  parallèle  iPM,  fur  laquelle  on  prendra  la  partie 

D C — ^ du  côté  oppofé  à PM  > & on  décrira  de  l’axe 
CD  qui  ait  fon  origine  en  C,&  dont  le  paramétré  foiç 
égal  à la  donnée  a,  une  Parabole  MC M.  Cela  fait  on 
mènera  parle  point  fixe  A une  parallèle  A PM , 

fur  laquelle  ayant  pris  la  partie  AB=\a — h ^ —{c 
—^-g  pour  abréger , on  tirera  parallèlement  à AP  la 
droite  BEz=\d-±~  fçavoir—  l-f  lorfque  AB—-+g 
c’eft  à dire  lorfque  la  valeur  de  A B eft  pofitive , 8c 
r-+  ^lorfque  AB— — g;  en  obférvant  de  prendre  ou 

mener  ces  deux  lignes  AB,  B E,  du  côté  de  PM  lorfl 
que  leurs  valeurs  font  pofitives,  & du  côté  oppofé  lorfl 
qu’elles  font  négatives.  Nommant  enfin  EA,  m;  on 
décrira  du  centre  E,  8c  du  rayon  FM—  Vmm  — + af 
un  cercle  ; & menant  des  points  M où  il  coupe  la  Para- 
% bole  des  perpendiculaires  M P fut  la  ligne  AP:  les  pax- 
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des  A P de  cette  ligne  marqueront  les  racines  de  l’éga- 
lice  fcavoir  les  vraies  lorfque  les  points  P tombent  du 
côté  où  l’on  a fuppofé  PM  en  faifant  la  conftrudion , 
& les  fauffes  lorfqu'ils.  tombent  du  côté  oppofé. 

Car  prolongeant  M Q.  parallèle  à.  AP,  & qui  ren- 
contre l’axe  CG  au  point  L,  on  aura  ML  0X1  A P 

—\-AD  = x—Y\b,  CL  ou  MP— YDC=y— b - >& 
par  la  propriété  de  la  Parabole  M L =C  Lxa , céda 

dkexx-+bx-+\bb=z±bb-+ay,ouxx-+bxz=ay 
qui  eft  la  première  équation  du  Lemme.  Maintenant  fi 
?on  prolonge  EB  jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  PM  en 
R , & qu’on  tire  le  rayon  EM,  on  auraà  caufedu  trian- 
gle redangle  ERM  le  quarré  EMi==~Ëk'-+ RM 
= ËB' — 1 EB*BR_ — VB  R — Y P M — 1 A B * P M 
1 ~4B' — ËB* — b B A'—*-  a f par  la  conftruâion  ; c’eft 
à dire  en  effaçant  de  part  & d’autre  les  quarrés  eb\ 
Bjï,  & mettant  pour  zABCx  valeur  a — h ~ — c,  & 
pour  1 BE  fa  valeur  ^ — d ou  b-+  ~ - 7 —d,&c 
pour  B R ou  AP  & PM  leurs  valeurs  x&cy,  la  feprié- 

* yy  . yi 

me  équation  yy—\-cy—ay  — -y-yxx—Ebx—y  -x 
_ bl  x—ixz=.af , dans  laquelle  fi  l’on  met  à la  place 

4 

dey  fa  valeur  trouvée  par  la  première  équation, 

& à la  place  deyj-le  quarré  de  cette  valeur,  on  retrou- 
ve l’équation  même  propofée  *♦— hibxt— yaexx  — aadx 
—a>fL:o.  D’où  l’on  voit  que  la  ligne  AP  exprime  une 
racine  vraie  de  cette  égalité. 

Si  l’on  obferve  de  prendre  - * pour  A P Sc—V  pour 
PM,  lorfque  ces  lignes  tombent  du  côté  oppofé  où  on 
les  aVuppofées  en  Faifanc  la  conftruâion  ; on  trouvera 
toûiours  par  la  propriété  de  la  Parabole  la  première 
équation,  & par  la  propriété  du  cercle  la  fepueme. 
Donc  &c. 
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Corollaire  I. 

387.  Il  eft  vifible  qu’on  rendra  la  conftru&ion  pré- 
cédente generale  pour  toutes  les  égalités  du  rroifieme 
&c  du  quatrième  degré , & qu’on  y employera  toujours 
une  Parabole  qui  ait  pour  le  paramétré  de  l'on  axe  une 
ligne  donnée  ai  fi  l’onobfërve  i°.  De  multiplier  par  la 
racine  x l’égalité  lorfqu’elle  n’eft  que  du  troifiéme  de- 

* Art.  y)6.  gré  ; & de  prendre  une  ligne  * 1 b égale  à toutes  celles 

* Art.  J77.  qui  multiplient  un  plan  * ac  égal  à ceux  qui  multi- 

plient xx,  un  folide  aad égal  aux  Iblides  qui  multiplient 
x,  &c  enfin  un  furfolide  a » / égal  aux  termes  entièrement 
connus  de  l’égalité  donnée.  i#.  De  changer  dans  les 
valeurs  dés  lignes  AD,  DC,  AB,  B E,E  M,  qui  dé- 
terminent la  conftruâion  de  la  Parabole  & du  cercle, 
les  lignes  des  termes  où  b le  rencontre  avec  une  dimen- 
fion  impaire  s’il  y a — ibx>  dans  l’égalité  donnée,  par- 
ce qu’il  y avoir  — t-i^x’dans  celle  du  Problème ; 6c 
d’effacer  tous  les  termes  où  b fe  trouve  fi  le  terme  1 b#' 
manque,  parce  qu'alors  b—o:  comme  aulfi  de  faire  la 
même  choie  à l’egard  des  termes  où  c , d,f,fe  rencon- 
trent. 30.  De  prendre  ou  mener  ces  lignes  du  côté  de 
PM  lorfqu’elles  font  pofitives,  & du  coté  oppolé  Jorfi. 
qu’elles  font  négatives.  On  aura  donc  A D=zt  \ b, 
Ravoir  — \ b lorlqu’il  y a — h ib  x>,  6c  -H-  'Tb  lorlqu’il  y 

• 3 — zbx*-,  AB—  f a-+  * ± i fçavoir  — '-c 

lorfqu’il  y a —\-acxx,  &-+  i c lorfque  c’eft  — aexxi 
BE  = -+~  Z+.  l d,  fijavoir  — ~ lorlque  A B=: — t-g  , 
& qu’il  y a — Y-ibx*,  ou  bien  lorfque  AB— —g,  êC 
qu’il  y a — ri£x'  $ au  contraire  — ~ lorfque  AB— : 

« — hg  &c  qu’il  y a — 1 bx>,  ou  bien  lorfque  A 2?;=— g & 
qu’il  y a -+ibx*  ( c’eft  à dire  — ~ lorfque  les  valeurs 
àe  AB  Sc  A ï>  font  l’une  pofîtive  & l’autre  négative, 
& — p lorfque  ces  valeurs  font  toutes  deux  ou  pofiti- 

ves 
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■res  ou  négatives  ) j comme  aufîi — \-\d  lorfqu’il  y a 
— aud  x , 6c  — {d  lorfque  c’eft  — \-aadx:  Sc  enfin  EM 
—Smmdi'.jf,  fçavoir  — H*/lorfqu  ’il  y a — a*f,  6c  —af 
lorfque  c’eft — ya'f.  D’où  l’on  tire  cette  conftruftion 
géométrique  <Jui  eft  generale  pour  tous  les  cas. 

Une  Parabole  MC M qui  a pour  axe  la  ligne  CG  Fie.  117. 
dont  le  paramétré  eft  égal  à la  ligne  a , étant  donnée , 

6c  ayant  réduit  l'égalité  propofée  lous  cette  forme  x* 

ZÇ.ibx>  Z+.ac x adx’^.a'f=:oi  on  mènera  une  « 
ligne  A B parallèle  à l’axe  CG  qui  en  loitdiftante  de|£, 
du  côté  droit  de  cet  axe  lorfqu’il  y a — y 1 bx*  dans  l’é- 
galité donnée,  6c  du  côté  gauche  lorfqu’il  y a — ibx>. 

On  tirera  par  le  point  A ou  la  ligne  AB  rencontre  la 
Parabole,  une  perpendiculaire  AD  fur  l’axe  CG 5 & 
on  p rendra  fur  cet  axe  les  parties  D F — J a,  FG=iCD 
toujours  du  côté  oppofé  à fon  origine  C}  Si  la  partie 

fi=f  C vers  Ion  origine  C lorfqu’il  y a — yacxx, 
au  côté  oppofé  lorfqu’il  y a — acxx.  On  mène- 
ra eofuite  par  les  points  déterminés  A,  F,  une  li- 
gne droite  indéfinie  A F,  6c  par  le  point  K une  per- 
pendiculaire à l’axe  qui  rencontre  A F çn  H i 6c  on 
prendra  fur  cette  perpendiculaire  la  partie  HE—\d 
du  côté  droit  lorlqu’il  ya  —aadx,6i  du  côté  gauche 
lorfqu'il  y a — yaudx.  Cela  fait,  on  décrira  un  cercle 
du  centre  E,  6c  du  rayon  EM—AE , lorfque  le  ter- 
me a'f  manque  dans  l’égalité  donnée,  c’eft  à dire,  lorfl 

3u’ellen’eft  que  du  troilîeme  degré:  mais  lorfcju’elle  eft 
u quatrième,  on  prendra  (après  avoir  nomme  ’AE,m  ; ) 
le  rayon  £ jW =v»i  « i+T  */,  Ravoir  —\r*f  s’il  y a.— a'f, 

6c  — af  s’il  y a — y*>f  Enfin  des  points  AT  où  ce  cercle 
rencontre  la  Parabole  donnée , menant  des  perpendi- 
culaires MQfur  la  ligne  AB  i elles  feront  les  racines 
de  l’égalité  donnée  ; Ravoir  celles  qui  tombent  du  côté 
droit  de  cette  ligne , les  vraies } 6c  celles  qui  tombent 
du  côté  gauche,  les  faufïès. 

Car  prolongeant  H K jufqu’â  ce  qu’elle  rencontre  la 
ligne  AB  au  point  ^ , on  a par  la  conftrucbon  B K ou. 

Qs 
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A D — -±\b,  fçavoir  — lorfqu’il  y a— f ibx\  & 
—\--b  lorfque  c’eft  —xbx' } & par  la  propriété  de  la 
Parabole , CD=  ^ . Donc  DG  ou  DF— \-FG=z{a 

—+  Z,'  ^ DKoa  AB=:'xa— f ?c=:£g,  fça- 

voir  — '-c  lorfqu’il  y a ~+aexx,  & -+•  r lorfqu’il  y a 

— acxx;  &c  l’on  doit  obfèrver  que  le  point  .Z?  tombe  du 
côté  de  PM  lorfque  AB=— 4-g,  c’eft  à dire  lorfque 

• fa  valeur  eft  pofirive,  & du  côté  oppofë  lorfqu’elle  eft 
négative.  Or  à caufë  des  triangles  Semblables  ADF , 

A B H,  on  aura  D F (\«) . D A {±\b)  :r  AB{+i).  . 

B fjavoir  -*p  ^ lorfque  les  valeurs  de  AD 

& d t AB  font  toutes  deux  pofîtives  ou  négatives , 6c 

— ^ lorfque  l’une  d’elles  eft  pofitive  & l’autre  négative. 

Et  partant  B£=^- ±1  d,  Ravoir  — f d lorfqu’il^te 

aadx,  & — J-  -j  d lorfqu’il  y aadx  i &l’on  doit  enco- 
re obferver  que  le  point  E tombera  du  côté  de  PM  lorC 
que  la  valeur  de  BE  eft  pofitive , & du  côté  oppofé  lorC 

3u’elle  eft  négative.  D’ou  il  eft  évident  que  par  le  moyeu 
e cette  conftru&ion  on  déterminera  dans  tous  les  cas 
poflïbles  toujours  comme  il  eft  requis,  le  centre  £ du 
cercle. 

Si  le  fécond  terme  îbx > manrquoit dans  l’égalité don- 
, née , il  eft  clair  que  les  lignes  AB,  AF,  tomberaient 

fur  l’axe  CG,  en  forte  que  les  points  A,D,k  confon- 
draient'avec  l’origine  Ci  puifque  b=o.  Et  par  consé- 
quent le  point  G tomberait  fur  le  point  F , &les  points 
F i g.  «S.  -H,  B,  fur  le  point  K ce  qui  rend  la  conftruôion  ge- 
nerale beaucoup  plus  fimple.  Car  il  ne  faudrait  alors  que 
prendre  fur  l’axe  la  partie  C£=f*  toujours  vers  le  de- 
dans de  la  Parabole,  & la  partie  FK=  's  c vers  l'origi- 
ne C lorfqu’il  y a — h acxx,  & du  côté  oppofe  lorfqu’il 
y 3,—acxxi  mener  KE—\d  perpendiculaire  à l’axe 
du  côté  gauche  lorfqu’il  ya—f^d*,  & du  côte  droit 
lorfqu’il  y a— a ad  xi  & achever  le  refte  comme  dans 
la  conftrucUon  generale,  en  obfervant  qu’ki£C=«. 


Digitized  by  Google 


De  la  construction  des  Egalite's.  J07 
De  même  fi  le  terme  acxx  manque,  le  point  K tom-  p,0 
fcera  fufle  point  G > & fi  c’eft  le  terme  aadx , le  centre 
£ cercle  tombera  en  H. 

Corollaire  II. 

388.  On  peut  encore  trouver  une  conftrudion  plus 
limple  pour  les  égalités  du  troifiéme  degré  qui  ont  un 
fécond  terme , en  les  multipliant  par  l’inconnue  plus  ou 
moins.la  quantité  connue  du  fécond  terme , fçavoir  plus 
cette  quantité  quand  le  fécond  terme  eft  affeûé  du  figne 
— j & moins  cette  quantité  lorfqu’il  y a le  figne — H ; ce  qui 
donne  une  équation  du  quatrième  degré  où  le  fécond 
terme  eftévanoüi.  Qu'il  faille,  par  exemple,  trouver 
les  racines  de  l’égalité  du  troifiéme  degré  , x'—bxxi 
—\-afx — \-aaq=o:  je  la  multiplie  par  x — \-b  jtour 
"avoir  l’égalité  du  quatrième  degré,  x 4 — \-apxx  — \-aaqx 
— +aabq  = o , • — bbxx—+abf>x 

dans  laquelle  le  fécond  terme  eft  évanoui } je  me  fers  à 
prefent  de  la  confiruftion  que  l'on  vient  de  donner  pour 
ces  fortes  d’égalités  où  le  fécond  terme  manque,  & j’ai 

CK  = H 7»  ~ if>  KE{{d)=.lq— t—, 

& le  rayon  du  cercle  EM—^mm—bq:  ce  qui  donne 
cette  conftruâion. 

Ayant  mené  une  panallele  à l’axe  C D qui  en  fôit  difi  j?i  0. 
tante  vers  le  côté  gauche  d’une  ligne  égale  à b , & qui 
rencontre  la  Parabole  au  point  A,  je  tire  par  l’origine  ^ 
C de  l’axe  la  droite  CA ' fur  laquelle  j’éleve  par  fon 
point  de  milieu'O  une  pefpendiculaire  indéfinie  OG  qui 
rencontre  l’axe  au  point  G.  Je  prends  fur  l’axe  vers  fon 
origine  C la  partie  GK  = { />,  & ayant  tiré  par  le  point 
K une  perpendiculaire  â l’axe’  qui  rencontre  la  ligne 
OG  au  point  H , je  prends  fur  cette  perpendiculaire 
prolongée  du  côté  de  H la  partie  H E=  $<?  ,&c  je  dé- 
cris du°centre  £ & du  rayon  EA  un  cercle.  Je  dis  qu’il 
coupera  la  Parabole  en  des  points  M , d’où  ayant  abaifl 
fé  fur  l’axe  des  perpendiculaires  MQ\_  celles  qui  feront 

Q/l'J 
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à droit,  marqueront  les  vraies  racines;  & celles  qui  fe- 
ront à -gauche,  les  faufiès  de  l’égalité  propofée  &'—bxx 
— Y*px — Yaaq  — o. 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  AD,  0 L,  fur 
l’axe;  on  aura  par  la  conftrucHon  AD— b , 6c  par  la 

propriété  de  la  Parabole  C D—  k~  . Donc  puifque  CA 
. eft  divifée  par  le  milieu  en  0 , les  triangles  femblables 
CAD,  COL,  donneront  = 6c  à 

caufe des  triangles  re&angles  femblables  CLO,OLG,. 
on  aura  CL  (£).  LO  ({b)  : : LO  {[b).  LG={a , 8t 
par  confequent  CK  ou  C L—YLG  — GK^=.\a— y — 
— \p.  De  plus  à caufe  des  triangles  femblables  G LO, 
G K H,  on  trouve  KH—  6c  KH— Y HE  ou  KE* 

= iq—y  £ <lui  tencl  du  côté  gauchi  de  l’axe,  comme 
il  eft  prefcrit  dans  la  conftru&ion  lorfqu’il  y a — Yaadx. 
Le  point  E eft  donc  le  centre  du  cercle  lequel  dok  d&! 
terminer  par  fes  interférions  avec  la  Parabole  donnée 
toutes  les  racines  de  l’égalité  du  quatrième  degré 
*•* — Yapxx  6cc.  Or  comme  les  racines  de  cette  égalité 
font  celles  de  la  propofée  x'—bxx — Yapx — Yauq  — 0 
avec  une  faufle  AD  (6);  il  s’enfuit  que  ce  cercle  doit 
pafler  par  le  point  A.  Donc  6cc.* 

• On  peut  encore  s’affurer  par  le  calcul  que  EA  eft  le 
rayon  du  cercle  cherché.  Car  menant  F B parallèle  à 
Taxe , on  aura  ( à caufe  des  tringles  redangles  E JB  A 
È KC)  les  quarrés  des  hypothenufes  7a'—  e B '—ŸBa'’ 
6c  E C — C K — Y K £*  8c  par^confequent  il  s'agit  de 
prouver  que  ES' — Y BA=±  E K'-Y  KC'-bg , puifqu’on 
doit  prendre  EM—^mm—bq.  Or  en  mettant  à la 
place  de  ces  lignes  de  part  6c  d’autre  leurs  valeurs  ana- 
lytiques, on  trouvera  les  mêmes  quantités.  Et  c’eft  ce 
qui  doit  arriver , fi  le  rayon  cherché  EM—EA. 

Pour  rendre  cetcc  conftruction  generale , il  faut  ob- 
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fërver,  i".  De  mener  du  côté  gauche  de  l’axe  la  parallè- 
le qui  en  eft  diftantc  d’une  ligne  égale  à b , lorfqu’il  y a 
— bxx  dans  l’égalité  propofée,  & du  côté  droit  lorfqu’il 
y a ■ — \-bxx.  i°.  De  prendre  fur  l’axe  GK  = {p  du  côté 
.de  fon  origine  C lorfqu’il  y a — \-apx , & du  côté  op- 
pofé  lorfqu’il  y a — apx.  30.  De  prendre  H E=\q  au 
côté  gauche  lorfqu’il  y a — aaq,  & du  côté  droit  lorfi 
qu’il  y a -~aaq.  Tout  cela  eft  trop  évident  pour  m’ar- 
rêter à le  démontrer  en  détail. 

R E M A R E I. 

389.Tl.eft*!  propos  de  remarquer , i°.  Que  fi  le  cer- 
cle ne  coupe  la  Parabole  donnée  qu’en  deux  points , il 
s’enfuivra  que  l’égalité  propofée  n’aura  que  deux  raci- 
nes réelles  lorlqu’elle  eu  du  quatrième  degré, & qu’une 
foule  lorfqu’elle  eft  du  troifiéme,  &les  deux  autres  ima- 
ginaires : comme  dans  la  figure  -19.  où  le  cercle  ne  cou- 
pe la  Parabole  qu’en  deux  points  A , Mi  l’égalité  x* 
— h. j fxx—bbxx  &c.n'a  que  deux  racines  réelles  9tD, 
qui  font  toutes  deux  fauflès,  parce  qu’elles  tom- 
bent dit  côté  gauche  de  l’axe.  i°.  Que  fi  le  cercle  ne 
coupoit  ni  ne  rencontroit  la  Parabole  en  aucun  point 
( ce  qui  ne  peut  arriver  lorfque  l’égalitc  eft  du  rroifiéme 
degré  comme  l’on  voit  par  les  conftructions  précéden- 
tes ) les  quatre  racines  foroient  imaginaires.  30.  Que  s’il 
la  touchoit  en  un  point  l’égalité  propofée  auroit  deux 
racines  égales  chacune  à la  perpendiculaire  menée  de 
ce  point;  ce  qui  vient  de  ce  qu’on  peut  confiderer  un 
cercle  qui  touche  une  Parabole  , comme  s’il  la  coupoic 
en  deux  points  infiniment  proches  l’un  de  l’autre , qui 
font  regardés  comme  rétinis  dans  le  point  touchant  : 
mais  alors  l’égalité  propofée  fc  pourroit  abailJér  i une  * 
du  fécond  degré  par  les  regles’de  l’Algebre  ordinaire 
de  forte  qu’on  n’auroit  point  befoin  d’une  Parabole 
poux  en  trouver  les  racines. 
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R E M A R.  E I I. 

J9°*  S.  l'on  fait  attention  à ce  qu'on  démontre  en 
Algèbre  qu’en  toute  égalité  où  le  fécond  terme  manque, 
& qui  a toutes  Tes  racines  réelles , la  Tomme  des  vraies 
eft  égalé  à la  Tomme  des  TauHes  j on  verra  naître  ce  Théo- 
rème. 

Fie:  118.  S’il  y a un  cercle  qui  coupe  une  Parabole  en  quatre 

Kints  M d’où  Ton  abaiflé  des  perpendiculaires  MQjat 
xe  CF:  je  dis  que  la  Tomme  des  perpendiculaires  qui 
tombent  du  côté  droit  de  Taxe,  fera  égalé  à la  Tomme 
de  celles  qui  tombent  du  côté  gauche. 

Car  fi  Ton  prend  vers  le  dedans  de  Jh  Parabole  fur 
Taxe  depuis  Ton  origine  C la  partie  CF  égale  la  moitié* 
de  Ton  paramétré  que  j’appelle  a,  & qu’ayant  tiré  du 
centre  E du  cercle  la  perpendiculaire  EK  Tur  Taxe , on 
fafle  FK=\c,  K £=l<f,  7c‘  —~ËM —afi  il  eft  clair 
• Art.  »J7.  Par  la  conftrudion  qui  eft  à la  fin  * du  Corollaire  pre- 
* mier,  que  les  perpendiculaires  MQ^ feront  les  racines 
de  cette  égalité  x * — ac xx— \-aadxr-\-a>f=o  dans 
laquelle  le  fécond  terme  manque  $ Tçavoir  celles  qui 
tombent  du  côté  droit  de  Taxe , les  vraies  5 & celles  qui 
tombent  du  côté  gauche , les  Tauflés.  Donc  &c. 

Si  le  cercle  pafloit  par  l’origine  C de  Taxe,  il  eft  vifi. 
ble  que  Tune  des  perpendiculaires  M deviendroit 
nulle  ou  zéro;  &c  qu’ainfi  il  y auroit  alors  une  perpen- 
diculaire d’une  part  de  Taxe  égale  aux  deux  autres  de 
l’autre  part. 

• Si  le  cercle  touchoit  la  Parabole  en  un  point  & la 

coupoit  en  deux  autres,  il  Taudroit  prendre  le  double 
de  la  perpendiculaire  menée  du  point  touchant  5 puiT- 
• Art.  jt^que  ( comme  Ton  vient  * de  dire  ) on  peut  regarder  ce 
cercle  comme  s’il  coupoit  la  Parabole  en  deux  points 
infiniment  proches  l’un  de  l'autre,  leTquels  fé  réunifient 
au  point  touchant. 
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K E M A R QU  E III. 

_ * 

391.  Oomme  l’on  ne  peut  imaginer  en  Geomecrîe 
des  produits  qui  ayent  plus  de  trois  dimenfîons  j puiftjue 
le  folide,  qui  eft  la  quantité  la  plus  compofée,  n’en  a 
que  trois;  on  pourra  divifer,  fi  l’onr  veut,  tous  les  ter- 
mes d’une  égalité  propofée  qui  pafle  le  troifiéme  degré, 
par  telle  ligne  donnée  qu’on  voudra , élevée  à une  puit 
lance  moindre  d’une  unité  que  chacun  de  Ces  termes  n’a 
de  dimenfions  : ce  qui  ne  troublera  point  l’égalité , & 
fera  que  chacun  de  fes  termes,  n’exprimera  plus  que  des 
lignes  droites.  Soit,  par  exemple,  l’égalité  du  quatriè- 
me degré  x4 — \-ièx>  —+acxx~aadx — a > f— - ; je  la 
divife  par**,  ce  qui  donne  —— — h ~ — — — / 

^zzo,  dont  chaque  terme  n’a  qu’une  dimenfion , & n’ex- 
prime par  coniequent  que  des  lignes  droites.  On  choi- 
lît  ordinairement  la  ligne  qui  Ce  trouve  repetée  le  plus 
fouvent  dans  tous  les  termes  de  l’équation  propoiëe , 
comme  eft  ici  la  ligne  a,  &i  même  quelquefois  on  la 
fousenceud,  en  la  regardant  comme  l’unité  dans  les 
nombres,  qui  ne  change  rien  aux  quantités  qu’elle  mul- 
tiplie ou  qu’elle  divife.-  ainiî  en  faifant  a — i , on  écrira 
x4— }- x6x>-+cxx~ dx— f=o,  au  lieu  de  x4 — 
~-{-acxx—aadx—a’f=:o.o u de  — — iiil  — —‘il 

— fz=zo.  Il  en  eft  de  même  des  égalités  du  cinquième 
te  du  iîxiéme  deg^ , &cc. 

R E M A R QJJ  E IV. 

Î91-  Si  après  avoir  conftruit  le  cercle  qui  eft  Je  lieu 
de  la  derniere  équation  du  Lemme,  on  conftniit  une 
Scâion  conique  qui  foit  le  lieu  de  telle  autre  de  fes 
équations  qu’on  voudra  ; ces  deux  lieux  détermineront 
par  leurs  interférions  Ifs  racines  de  l’égalité  propofée; 
dont  la  raifon  eft  que  faifant  évanoüir  par  le  moyen  de 
leurs  équations  l'inconnue^,  on  retrouve  l’égalité  même 
propoiëe. 
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De  lâ  il  eft  évident  qu’on  peut  conftruire  cette  éga- 
lité' , i°.  Par  le  moyen  d’un  cercle  6c  d'une  Hyperbole 
équilatere , en  fe  fervant  de  la  (èptiéme  8c  de  la  fixiéme 
équation  du  Lemme.  ia.  Par  le  moyen  d’un  cercle , 6c 
d'une  Elliplè  dont  l’axe  parallèle  à j4  P eft  â Ion  para- 
métré comme  a eft  à c,  en  le  ièrvant  de  la  ièptiéme  6c 
de  la  troifieme  équation.  30.  Par  le  moyen  d’un  cercle, 
8c  d'une  Hyperbole  dont  l’axe  parallèle  à A P eft  à Ton 
paramétré  comme  eft  à f é , en  iè  Ièrvant  de  la  feprié- 
me  6c  de  la  quatrième  équation.  Or  comme  la  ligne  a , 
dont  on  fe  ferr  pour  réduire  fous  l’expreflîon  ac  toutes 
les  quantités  qui  multiplient  xr,  fous  l’expreffion  a ad 
celles  qui  multiplient  x,  6c  enfin  fous  l’expreffion  a'fles 
quantités  entièrement  connues , eft  arbitraire  j il  s’enfuit 
qu’en  prenant  pour  cettç  ligne  a une  infinité  de  diffé- 
rentes grandeur',  on  pourra  conftruire  l’égalité  propo- 
fée  par  le  moyen  d’une  infinité  de  cercles,  6c  d’EIJipfès, 
ou  d’Hyperboles  équilateres  6c  non  équilateres,  toutes 
différentes  enrr'elles. 

On  a vil  dans  l’article  387.  qu’en  prenant  pour  l’uni- 
té arbitraire  a le  paramètre  de  l’axe  d’une  Parabole 
donnée , on  peut  en  fe  Ièrvant  de  la  première  & de  la 
feptiéme  équation  conftruire  l’égalité  propofce  par  le 
moyen  d’un  cercle  8c  de  la  Parabole  donnée  : 6c  je  vais 
faire  voir  qu’en  déterminant  cette  ligne  a d’une  certai- 
ne manière,  on  peut  conftruire  l’égalité  par  le  moyen 
d’un  cercle  8c  d’une  EUipiè  ou  d’une  Hyperbole  ièmbla- 
ble  à une  Ellipfe  ou  à une  Hyperb<#ç  donnée.  Car  la 
raifon  de  fes  axes  épant  donnée  par  la  fuppofition  , la  rai- 
ion  de  l’axe  parallèle  à A P avec  fon  paramètre  fera 
puiflî  donnée.  Si  donc  l’on  nomme  cette  raifon  donnée 

j on  aura  lorfqu’il  s’agit  de  l’Ellipfe  = ~ , 6c  par- 
tant aat=z  ^ ; d’où  il  fuit  que  fi  l’on  prend  pdur  l’uni- 
té arbitraire  a , la  racine  d’un  quarré  aa  égal  * â une 
quantité  connue  ac  qui  multiplie  xx  dans  l’égalité 

donnés 


De  LA  CONSTRUCTION  DES  EgALITe's.  jij 

donnée , 6c  eft  multipliée  par  ^ , on  çonftruira  l'égalité  en 

Te  fervantdelafeptiéme  5t  delatroifiéme  équation,  par 
le  moyen  d’un  cercle  & d’une  Ellipfe  dont  l’axe  parallèle 
à AP,  fera  à fon  paramètre  comme  weftis,  puifque 

~ = * ■ Mais  lorfqu’il  s’agit  de  l’Hyperbole,  on  aura 

£ — > & partant  a— b V ” j d'où  l’on  voit  que  fi  l’on 

prend  pour  l’unité  a cette  valeur,  8c  qu’on  conftruifê 
l'égalitc  en  fe  fêrvant  de  la  fèptiéme  8c  de  la  quatrième 
équation  , l’axe  parallèle  à AP  de  l’Hyperbole  qui  eft 
le  lieu  de  la  quatrième  , fera  à fon  paramétré  comme  m 

eft  à « , puifque  1 ^ . Et  c’eft  ce  qui  étoit  propofé.  • 

R.  e m a r qju  e V. 

393-  La  ligne  a qui  fait  l’office  de  l’unité,  8c  qui  eft 
arbitraire  1 fuffit  comme  l’on  vient  de  voir  pour  con- 
ftruire  l’égalité  propofee , par  le  moyen  d’un  cercle  5c 
d’une  Parabole  donnée,  ou  bien  par  le  moyen  d’uncer. 
cle , 5c  d’une  Ellipfe , ou  d’une  Hyperbole  femblable  i 
une  donnée.  Mais  lorfqu’il  eft  queftion  de  la  conftruire 
par  le  moyen  d’un  cercle,  6c  d’une  Ellipfe , ou  d’une  Hy- 
perbole donnée,  une  feule  ligne  arbitraire  ne  fuffit 
pas  i il  faut  en  introduire  d’autres  dans  l’égalité  pro- 
pofée , afin  de  pouvoir  les  déterminer  enfuite  de  manie- 
te  que  la  Seétion  donnée  fërve.  C’eft  ce  que  l’on  va  exé- 
cuter dans  le  Lçmme  fiiivant. 

LEMME  FONDAMENTAL 

♦ » 

Pour  la  conjlru&ion  des  Egalités  du  troifième  & du  quatrième 
degré,  avec  uH  cercle  & une  Ellipfe , ou  une  Hyperbole 
donnée. 

394.  Soit  l’égalité  du  quatrième  degré  s *-+ab^ 
—aa  c^-+a'd=  0 , dans  laquelle  les  lettres  a , b, c,d, 

Rr 
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marquent  des  lignes  données,  & la  lettre  ^exprime  les 
racines  inconnues  de  l’égalité.  Je  prends  une  autre  in- 
connue ( la  lettre  f marque  une  ligne  prife  à vo- 

lonté), & fubftituant  à la  place  de  j^,  xjc^  & ^ leurs 
valeurs  j , , & *■—  dans  l’égalité  precedente , je 

la  change  en  cette  autre  x* — h ^ x x — x — f-  ^-—o* 

je  prends  une  troisième  inconnue  y telle  qu’étant  multi- 
pliée par  / ion  produit  fy  Toit  égal  au  quarré\*x  de  la 
féconde  } ce  qui  donne  les  équations  fuivantes. 

i*.  xx~  fy—oi  & fubftituant  à la  place  de  xx,  & de 

*x4  leurs  valeurs  fy  & ffyy  dans  l’égalité  x4 — y xx  &c, 
j’ai  pour  ièconde  équation. 

ie.  y y — h l~y~  ~ x—y  ^ laquelle  étant  ajoû- 
tée  â la  première,  donne  pour  troifiéme  équation. 

3e-  yy-+i{y—fy—+xx~'{*—+  -~—0^  dont  te 

* Art.  lieu  eft  * un  cercle  lorique  les  inconnues  & indétermi- 
& f19-  nées  x &c  y font  entr’elles  un  angle  droit.  Je  multiplie 

la  première  équation  par  la  fraétion  £ dans  laquelle  g 
exprime  une  ligne  telle  qu’on  veut  de  même  que/,  Sc 
j’ai*  xx  — foy—oi  Et  ajoutant  cette  équation  avec  la 

fécondé,  & l’en  ôtant  enfuite,  je  forme  la  quatrième  & 
la  cinquième  équation. 

4e.  yy—*r  b{ y—  tfy—y&xx—  £ x~y-d~ — o,  dont 
*Art.  J14.  ie  ijeu  eft  * une  Ellipiè. 

j*.  y y — I-  ~ y — y^y—  ? xx — f x — |-  ^=«,dont 
jjx.  le  lieu  eft  * une  Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofées. 

R E M A R Q^U  E. 

}95-S’IL  arrive  que  quelques  termes  de  l’égalité 
propoiée  ayent  des  lignes  aifferens  de  celle-ci , ou  qu’ils 
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manquent  5 les  lieux  de  ces  cinq  équations  feront  toû- 
jours  neanmoins  des  Sections  coniques  de  même  nom  : 
c’eft  à dire  que  les  lieux  de  la  première  & de  la  fécondé 
équation  feront  toujours  des  Paraboles,  celui  de  «la  . 
troifiéme,  un  cercle,  &cc. 

PROPOSITION  V. 

Problème. 

__  • 

396.Construir égalité  du  quatrième  degré 
2* — t-abzz— -aacz — i-a'dz^o,  avec  un  cercle  donné  & 
une  Hyperbole  femblable  à une  donnée')  ou  avec  une  Hyper- 
bole donnée  & un  cercle. 

Je  confirais  fèparémen^*  les  lieux  de  la  troifiéme  & * Art.  514.; 
de  la  cinquième  équation,  en  prenant  pour  les  incon-  & 331. 
nues  & indéterminées  x èc  y tes  mêmes  lignes  AP , pIC  no 
PM,  qui  faflent  entr’elles  un  angle  droit  A PM  J & & UI. 
les  interactions  de  ces  deux  lieux  me  fervent  à déter- 
miner les  valeurs  de  l’inconnue  s^,  de  la  maniéré  qui 
fuit. 

Soit  menée  par  le  point  A origine  des  x,  la  ligne 
AD  — parallèle  à PM)  & du  même  côté  lorfl 

que  rfiùrpaflè  b,  & au  contraire  du  côté  oppofé  lorfl 
qu’il  eft  moindre.  Etayant  tiré  la  droite  indéfinie  DG  pa- 
rallèle à AP,  (oient  prifês  fur  cette  ligne  du  côté  de  PM 

la  partie  D C—  ^ , & foit  décrit  du  centre  C & du 
rayon  CP  ou  CG=  •—  r'cc' — \-aa  — lao  — h b b — 4 ad\ 

un  cercle.  Maintenant  ayant  mené  AH—  ^—^pa- 
rallèle à PM  & du  côté  oppofé  , foit  tirée  la  droite  in- 
définie H K parallèle  à AP,  fur  laquelle  foient  prifes 

la  partie  H 1=  - du  côté  oppofé  à PM , & de  part 
& d’autre  du  point  I les  parties  IK,  IL,  égales  cha- 
cune à f-  v'cc—bg—‘r\dg  ou  ~v'hg—etdg—-cc  (ona 
* * Rrij 
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pris  pour  abréger  h—  t— Lj.  Soit  enfin  décrite  de  1 axe 

Z K (qui  doit  être  le  premier  lorfque  rc— + 4</g  eft  plus 
grand  que/>g,  &le  fécond  lorfqu’il  eft  moindre  ) qui 
?oit  à (on  paramétré  KO  comme  a eft  à g,  une  Hyper, 
bole  ou  les  Hyperboles  oppofées  qui  rencontrent  le  cer- 
cle en  des  points  M , M , d’où  foient  abaiflces  des  per- 
pendiculaires M P,  MP,  fur  la  ligne  AP.  Je  disque  les 
parties  AP,  AP,  de  cette  ligne  feront  les  racines  de 

l’égalité  & xx—  £1  x— h Ç en  obfcrvant 

qu’elles  font  vraies  lorfque  les  points  P tombent  du 
côté  où  l’on  a fuppofé  PM  en  faifant  la  conftru&ion , 
& faufifes  lorfqu’ils  tombent  du  côté  oppofé. 

Car  on  trouvera  par  la  pn^>rietédu  cercle  la  troifie- 
me  équation  ; & par  la  propriété  de  l’Hyperbole,  la 
cinquième;  Si  ôtant  la  troificme  de  la  cinquième,  on 
aura  *1  y-+fy~  \xx  — xx=o,  d’où  l’on  tire  y j 
& mettantdans  l’une  ou  dans  l’autre  de  ces  deux  équations 


à la  place  de^  cette  valeur  y , &c  à la  place  de  yy  fon 
quarré  — , on  trouvera  l’égalité  x4  & c.  Mais  ayant  les 

valeurs  de  x , on  .a  celles  de  zj  puifque  y , • 

Maintenant  pour  Tarifaire  à la  première  demande  du 
Problème , je  nomme  le  rayon  du  cercle  donné  CF,  ri 

& j’ai  par  confequent  r = y'cc — Yua  i.:b- — ybb - \.ià ; 

d’où  il  fuit  que  fi  l’on  prend /= 


rayon  Cf  ou  CG  du  cercle  qui  eft  le  lieu  de  la  troifïé- 
me  équation,  fera  égal  à la  donnée  r.  Il  refteàfaireque 
l’Hyperbole  foie  femblable  à une  donnée,  c’eftà  dire, 
que  fon  premier  ou  fécond  axe  L K foit  à fon  paramé- 
tré KO  en  raifon  donnée  de  m à n > & il  eft  vifible  qu’il 


ne  faut  pour  cela  que  prendre  g=a  , puifque  Z K. 


KO  ::  a.  g : : m.  », 
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Enfin  pour  faire  en  forte  que  l’Hyperbole  foie  don- 
née , ou , ce  qui  eft  la  même  chofè  que  Ion  premier  ou 
fécond  axe  Z K 6c  le  paramétré  K O de»  cet  axe  foient 
égaux  à.  des  lignes  donaées  ; je  nomme  d’abord  le  pre- 
mier axe  Z K,  uifon  paramétré  K O , p ; 6c  j’ai  K 0 ( />  ) 
= 6C  £K(u)=?ï Scc—ï+dg—hg  ( il  faut  lé  reC 

fouvenir  que  h=  *d3L)  } ce  qui  donne  g—  8c  f 

— : d’où  l’on  voit  que  fi  rr — f l\.dg  furpaflé  bg , 

& qu’on  prenne  pour  g 6c  pour/ ces  valeurs,  on  trouve- 
ra dans  la  conftrudion  de  la  cinquième  équation  pour 
le  premier  axe  LK  6c  fon  paramètre  K O les  lignes  don- 
nées it  8c  />.  Mais  s’il  arrive  que  cc — H4<fg  foie  moindre 
que  h g , il  faudra  nommer  ie  fécond  axe  Z K , ir>  6c  fort 
paramétré* K 0,p > ce  qui  donne  comme  ci-deflus 

e=- , 8c  /~  — 1 où  l’on  doit  obferver  que 

O xt  » J Jb* iC — 4 Jg  ’ 1 

it  6c  />  ne  marquent  plus  à prefént  les  mêmes  lignes 
qu’auparavant  : 8c  s’il  arrive  que  />g,  dans  cette  derniè- 
re fuppofition  où  il  marque  le  fécond  axe,  furpaflé 
rr—f4<fe,  il  eft  vifible  qu’en  prenant  pour  g 8c  f ces 
valeurs  dans  la  conftrudion  de  la  cinquième  équation, 
on  trouvera  pour  le  fécond  axe  Z K 8c  fon  paramétré 
K O les  lignes  données  it  &c  p. 

11  faut  "bien  remarquer  qu’il  peut  arriver  que  la  va- 
leur de  / foit  imaginaire  dans  l’une  6c  dans  l’autre  de 
ces  fuppofitionsj  6c  alors  on  voit  que  la  conftrudion de- 
vient impoffible  du  moins  par  cette  méthode.  Or  com- 
me tous  les  Auteurs  qui  s’en  font  férvis  après  M.  Sluze 
qui  en  eft  l’inventeur,  la  donnent  pour  generale  } j’en 
ferai  une  remarque  à part,  où  je  ferai  voir  en  examinant 
par  ordre  tous  les  cas  qui  peuvent  arriver,  que  dans  cet 
exemple  même  il  peut  y en  avoir  une  infinité  où  cette 
méthode  ne  réüflît  point. 

Si  c’étoient  deux  Hyperboles  conjuguées  qui  fuflént 
données,  la  conftructidn  féroïc  toujours  poflîble  j car  fî 

Rriij 
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aprésavoir  nommé  le  premierXixe  d’une  de  ces  Hyperbo- 
les L K , 1 1 i & fon  paramétré  KO,  pii  lie  trouvoù  que  la 

valeur  de  jfiic  imaginaire,  c’efl  à dire, 

3ue  h g furpaflàt  cc — H 4 dgj  il  n’y  auroit  qu’à  le  fervir 
ans  la  conflru&ion  à la  place  de  cette  Hyperbole  de  là 
conjuguée  & de  Ion  fécond  axe,  puifque  le  fécond  axe 
de  celle-ci  étant  le  même  que  le  premier  axe  de  l’autre , la 
valeur  de/ne  renfermeroitplus  aucune  contradiction.  Je 
dois  encore  avertir  que  s’il  arrive  que  cc—\-<ylg=hg,  l’é- 
quation du  quatrième  degré' s’abaifTe  à une  du  fécond. 

R E M A R E. 

397*  i°-Si  l’Hyperbole  donnée  efl  équilatere.  On 
aura  & on  le  (èrviradans  la  conflruCtion  du  Pro- 

' blême  de  fbn  premier  axe,  lorfque  cc — h4*fg  furpaflè 

bg,  c’efl:  à dire,  en  mettant  pour  h f à valeur  tlt*. , ëc 

pour  g fà  valeur  a , lorfque  rr— 44W  furpaflè  b~ 4«**  ; 
& du  fécond  lorfqu’il  ell  moindre.  Et  la  conflruCtion 
fera  toûjours  poflîble. 

z°.  Si  le  premier  axe  de  l’Hyperbole  donnée  furpaflè 
fon  paramétré.  On  fé  fervira  dans  la  conflruCtion  du 
Problème  de  fbn  premier  axe,  lorfque  cc — h 4 ad.  fur- 
paflè b — y- a 5 car  il  fuit  de  là  que  cc — 1-4  dg  furpaflè  h g, 
c'efl  à dire  ( en  multipliant  par  - & mettant  pour  b fâ 

■ — 1 • 

valeur  que  — • — fcy.ad  furpaflè  b— t-g\  puifque 

dans  cette  fuppofitiong  (l?)  étant  moindre  que  a,  la 

quantité  ^ -4-4 ad  fera,  plus  grande  que  cc  — y-+ad , ôc 
- - - ^ ® ______ 

b— 4g  fera  moindre  que  b — y-a.  Au  contraire  lorfque 
rr— \-cyad  efl  moindre  que  b—y-a  , il  faudra  lè  fèrvir 
du  fécond  axe  ; car  il  fuit  delà  que  cc — h4*fg  efl  moin- 
dre que  b g,  ou  que  y H-44  d efl  moindre  que 
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puifque  it  marquant  à prefenc  le  fécond  axe  qui  eft 
moindre  que  fon  paramétré  p la  quantité  ^ eft  ici  plus 

grande  que  a.  D’où  l’on  voit  que  la  conftrudion  eft 
toujours  polfible,  non  feulement  lorfque  l’Hyperbole 
donnée  eft  équilatere , mais  encore  lorfque  le  premier 
axe  eft  plus  grand  que  fon  paramétré. 

30.  Si  le  premier  axe  eft  moindre  que  fon  paramétré. 

Il  faudra  necefliirement  lorfque  cc— Y\ad  furpaflè 
b— va  , fè  fèrvir  du  premier  axe  j car  fi  l’on  employoit  le  ' 
fécond  , il  faudrait  que  rr~+4*fg  fut  moindre  que^g, 

ou  que  — — Y 4.  ad  fut  moindre  que  b — Y g ; ce  qui  ne 
peut  être,  puifque  U qui. exprimerait  alors  le  fécond 
axe  étant  plus  grand  que  p,  la  quantité  g ferait 
moindre  que  a.  Mais  en  fè  fervant  du  premier  axe , il 
peut  arriver  que  — Y 4-ad  foit  moindre  que  b — Yg  , 

puifque  g eft  plus  grand  que  ai  & alors  il  eft  évi- 
dent que  la  conftrudion  du  "Problème  devient  impoiîu 
ble,  parce  que  la  valeur  de  / = J renferme 

une  conrradidion.  De  même  lorfque  cc — h 4 ad  eft" 
moindre  que  b — l-  a , il  faut  neccflairement  fè  fervir 
du  fécond  axe  ; & comme  alors  la  valeur  de  g eft 

moindre  que  a,  il  peut  arriver  que  ~ -+4 ad  foit  plus 

grand  que  b — Y g , & qu’ainfi  la  valeur  de  / ( j 

foit  imaginaire. 

Il  eft  donc  évident  qu’il  peut  arriver  une  infinité  de 
cas , où  la  conftrudion  de  l'égalité  propoiëe  dans  le 
'Problème  devient  impoflïble  ; 6 c cela  lorfque  le  premier 
axe  de  l’Hyperbole  donnée  eft  moindre  que  fon  para- 
métré , car  autrement  elle  rcüffira  toujours. 


3io 
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j Corollaire  I. 

Si  l’on  prenoit  dans  le  Problème  precedent 
la  quatrième  équacion  au  liende  la  cinquième , fie  qu’on 
fift  la  coriftru&ion  de  même  en  le  fervant  de  l’Ellipfc  qui 
eft  le  lieu  de  cette  équation, au  lieu  de  l’Hyperbole  qui 
eft  le  lieu  de  la  cinquième:  il  eft  vifible  que  l’on  con- 
ftruiroit  l’égalité  propofee  ^ ficc.  par  le  moyen  d’un  cer- 
cle donné  6c  d’une  Ellipfc  fcmblable  à une  donnée  5 ou 
avec  une  Ellipfc  donnée  fie  un  cercle. 


Corollaire  II. 

399-  Tl  eft  évident  qu’on  peut  rendre  la  conftruc- 
tion  précédente  generale  pour  toutes  fortes  d’égalités 
du  troifiéme  fie  du  quatrième  degrç,  en  oblêrvant,  i°. 
De  faire  évanoüir  le  fécond  terme  de  l’égalité  donnée, 
lorfqu’elle  en  a un  ; de  la  multiplier  enfuite  par  fa  ra- 
cine ^ lorfqu’elle  n’eft  que  du  troifiéme  degré  ; fie  de 
prendre  un  plan  a b égal  à. tous  les  plans  qui  multiplient 
jgç_,  un  folide  aac  égal  à tous  les  folides  qui  multiplient 

fie  enfin  un  furfolide  a*d  égal  à tous  les  furfolides 
donnés.  i°.  D’effacer  dans  les  valeurs  de  AD,  DC, 
CF,  A FI , 1 H , L K,  les  termes  où  fè  trouve  b lorf. 
que  ne  lé  rencontre  point  dans  l’égalité  donnée  , 
ceux  dans  lefquels  fe  rencontrent  cou  d lorfque  le  qua- 
trième où  le  cinquième  terme  manquent:  fie  de  changer 
de  fignes  tous  les  termes  où  b fe  rencontre  avec  une  di- 
menfion  impaire , fi  le  troifiéme  terme  de  l’équation  don- 
née a un  ligne  différent  du  troifiéme  de  la  precedente; 
comme  auflî  ceux  dans  lefquels  c ou  d fe  rencontrent 
avec  une  dimenfion  impaire  lorfque  le  quatrième  ou  le 
cinquième  terme  ont  des  lignes  differens  des  quatrième 
fie  cinquième  de  l’égalité  précédente.  j°.  De  prendredii 
côté  de  PM  ces  lignes  lorfque  leurs  valeurs  font  poft- 
Jives , fie  du  côté  oppofé  lorfqu’elles  font  négatives. 

. Remarc^ 
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400.  O peut  toujours  rendre  la  conftruclion  pre- 
cedente plus  fimple  dans  les  égalités  particulières  qu’on 
le  propofe  dtf  conftruire^  en  failânt  en  forte  que  a foit 
égal  à » » car  il  n’y  a qu’i  reduire_f  égalité  donnée  fou* 
cette  forme  a * a a c a> d=o , au  lieu  de 
cette  autre  s ab  \y-\- a ac%j-\-a'  dz^zo.  Ce  qui  a em- 
pêché de  le  faire  d’abord,  c’eft  qu’on  avoit  en  vûë  de 
rendre  la  conftrudion  du  Problêm?  generale  pour  tous 
les  cas , comme  l’on  vient  de  faire  dans  le  Corollaire 
precedent , & que  pour  cet  effet  il  falloit  que  chaque 
terme  de  l’égalité  renfermât  des  lettres  differentes  b,  e , 
d,  au  premier  degré. 

PROPOSITION  VL 


Problème. 

~Jyou^*.y 

40I.  les  racines  de  t égalité  z* — bz> 

— aczz — i-aadz— V- aahhz=.o , parle  moyen  d'une  Hy- 
perbole donnée  entre  fis  Afymptotes,  & d" un  cercle. 

Ayant  fait  " , on  transfomera  l’égalité  donnée  p, 

en  cette  autre  x*—  ~ x ' — ~ xx—t  d-~-  x— f — - =0. 


Ayant  mené  d’un  point  quelconque  M de  l’Hyperbole 
donnée  qui  a pour  centre  le  point  A,  une  parallèle  MP 
à l’une  des  Afymptotes  AQ^&c  qui  rencontre  l’autro 
au  point  P , on  nommera  les  inconnues  & indéterminées 
A P,  xi  PM,  y s lefquellcs  font  entr’elles  un  angle  don- 
né ATM,  & on  aura  par  la  propriété  de  l’Hyperbole 
xy=mm , en  fuppofant  que  mm  en  foit  la  puiflance. 

Maintenant  fi  l’on  prend  f—m  V ^ , on  aura  9fi—amm, 

& ‘ z^m'  — xxyy:  & mettant  à la  pjace  de  qui 

çft  le  dernier  terme  de  l’égalité  precedente  fa  valeur 

Ss 


0 
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xxyy , & divifant  enfuite  par  xx,on  trouvera  xx  — Z* 
— 7 — 4-  — -4 yy—»y  qui  Ce  change  (en  mettant  dans 
le  terme  ~ à la  place  de  x fa  valeur  trouvée  par  le 
moyen  de  l’équation  xy  =.  m m ■=.  j en  cette  autre  x x 

• * Art.  318.  — 7 *—  'f—E  %y—Jryy  — °>  dont  le  lieu  eft*  un  cer- 
& î1?*  cle  lorfque  l’angle  A P M eft  droit. 

Mais  lorfque  l’aifgle  AP  M n’eft  pas  droit,  ou  ( ce 
qui  revient  au  même)  lorfque  i’Hyperbole  donnée  n’eft 
pas  équilatere,  il  eft  évident  que  le  lieu  de  la  derniere 
équation  n’eft  plus  un  cercle , mais  une  Ellipfe.  C’eft 
pourquoi  afin  de  trouver  une  équation  dont  Je  lieu  (oie 
un  cercle,  je  prens  fur  l’Afymprote  AP  la  parcie  A B 
szz 1 a:  &c  ayant  mené  PE  parallèle  à l’autre  Afympto- 
te  AQ^  je  tire  du  centre  A là  perpendiculaire  A E fur 
P E:  & nommant  les  données  2?£,g;  AE , e > je  mul- 
tiplie l’équation  xy  — mm  — o,  dont  l’Hyperbole  don- 
née eft  le  lieu , par  ^ ; & j’ai  J’ajoute  en- 

fuite  cette  équation  d la  précédente  lorfque  l’angle  fair 
par  les  Afymptotes  eft  aigu,  & je  l’en  retranche  lorlqu’il 
. eft  obtus  comme  je  le  fuppofe  “dans  cette  figure  : cela 


me  donne//-"*  xy—y  i~y—¥xx—  ‘-x—  — 

* Art'.  3*7.  dont  le  lieu  eft  un  cercle  * qui  fe  conftruit  ainfi. 

^ îl?‘  Soit  prife  fur  l’Afymptote  A O la  partie  AD= *4 

fia.  HZ.  * -,  , r i 1,  , x lh 

du  côté  oppofe  a PM:  foit  tiree  parallèlement  à AEy 
la  ligne  DC—  7—  ^ du  côté  de  PM  lorfque  cet- 
te valeur  eft  pofitive , & du  côté  oppofé  lorfqü’elle 
eft  négative  : Enfin  du  centre  C & du  rayon  CM 


= \ A C —+-  foit  décrit  un  cercle  Je  dis  qu’il  cou- 


pera l’Hyperb<#e  donnée  & fon  oppofee  en  des  points 
M,  d’où  ayant  mené  des  parallèles  MP  à i’Afymptote 
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rj4ni  les  parties  AP  de  l’autre  Afymptote  exprimeront  les 
racinesde  l’égalité  *4—  %x>  — ^xx— b ^ x-+i£-=o: 

fc avoir  celles  qui  font  du  côté  de  P*M , les  vraies;  & 
celles  qui  font  du  côté  oppofé,  les  fauflès. 

Car  par  la  propriété  du  cercle , on  trouve  cette  équa- 

r . if  . tf  . if+tmm  _ ; r_ 

tionjy — -a  xy — Y — Yxx — -x  , - — qui  le 

réduit  ( en  mettant  pour  xy  là  valeur  mm)  à cette  autre 
x x _ V x _ ‘£  _+  “ly  —Y-y y — o , dans  laquelle  mettant 

enfin  pour  ^ là  valeur  ^ ou  & pour  y y le  quarré 
de  cette  valeur,  on  retrouve  l’égalité  même  propofée 
X &c. 

4 ,* 

Si  l’angle  fait  par  les  Afymptotes  etoit  aigu  ; il  fàu- 
droit  changer  dans  les  valeurs  de  AD  &c  de  CM,  les  li- 
gnes des  termes  où  g Ce  rencontre,  dont  la  raifon  eft 
que  PE  (g)  devient  négative  de  polïtive  qu’elle  étoit. 
Mais  lorlque  l'Hyperbole  eft  équüatere,  il  faut  effacer 
les  termes  où  g fe  rencontre  & mettre  pour  e fa  valeur 
ta,  parce  que  AE  tombe  alors  fur  AB:  ce  qui  rend 
la  conftru&ion  beaucoup  plus  fimple. 

Lorfqu’on  a les  differentes  valeurs  de* ,il  eft  évident 

qu’on  a aufli  celles  de  en  faifant  y . Et  c’eft  ce 
qui  étoit  propofé. 

Corollaire  I. 

401.  Si  le  dernier  terme  de  l’égalité  propofée  du 
quatrième  degré , avoir  le  ligne  — , ileft  clair  qu’en  ope  - 
rant  comme  ci-deflùs,  on  trouveroit  une  équation  dans 
laquelle  le  terme/y  auroit  le  ligne  — , & dont  le  lieu  par 
confequent  ne  feroit  pas  un  cercle,  mais  * une  Hyper- 
bole.  D’où  l’on  voit  que  cette  méthode  ne  peut  fervir 

3ue  pour  les  égalités  du  quatrième  degré  qui  ont  leur 
ernier  terme  avec  le  figne  —h 
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Corollaire  IL 

4OJ.  O h pourra  toujours  en  Ce  lêrvant  de  la  mé- 
thode précédente,  refoudre  toute  égalité  donnée  du 
troifiéme  degré  x*  + nx  x^f-apx  + aaqzzzo  -,  par  le 
moyen  d’une  Hyperbole  donnée  entre  les  Afymprotes, 
Si  d’un  cercle.  Car  la  multipliant  par  x — \-r  lorfqu’il  y 
a — ± aaq, St  par  x—  rlorlque  c’eft — aaq,  on  la  chan- 
gera toujours  en  cette  autre  du  quatrième  degré. 
x^~nx,^Ç-ap  x x^f-aaqx — \-aaqr~o  , 

Hk  r ^C-nr  Z+afr 

dont  le  dernier  terme  aaqr  aura  toujours  le  ligne  — 

& qui  fera  par  conlêquent  du  nombre  de  celles  qu’on 
peut  conftruire  de  la  maniéré  precedente. 

Mais  on  abrégera  beaucoup  la  conftruékion  en  oblër- 
vant  i°.  De  prendre  pour  l’unité  arbitraire  a la  ligne  m 
racine  de  la  puüünce  de  l'Hyperbole  donnée,  quicft  le 
lieu  de  l’équation  xyz=.mm=zaa , puilque  m = a.  i°. 
De  profiter  de  l’indéterminée  r pour  égaler  le  dernier 
terme  aaqr  avec  a*z=.xxyyi  ce  qui  donne  fz=zj.  30. 

Que  le  cercle  qui  doit  déterminer  par  lès  interférions 
les  racines  de  l’égalité  coupera  necelTairement  l’Hyper- 
bole lorfqu’il  y a — aaq , & fon  oppofée  Iorfque  c'ell 
Fi  e.  mj.  — 1-  aaq, en  un  point  K,  d’où  ayant  mené  une  parallè- 
le K H à l’Afÿmptote  A Q,  la  partie  A H de  l’autre 
Afymptote  doit  être  égale  à r , puifque  l’égalité  du  qua- 
trième degré  a pour  une  de  fes  racines  x=zZÿr.  De  là 
on  tire  cette  conftrudion  qu’il  eft  facile  de  rendre  ge- 
nerale pour  toutes  les  égalités  du  troifiéme  degré. 

Je  fuppofe  que  l’angle  fait  par  les  Afymptotes  de  l’Hy- 
perbole donnée  foit  aigu,  & qu’ayant  pris  pour  l’unité 
arbitraire  a la  racine  de  la  puillànce  de  l’Hyperbole 
donnée,  on  ait  réduit  l’égalité  donnée  du  troifiéme  de- 
gré fous  cette  expreffion  x>—  nxx  — apx— aaq=*. 
Ayant  pris  fur  l’Alymptote  AP  la  partie  AB—ia,  6c 
mené  PE  parallèle  à l’autre  Afymp^ce  AQ^,  on  tira 
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du  centre  A la  perpendiculaire  A E fur  B E } & ayant 
pris  fur  A Q_  la  partie  A L = q d u côté  de  PM , parce- 
qu’il  ya-d  aq  dans  l’égalité  donnée , on  tirera  L K pd- 
raljçle  à AP , ôc  qui  rencontre  l’Hyperbole  au  point  K- 
Cela  fait,  on  nommera  les  données  BE,  g;  AE,ei 
Z K,  ri  & on  prendra  fur  l’Afymptote  AQj  a partie 

AD—r^t  — *iq  — +<l  pour  abréger,  & on  tirera  D C 

— d”-4-»r-+‘<s  parallèle  à A E,  ert  obfervant  de  pren- 

dre  ou  mener  ces  lignes  du  côté  de  P M lorfque  leurs 
valeurs  font  pofitives  fie  du  côté  oppofé  lorfqu’elles  font 
négatives.  On  décrira  enfin  du  centre  C,  & du  rayon 
CK,  un  cercle  qui  coupera  les  Hyperboles  oppofées  en 
des  points  M , d’où  ayant  mené  des  droites  M P paral- 
lèles à l’Afymptote  A le  s parties  AP  de  l’autre 

A fymptote  feront  les  racines  de  l’égalité  propofée  x‘ 

— »xx — apx — aaqzzzo. 

Car  prolongeant  les  droites  MP,  K H,  jufqu’à  ce 
qu’elles  rencontrent  la  ligne  D C aufli  prolongée , s’il 
ell  necellaire,  aux  points  G,  Fi  on  aura  ( à caufe  des 
triangles  rectangles  CF_K,  CGM  ) ces  deux  égalités 
CM  -+  CG=  CM\&c  FjÇ-+Cï=CK  : &c  par  con- 

fequent  GM  -4-  CG—  FK'-+ CF  , puifque  les  lignes 
CM , CK,  font  rayons  d’un  même  cercle.  Or  parla 
conftru&ion  ( je  fuppofe  ici  pour  éviter  l’embarras  des 

lignes  que  l q=-i-d,  c'eft  à dire,  que 

cette-valeur  eft  pofitive ) GM  ou  P M-^rPG—y 
d,CG  ou  2>0^C=S-S=?= îf, 

JFK  ou  K FF  — f Ff  F^=q—+  £ r—Fd,  CF  ou  CD 

— D j?—  _ Z , C’eft  pourquoi  mettant  i 

la  place  de  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques  dans  l’é- 
galité precedente  GM  —+CG  zz=.FK' — t-CJF,  on  ca 

formera  d'abord  celle-ci  y y — + \ xy—Fxdy—F  XJt 

Ssii; 
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-nx  — rx  = qq-+  lrq-\-idq-+  rr—nr-rr, 
en  s’épargnant  la  peine  d’écrire  de  part  & d’autre  les 
quarrés  de  d & de  qui  fe  détruilênt  mutuel- 

lement. Si  l’on  confidere  à prelent  qu’à  caule  de  l’Hy- 
• perbole,  le  reffangle  xy—rq,  8c  qu’à  caufè  du  trian- 
gle reûangle  AEB  le  quarré  4*<*=:gg — f‘e,  on 
changera  l’équation  precedente  en  celle-ci  — \-idy 

• — \-xx — nx — rxz=zqq — Hi  dq—nr,  dans  laquelle  met- 
tant d’abord  à la  place  de  i d fa  valeur  ^ — q,  8c  en- 

fùite  à la  place  de  y 8c  y y leurs  valeurs  ~ 8c  — , 8c  or- 
donnant l’égalité  il  vient 

x4  — nx * — apxx — aaq  x-C\-  a*—o , 

— r — h nr  — k-apr 

qui  étant  divilee  par  x — r,  donne  enfin  xl — nxx—apx 
— aaq  — o , qu’il  falloit  conftruire. 

Pour  rendre  cette  conftrudion  generale  il  faut  obier- 
ver,  i°.  De  prendre  la  partie  AL  fur  l’Afymptote  AQ^ 
du  côté  oppofë  à PM  lorfqu’il  y a -\-aaq  dans  l’éga- 
lité donnée  -,  & de  changer  de  lignes  les  termes  où  q 8c 
r fe  rencontrent  dans  les  valeurs  de  AD , DC,  i°.  De 
changer  de  lignes  1?  terme  où  p fe  rencontre  dans  la  va- 
leur de  AD  lorfqu’il  y a —+apx  dans  l’égalité  donnée, 
&*de  l’effacer  lorfque  ce  terme  y manque  : il  faut  faire 
la  même  choie  à l’égard  du  terme  ou  » le  rencontre 
dans  la  valeur  de  DC,  lorfqu’il  y a — y-nxx.  y°.  De 
changer  de  ligne  le  terme  où  g le  rencontre  dans  la  va- 
leur de  D C,  Torique  l’angle  fait  par  les  Afymptotes  ell 
obtus,  & de  l’effacer  lft-lqu’il  eft  droit , en  oblèrvanc 
alors  que  • 

R E M A R Q^U  E. 

404- L ’algebre  nous  fournit  des  moyens  faciles 
pour  transformer  toute  égalité  du  quatrième  degré,  en 
une  autre  du  même  degré  dont  les  lignes  des  termes 
foient  alternatifs.  Or  comme  alors  fon  dernier  terme 
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aura  toujours  le  figne  -+,  il  eft  vifible  qu'en  fe  fêrvanc 
de  cecte  préparation  Iorfque  le  dernier  terme  de  l’égali- 
té qu’on  veut  conftraire  a le  figne  —,  on  rend  la  méthode 
du  Problème  generale  pour  toutes  fortes  d’égalités  du 
quatrième  degré.  Mais  parce  que  toutes  les  racines  réelles 
d’une  égalité  font  vraies,  Iorfque  les  fignes  de  les  ter- 
mes  font  alternatifs  5 il  s’enfuit  qu’on  n’a  befoin  alors 
que  de  l’Hyperbole  donnée , puiique  fon  oppôfée  qui  ne 
fert  que  pour  les  racines  faufles  devient  inutile. 

PROPOSITION  VII. 
Problème. 

4 os- S OIT  propofee  à confiruire  F égalité  du  fîxiéme  de - 
gré  x‘—  bx'— |-acx4— t-aadx1— fa'cxx- a4fx-+a’g 
= 0,  ou  x‘— bxf-+ ex4— f dx'— f exx  — fx— f g=o 
[ en  fousentendant  la  ligne  a qui  rend  le  nombre  des  dimcnjions 
égal  dans  chaque  terme,  & que  Fon  regarde  comme  l’umte  ) ; 
far  le  moyen  d'un  cercle , & d’un  lieu  du  troijîéme  degré. 

Je  prends  pour  le  lieu  du  troifiéme  degré  x*~mx x 
~nx-+q— — pxy,  dans  lequelles  quantités m,n,p,qT 
que  l’on  regarde  comme  données,  le  doivent  détermi- 
ner d’une  maniéré  convenable  pour  farisfaire  au  Problè- 
me ; ce  que  je  fais  en  cette  forte 
en  quarrant  chaque  membre , j’ai 

** — 1 *•*>■+■  mmx*  + 1»  »x,~y-n»x*  — i»jx^.t1=pfXX  yyt 

— 1»  -fl*  —1*, 

& comparant  les  termes  — imx\  — inqx,—yqq  avec 
leurs  correfpondans  dans  lapropofée  — bx\ fx, pg, 

je  trouve  m=.\b,  qz=:t^g,n=.  j & par  conlèquenc 

x‘—imx'—inqx-+qq  = x‘—èx'—fx-+g.  Si  l’on 
met  à prefent  à la  place  de  x'-imx’—znqx—t-qq  & 
valeur  ppxxyy — mmx*  &c.  trouvée  par  le  moyen  de 
l’équation  precedente,  & à la  place  de  xe—bx'~fx 
— +g  fa  valeur  — ex4 — dx * &c.  trouvée  par  le  moyen 
de  l’égalité  donnée  qu’ayant  divifé  par  x*,  on  tranC 
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pofe  toutes  les  quantités  d’un  même  côté , on  former* 

cetce  équation 

ÎŸyy  — m mxx — imnx  — nn  — a, 

— h i n — 1 q — \-tmq 

• l C -—4 -d  — f-r 

•Art.  j»8.  dont  le  lieu  fera.  * uncercle  fi  la  quantité  c — \-in~mm 
& J1?*  ( qui  multiplie  le  quarré  xx } eft  pofiti  ve,  & qu’on  prenne 

==c — V car  divifant  par  pp,  6c  faifimt  pour 

abréger  zr=  ou  gr^frf, 

on  aura  yy — \-xx — irxZj(.ss=a:  Ravoir  — \-ss  lorf. 
que  imq  — h e furpafle  nniôc  — ss , lorfqu’il  eft  moindre. 
Pour  conftruire  la  ligne  courbe  qui  eft  le  lieu  de  la 
première  équation  x)  — xx—nx — \-q~~fxy , je  fup- 
pofe  à l’ordinaire  deux  lignes  droites  inconnues  & indé- 
Fis.  x»4-  terminées  AP(x),  PM  {y)  qui  faflènt  entr’elles  un 
angle  droit  A PM  i & je  tire  par  l’origine  A des  x , une 
ligne  droite  indéfinie  A jg^parallele  a PM,  fiir  laquelle 

ayant  pris  du  côté  de  PM  la  partie  AG-f,  Ôc  du  côte 

oppofé  la  partie  G S = ;L  t je  mene  du  côté  de  PM  la 

droite  BC—m  perpendiculaire  à ^/2i.Cela  fait,  je 
décris  fiir  un  plan  feparé  une  Parabole  MEM  qui  aie 
pour  paramétré  de  (on  axp  la  ligne  p=Vc — Vin— mm,  6c 
ayant  placé  ce  plan  fur  celui  ci  en  forte  que  l’axe  de  la 
Parabole  fe  confonde  avec  la  ligne  A Q^6c  que  la  Para- 
bole s’étende  vers  le  côté  oppofé  à PM,  je  prends  fiir 
cet  axe  depuis  Ion  origine  E vers  le  dedans  de  la  Para- 
bole la  partie  Ep=BG=:  L.  je  me  fers  enfin  d’une 

longue  réglé  indéfinie  CP  mobile  autour  du  point  fixe 
C,  & qui  paflè  toujours  par  le  point  P,  Ôc  la  faifant  tour- 
ner autour  du  point  C,  en  iorte  qu'elle  faflè  glilfer  la 
partie  £ i7  de  l’axe  de  la  Parabole  le  long  de  la  ligne 
A Q.  Je  dis  que  les  deux  interférions  continuelles  M,  M, 
de  cette  réglé  avec  la  Parabole  MEM  décriront  dans 
ce  mouvement  deux  lignes  courbes  qui  feront  le  lieu 

qu’on 
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qu’on  demande.  Car' par  la  conftruélion  AB  ou  AG 
—G B—  î — ^ , & par  la  propriété  de  la  Parabole 

EQ=:  — puifque  AP  ou  MQ==:x.  Or  les  triangles 
fèmblables  FQ^M,  MDC,  donnent  ^’^ou  F.  Q^EP 

(r~ÿ •«"(*>" 

CD(m — x).  Donc  en  multipliant  les  extrêmes  & les 
moyens,  on  aura  a.-'—  mxx — nx — \-q  — — pxy.  Et  lî 
l’on  prend  fùcceffivement  les  points  M dans  les  trois  an- 
gles qui  fuivent  celui-ci,  on  trouvera  toujours  la  mérite 
équation,  en  obfèrvant  de  faire  A P = — x Sc  PM=z 
—y  lorfque  les  points  P 6c  M tombent  du  côté  oppofe 
à celui-ci:  de  forte  que  ces  deux  lignes  courbes,  qu'on 
peut  appeller  conchoïdes  par.iboUques , feront  le  lieu  com- 
plet de  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  fauflès  de  l’in- 
connue^, qui  répondent  à toutes  les  valeurs  tant  vraies 
que  fauflès  de  l’autre  inconnue  x , dans  l’égalité  xl  —mxx 
— nx—+qz=.  — pxy . 

Pour  conftruire  le  cercle  qui  eft  le  lieu  de  la  féconde 
équation  yy — \-xx  — i rxZ+.ss=oy  il  n’y  a qu’à  pren- 
dre fur  la  droite  indéfinie  AP  ■ la  partie  A H z=.ï  du 
côté  de  PM  lorfque  la  valeur  de  r eft  pofitive , 5c  du 
côté  oppofé  lorfqu’elle  eft  négative  5 enfuite  du  cen- 
tre H 6c  du  rayon  H M—y'Tr-^Ts , fijavoir  — s s lorfl 

3u’il  y a — h ss  dans  l’équation,  5c  — H r;  lorfque  c’eft  — ss, 
écrire  un  cercle;  car  àcaufé  du  triangle  recftangl eHPM, 

on  aura  toujours  HM'^HP' — \-PM,  c’eft  à dire  en 
mettant  les  valeurs  analytiques , 5c  tranfpofant  tous  les 
termes  d’un  côté  y y — yxx  — irx^s  s = o. 

Je  dis  maintenant  que  fi  des  points  M où  ce  cercle 
rencontre  les  conchoïdes  paraboliques  on  mene  des 

Îierpendiculaires  MQ^CutÏz  droite  indéfinie  A( 2 J ces 
ignés  feront  les  racines  de  l’égalité  propofée  : fçavoir 
celles  qui  tombent  à droit,  les  vraies;  5c  celles  qui  tom- 
bent à gauche,  les  fauflès.  Car  menant  des  parallèles 
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MP  à j4  Qj  on  trouve  par  la  propriété  des  conchoîdeï 
cette  équation  xt—mxx—nx-r+q=—pxy,  c’eft  à 
dire,  en  quarrant  chaque  membre,  pp  xxyyz=.—x* 
-imjf'&c;  & par  la  propriété  du  cercle,  cette  autre 
y y — h xx~irxZ+.ssz=o,  laquelle  éthnt  multipliée  par 
ppxx  donne  p p x xyyz=. — ppx 4 — \-ipprxi-±ppssxx. 
Et  comparant  enfemble  ces  deux  valeurs  de  ppxxyyt 
on  formera  une  égalité  dans  laquelle  fi  l’on  met  à la  pla- 
ce de  :r,  ss , pp,m,n,q , leurs  valeurs,  on  retrouvera, 
l’égalité  propofée  x*~b  x'  &c. 

•S’il  y avoir  dans  l’égalité  propofée  — dx*  au  lieu  de 
— t-dx\  il  eft  vifible  qu’en  prenant  alors  ir=.  u”n~^*r*‘dv 
le  refte  de  la  conftru&ion  ne  changeroit  point,  puifque 
d ne  le  rencontre  que  dans  la  valeur  de  r.  Et  comme 
alors  tous  les.fignes  des  termes  de  l’égalité  propofée  fonc 
alternatifs  ; c’eft:  une  maxime  receuë  en  Algjbre  que 
toutes  fes  racines  réelles  feront  vraies  ; c’eft  à dire , que  G 
cette  égalité  a deux  racines  réelles&  quatre  imaginaires, 
les  deux  réelles  feront  vraies  ; fi  elle  en  a quatre  réelles  & 
deux  imaginaires,  les  quatre  feront  vraies  ;& enfin  fitou- 
res  les  fix  font  réelles , elles  feront  toutes  vraies.  D’où  l’on 
voit  qu’on  n’a  befoin  alors  que  de  la  conchoïde  qui  eft  dé- 
crite par  la  moitié  de  la  Parabole  qui  tombe  du  côté  du 

fioint  fixe  C,  puifque  l’autre  ne  fert  que  pour  les  racines 
âuflès. 

S’il  arrivoit  que  la  valeur  du  rayon  du  cercle  fut  nulle 
ou  imaginaire , ou  enfin  fi  petite  qu’il  ne  touchât , ni  ne 
coupât  les  deux  conchoïdes  en  aucun  point;  ce  feroic 
une  marque  infaillible  que  toutes  les  racines  de  l’égali- 
té fèroient  imaginaires.  S’il  les  coupoit  en  fix  points  , 
toutes  les  racines  fèroient  réelles.  Et  enfin  s’il  ne  les 
coupoit  qu’en  quatre  ou  en  deux , il  n’y  auroit  que  quatre 
ou  deux  racines  réelles,  & les  autres  fèroient  imaginaires. 
II  faut  toujours  prendre  garde  que  fi  le  cercle  touchoit 
l’une  des  conchoïdes  en  quelque  point,  on  doit  regarder 
ce  point  comme  s’il  réüniflôit  deux  points  infiniment  pro- 
ches, en  forte  que  l’égalité  propofée  auroit  deux  racines 
égales  à la  perpendiculaire  menée  de  ce  point  fur  B E. 
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R E M A R QJU  E I. 

406.  Il  fuit  de  la  defcription  des  deux  conchoïdes 
paraboliques , i°.  Qu’elles  ont  pour  Afÿmptote  commu- 
ne la  droite  SE  infiniment  prolongée  de  part  & d’autre. 
i°.  Qu'une  des  conchoïdes  paflèpar  le  point  fixe  C,  & 
qu’alors  la  re^le  CF  latoucoera  en  ce  point  ; puifque  le 
point  M fê  réunifiant  au  poiufcC , la  réglé  paflê  par  deux 

Iioints  infiniment  proches  d^ette  ligne  courbe.  30.  Que 
orfque  le  point  F tombe  fur  S,  la  réglé  CF  qui  décrit 
par  les  incerfaftions  M , M,  avec  la  Parabole  les  con- 
choïdes, tombe  fur  CBi  &c  qu'ainfi  la  ligne  MFM  de- 
vient la  double  ordonnée  qui  part  du  point  F:  c’eft  à 
dire  que  la  ligne  CB  rencontre  les  conchoïdes  en  deux 
points  K,  L,  tels  que  B K &C  B L font  égales  chacunes 
a l’ordonnée  à l’axe  de  la  Parabole  qui  part  du  point  F. 

D’où  il  eft  clair  que  fi  B C étoit  égale  à cette  ordonnée, 
le  point  K tomberait  alors  fur  le  point  Ci  & qu’ainfi  la 
ligne  B C qui  pafleroit  par  deux  points  infiniment  pro- 
ches K , C de  la  conchoïde  la  toucherait  en  le  réunifiant 
toute  entière  dans  le  feul  point  C. 

Il  n’eft  pas  necefiàire  de  le  fervir  de  la  Parabole  MEM  F 1 a.  «j. 
pour  trouver  les  points  des  conchoïdes  * car  ayant  pris 
fur  BE  la  partie  B O égale  au  paramétré  de  la  Parabo- 
le, & décrit  d’un  diamètre  quelconque  OR  plus  grand 
que  O B un  cercle  qui  coupe  B C aux  points  D , Di  on 
prendra  fur  ce  diamètre  la  partie  R S éga leiEF,  & on 
tirera  par  le  point  fixe  Clés  deux  droites  CM,  CM, 
parallèles  a OS,  DS,  qui  rencontreront  les  parallèles 
DM  j D M,  à ES  en  des  points  M,  M, qui  feront  aux 
deux  conchoïdes.  Car  ayant  prolongé  CM  jufqu’à  ce 
qu’elle  rencontre  l’Afymptore  BE  au  point  F ; & mené 
MQ^  parallèle  à B C i il  eft  clair  que  les  triangles  rec- 
tangles M Q^F,  DBS,  feront  égaux,  & qu’ainfi  FQ_ 

• eft  égale  à BS.  Or  ayant  pris  RS  égale  à EFi  on 
aura  E F-+  F(£,  ou  EQj=  RS—tSB  ou  R Si  & la 
Parabole  EM  qui  a pour  fommec  le  point  E,  & pour 

Ttij 
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paramétré  une  ligne  égale  à B 0 , paflèra  par  le  point 
M i puifque  par  là  proprietç  du  cercle  le  quarré  de  BD 
ou  M Q,eli  égal  au  redangle  de  B R ou  E j^jjar  le  pa- 
ramétré B 0 î ce  que  donne  aullî  la  propriété  de  la  Pa- 
rabole. D'où  il  luit  que  le  point  M trouvé  par  cette 
conftruction , n’eft  pas  diffèrent  de  celui  que  donneroit 
l'interfeélion  delà  réglé  CF  avec  la  demie  Parabole 
E M.  ht  cejl  ce  qu'il  \<tlUà | démontrer. 

Si  le  point  D étoit  dt*ié,  il  ne  faudroit  pour  avoir 
le  point  R , que  mener  D R perpendiculaire  a 0 D > &C 
le  refte  de  la  conftrudion  ne  cbangeroic  point. 

J’avertirai  ici  en  paflant,  i°.  Que  fi  l’on  prend  fur  BC 
du  côté  du  point  c,  une  partie  BD  égale  à la  vraie  ra- 
cine de  l'égalité  du  troificme  degré  xi  — a mxx  — {mnp 
— o ( les  données  BC=zm,  EF—n,  BO=p)-,Sc  qu’on 
trouve  enfuite  le  point  M comme  l’on  vient  d'enfèigner  : 
ce  point  fera  plus  éloigné  de  la  droite  BC  que  tous  les 
aucres  points  de  la  portion  K MC , de  forte  que  la  tan- 
gente qui  paflè  par  ce  point  fera  parallèle  à BC.  i°.Que 
fi  l’on  prend  fur  BC  prolongée  de  l’autre  côte  du  point 
£ , une  partie  BD  égale  à la  vraie  racine  de  l’égalitc 
xi  — mnp  = o ; le  point  M de  la  conchoïde  qui  répond 
au  point  D , en  fera  le  point  d’inflexion  : c’eft  à dire,  le 
point  où  de  concave  elle  devient  convexe.  Comme  ceci 
dépend  des  principes  que  j’ai  établis  dans  mon  Livre  des 
Infiniment  petits , on  doit  le  fupjyifèr  comme  vrai , 6c 
remetre  à en  chercher  la  raifbn  après  avoir  lû  ce  Livre 
ou  quelque  chofè  d’équivalent,  d’autant  plus  que  cela 
çft  inutile  pour  la  refolution  des  égalités  du  lîxiéme  de- 
gré dont  il  eft  ici  queftion. 

R E M A R.  QJU  e IL 

407.I1.  eft  vifîble  que  pour  décrire  les  deux  con- 
choïdes  paraboliques,  il  faut  i°.  Que  la  ligne  B C ( i 6 ) . 

ait  quelque  grandeur , 6c  qu’ainfi  l’égalité  propofee  doit 
avoir  un  fécond  terme.  i°.  Que  le  terme  q ne  peut  être 
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nul  dans  l’ëquation  **— m xx — nx — \-q-~  />x/,puiC 
qu’en  divifanrparx,  ehe  deviendrait  cette  autre  xx — m< 
— n=—py,  dont  le  lieu  eft  une  Parabole;  d’où  il  eft 
clair  que  le  dernier  ternie  g le  doit  trouver  dans  l’égali- 
té propolée  avec  le  ligne  — f , puifque  q = i'g. 

De  plus  fi  le  terme  fx  avoit  le  ligne  — h,  on  lui  don- 
nerait le  ligne  — en  changeant  aulîi  les  lignes  du  deuxiè- 
me & du  quatrième  terme;  ce  qui  ne  troublerait  point 
l’égalité , mais  changerait  iëulement  les  racines  fauflès 
en  vraies  & les  vraies  en  faullès.  Et  afin  que  le  lieu  delà 
deuxième  équation  put  être  un  cercle , il  faudr^f  que 
1 Z+.c(  fçavoir  — t-rlorfqu’il  y a -r+rx4,&  — c 

y a — ex*  ) fùrpaflàt  \bb.  D’où  l’on  voit  que  le  terme  fx 
manquant , il  faut  que  le  terme  ex  4 ait  le  ligne  — , & 

que  c furpaflë  } b b j &.  que  fi  le  terme  ex 4 manque , y 
doit;  fu  rpalîèr  \bb. 

Il  eft  donc  évident  que  ce  font-là  les  conditions  que 
doit  avoir  neceflàirement  l’jgalité  propofée  du  fixiéme 
degré,  afin  qu’on  la  jpuiflè  conftruire  immédiatement 
par  le  moyen  des  conchoïdes  paraboliques , & du  cercle, 
comme  l’on  vient  de  faire  k précédente. 

R.  E M A R Q^U  E III. 

40S.  Lorsque  l’égalité  donnée  n’eft  que  du  cin- 
quième degré, on  peut  ibuvent  en  l’elevant  au  fixiéme, 
lui  donner  en  même  temps  toutes  les  conditions  neceflài- 
res  pour  être  conftruite  immédiatement.  En  voici  quel- 
ques exemples. 

Soit  i'T  . * — a* b =. 0 , où  l’on  fuppole  que  a furpaflë 
b.  Je  multiplie  cette  égalité  par  j v — b,  pour  avoir  celle 
du  fixiéme  — b x%—aK  b x f«4  bbz=z  0 , qui  a toutes 
les  conditions  requifes  dans  la  remarque  précédente. 

Soit  a°.  j cia  x ’ — K fu*x—a*b  = o,  dans  laquelle 

a furpallè  b.  Je  multiplie  cette  égalité  par  x — b,  & j’ai 
x" — 0 x ’ — $aax 4 — 1-  j aabx 1 — f-  ^xx—(>a*bx — p abb = 0 , 
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qui  a toutes  les  conditions  neceflaires.  • 

Soit  3°.  x’ — ax* — 4 aax* — \-}*'xx — b)a*x — a1— g. 
Je  multiplie  cette  égalité  par  x— 4a;  ce  qui  me  donne 
x*—  5**’ — H9  a>x'— yaaxx — 13 a'x — 1-4 a*—o,  qui 
eft  une  égalité  du  fixiéme  degré , dans  laquelle  toutes 
les  conditions  neceflaires  fe  rencontrent. 

Il  eft  bon  d’avertir  que  la  première  égalité  x* — a*t—o, 
ferc  à trouver  quatre  moyennes  proportionnelles  entre 
les  deux  extrêmes  A,  B i que  la  fécondé  xf—  y aax'  &c, 
fert  à divifer  un  angle  donné  en  cinq  parties  égales } 
& eq£n  que  la  troiuéme  x5 — ax*  &c.  fert  à infcrire 
dans  un  cercle  donnç  un  Polygone  régulier  de  onze  cô- 
tés: & c'eft  ce  qu’on  verra  dans  les  articles  du  Livre  fui- 
vant.  Je  vais  donner  la  conftru&ion  de  la  première  de 
ces  égalités,  afin  qu’on  la  puiflè  comparer  avec  celle 
qu’on  trouve  à la  fin  du  troisième  Livre  de  la  Geome» 
trie  de  M.  Defcartes.  , 

F 1 c.  n6-  Ayant  décrit  une  Parabole  M E qui  ait  pour  le  para- 
métré de  fon  axe  une  ligne  p ■=. ^ aa~ xbb , &c  pris  du 
côté  que  l’on  yoit  dans  la  figure  les  lignes  AG=^ 

G B ou  EF~\AG,BC=.\b,  AH— & une 



ligne  — v'q.bb — aa , pu  — v'aa  — ^bSi  on  décrira 

d’abord  une  conchoïde  parabolique  COM  (comme 
l’on  a enfèigné  dans  l’article  404.  ) à l’aide  de  la  Para- 
bole ME,  &t  d’une  longue  réglé  CF  qui  tourne  libre- 
ment autour  du  point  fixe  C , fit  qui  pafle  toujours  par 
Je  point  F , pendant  que  la  partie  E F de  l’axe  de  la  Pa- 
rabole gliflé  le  long  de  la  ligne  AQ±&C  enfuite  un  cer- 
cle du  centre  H & du  rayon  HM~V AH  ^j-ss,  Ra- 
voir — b ss  lorfque  4 bb  furpaflè  aa,&t  — //  lorfqu’il 
eft  moindre.  Je  dis  que  fi  des  points  O,  M ”,  où  ce  cer- 
cle rencontre  la  conchoïde,  on  mene  des  perpendicu- 
laires 0 R , M P,  fur  A F i les  parties  A R,  A P,  feront 
les  racines  de  l’égalité  x*~bx' — a*b  x — b<f  bb  Cela 

Ce  prouve  cojnmç  dans  l’article  404. 
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On  peut  s'épargner  la  peine  de  trouver  une  ligne 
/=  q^+bb—aa,  ou  ^ Saa— +bb>  lî  l’on  fait  atten- 
tion que  le  cercle  décrit  du  centre  H , doit  couper  la 
conchoïde  COM  en  un  point  O,  tel  qu’ayant  mené 
O R perpendiculaire  fur  AP , on  a la  partie  A R — h » 
puifque  l’une  des  racines  de  cette  égalité  eft  x = b.  C’eft 
pourquoi  ayant  pris  fur  A P la  partie  A R — b,  & tiré 
R O perpendiculaire  à A P & qui  rencontre  en  O la  con- 
choïde CO  Mi  il  n’y  a qu’à  décrire  du  centre  H Sc  du 
rayon  HO  un  cercle.  Car  il  la  coupera  en  un  autre  point 
Mi,  tel , qu’ayant  mené  MP  perpendiculaire  fur  AP £ 
la  ligne  AP  fera  la  plus  grande  des  quatre  moyennes 
proportionnelles  qu’on  demande.  Comme  le  cercle  dé- 
crit du  centre  H ne  coupe  la  conchoïde  qui  pailè  par 
le  point  C qu'en  deux  points  O , M , & ne  rencontre 
point  l’autre  ; il  s’enfuit  que  l’égalité  propofée  x*—bx' 
&c.  n’a  que  deux  racines  vraies  A R , AP,  & les  quatre 
autres  imaginaires. 

R E M A R qjj  e IV. 

4°9>L  orsque  l’égalité  donnée  du  fixiéme  degré, 
n’a  point  les  conditions  neceflàires  pour  être  conftruite 
immédiatement  par  la  méthode  que  l’on  vient  d’expli- 
quer, ou  bien  qu'étant  du  cinquième  degré  , la  remar- 
que precedente  fe  trouve  inutile,  on  pourra  le  fervir  de 
la  préparation  qu’enfeigne  M.  Defeartes  dans  le  troifié- 
me  Livre  de  fe  Geometrie.  On  y trouve  la  maniéré  de 
transformer  toute  égalité  du  cinquième  ou  du  fixiéme 
degré  en  une  autre  au  fixiéme , dans  laquelle  tous  les 
termes  fe  rencontrent  avec  des  lignes  alternatifs,  & où 
la  quantité  connue  du  troifiéme  terme  fuipaflè  le  quar- 
ré  de  la  moitié  delà  quantité  connuë  du  lecond  : ce  qui 
rend  la  conftrudion  du  Problème  generale  pour  toutes 
fortes  d’égalités  du  cinquième  & clu  fixiéme  degré.  Je 
ne  m’arrêterai  point  ici  à expliquer  cette  préparatioa, 
parce  qu’elle  dépend  de  l’Algebre  pure  dont  je  n’ai  point 
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entrepris  de  parler,  & que  d’ailleurs  je  vais  donner dans 
la  Propofition  fiiivante  une  conftruâion  generale  pour 
toutes  fortes  d’égalités  du  cinquième  & du  fixiéme  de- 
gré , qui  ne  fuppoie  point  d’autre  préparation  que  celle 
de  faire  évanoüir  le  fécond  terme. 

PROPOSITION  VIII. 

Problème. 

* 410.  Trouver  les  racines  de  Fégalitc  x«  — bx4  — ex*- 
— 4-  dxx  — fx — t-g  = o,  par  le  moyen  d’une  première  Pa- 
rabole cubique  dotm  e , & d’une  Setlion  conique. 

Fio.  117.  Soit  aay=. x*  l’équation  dont  le  lieu eft  la  première 
Parabole  cubique  MA M [APc=x,PMc=cy ,AB=ca). 
Je  mets  dans  l’cgalité  propofée  à la  place  de  x*  là  valeur 
a4yy,  à la  place  de  *4fa  valeur  aaxy , & à la  place  de 
xl  la  valeur  aay  i ce  qui  la  change  en  cette  équation  du 

fécond  degré  yy-  ~ *y-  ^y~y  +**- ^x-y  B. 

•Art.  u>.  dont  le  lieu  eft  une  Ellipfe  * lorfque  dfurpaflê  j 66, 
u ' 5 ’’  c’eft  à dire , lorfque  la  quantité  connue  qui  mulriplie  jc  x 
liirpalTe  le  quarré  de  la  moitié  de  la  quantité  connue  qui 
multiplie  x4,  comme  je  le  luppofe  ici.  Et  fi  l’on  veut  que 
la  ligne  qui  fait  l’office  de  l’unité  dans  l’égalité  propolée, 
& qui  y eft  fousentenduë , foit  égale  au  paramétré  */de 
la  Parabole  cubique  donnée  ; cette  équation  fe  chan- 
gera en  celle-ci  — -*xy — cy — 1-  -^xx  — fxr—yag—o, 
dont  voici  la  conftruâion. 

Ayant  pris  fur  la  droite  indéfinie  AP  la  partie  AB=za, 
on  tirera  parallèlement  à PM  & du  même  côté  les  droi- 
tes B E—\b , AD  — ï c : & on  mènera  par  le  point  ^ 4 
la  droite  A E (<•),&  par  le  point  D une  parallèle  D <3 
à A E,  fur  laquelle  on  prendra  du  côté  de  PM  la  partie 

IÎÇ  (/)=  —pizïi  > & de  Part  & d’autre  du  point  clés 

parties 
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parties  CK,CL,  égales  chacune  à.t=Vss-+  . 

Cela  fait,  du  diamètre  LK[xt)  qui  ait  pour  paramétré 
une  ligne  K H=  » & Pour  ordonnées  des  droi- 

tes parallèles  à PM,  on  décrira  l’Ellipfè  cherchée. 

Maintenant  fi  des  points  de  rencontre  de  cette  Ellipfè 
avec  la  Parabole  cubique  donnée , on  abaiflè  des  lignes 
M P qui  faflènt  avec  AP  l’angle  donné  ou  pris  à volon- 
té APM , les  parties  A P de  la  droite  indefinie  fur  la- 
quelle s’étend  l’indéterminée  x feront  les  racines  cher- 
chées, fçavoir  celles  qui  tombent  du  côté  où  l’on  a fup- 
pofé  PM  en  faifant  la  conftru&ion , les  vraies } 8c  celles 
qui  tombent  du  côté  oppofé , les  fauflès.  Car  par  la  pro- 
priété de  la  Se&ion  conique  il  vient^ — ~ xy~cy — b ixx 
— fx — hag=o,  8c  par  la  propriété  de  la  Parabole 
cubique  ,7=—  -,  8c  mettant  cette  valeur  à la  place  de 

y & fon  quarré  à la  place  de  77  dans  l’cquation  prece- 
dente, on  retrouve  l’égalité  donnée  x * — a b x* — aaex*- 
iCc.  —0. 

R ^ M A R Q_U  E I. 

4”-T  oute  égalité  du  cinquième  ou  du  fixiéme 
degré  étant  donnée,  fi  l’on  en  fait  évanoüir  le  fécond 
terme , 8c  qu’aprés  l’avoir  multipliée  par  l’inconnuë  a 
lorfqu’elle  n’efl  que  du  cinquième  degré,  on  fe  ferve  du 
paramétré  a de  la  Parabole  cubique  donnée  pour  rédui- 
re fous  l’expreffion  a b les  quantités  connuës  qui  multi- 
plient x 4,  fous  I’expreffion  *ac  celles  qui  multiplient 
**  8cc  ; il  eft  vifible  qu’en  faifant  la  fubftitution  comme 
ci-deffus , on  transformera  toujours  l’égalité  donnée  en 
un  lieu  *du  fécond  degré.  D’où  l’on  voit  qu  ayant  une 
fois  décrit  avec  exa&itude  une  Parabole  cubique  qui  ait 
pour  paramètre  une  ligne  quelconque  a ,8c  dont  1 angle 
A PM  que  font  les  appliquées  PM  avec  le  diamètre 
AP,  peut-être  pris  à volonté 5 on  pourra  toujours  par 


* Art.  J78. 


* Art.  J17. 
& Jlÿ. 
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fon  moyen , en  décrivant  de  plus  une  Seétion  conique 
convenable  , refoudre  toutes  fortes  d’cgalités  du  cin- 
quième Sc  du  fixiéme  degré. 

R E M A R Q^u  E II. 

411.  Lorsqu'à p r e's  avoir  fait  évanoüir  le  fécond 
terme  d’une  égalité  donnée  du  cinquième  & du  fixiéme 
degré,  & l’avoir  multipliée  par  l’inconnue x fieilen’eft 
que  du  cinquième  -,  la  quantité  connue  qui  multiplie  le 

3uarré  x x eft  pofirive,  & furpaflé  le  quarré  de  la  moitié 
e celle  qui  multiplie  x4:on  arrivera  toujours  en  fki- 
fànt  la  fooftitution  par  le  moyen  de  aayzzzx’,  â une 
équation  du  fécond  degré  dont  le  lieu  eft  une  Ellipfé, 
comme  l’on  a vu  dans  ce  Problème.  Or  l’on  pourra 
toujours  faire  en  forte  que  cette  Ellipfè  devienne  un 
cercle,  mais  alors  la  Parabole  cubique  ne  peut  plus  être 
donnée.  Voici  comment  il  s’y  faudra  prendre. 

Ayant  trouvé  une  ligne  a * donc  le  quarré  de  quarré 
a*  foit  égal  à la  quantité  connué  qui  multiplie  xx,  on 
fe  férvira  de  cette  ligne  a pour  réduire  fous  l’expreflîon 
a b toutes  les  quantités  connutfs  qui  multiplient  4,  fous 
J’expreffion  aac  celles  qui  multiplient  x*  &Cj  ce  qui  ré- 
duira l’égalité  donnée  fous  cette  forme  x*-+a  bx4+aacx§ 
— y-a4xx,+a*f'x  + a,g=:o.  Et  mettant  #*yy,  aaxy  fie 
étay  à la  place  de  x *,  x*  Sc  x1,  on  trouvera  cette  équa- 
tion du  fécond  degré  w H-  - te  y -4-  ç y — Y x x-?rf xz£.ag 

=0 , dont  le  lieu  féra  * un  cercle , fi  l’on  fait  en  forte 
que  l’angle  AEB  foit  droit } ce  qui  eft  facile  en  cette 
maniéré. 

Ayant  pris  fur  la  droite  indéfinie  AP  la  partie  AB 
= on  décrira  de  cette  ligne  comme  diarffetre  un 
demi  cercle  AEB,  du  côté  où  l’on  fuppofé  que  PM 
doit  tomber,  lorfqu’il  y a — ^ xy,  fie  du  côté  oppofé 

lorfqu’il  y a— h xy.  On  portera  fur  la  demi  circonfè- 
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rence  de  B en  E,  une  ligne  B £ = t4;  & ayant  tirées 
(r),  la  ligne  PM  doit  être  parallèle  à B E,  U on  achè- 
vera le  relie" de  la  couftruâion  comme  pour  l’Ellipfe, 
oui  deviendra  alors  un  cercle  * puifque  l'angle  CG  Af 
fera  droit,  U qu’i  cau/e  du  triangle  redangîe  A LB  il 
vient  ee=.aa-  ~bb,  qui  doit  exprimer  la  raifon  du 
diamètre  Z K à Ton  paramétré.  La  figure  qui  eft  ici  i 
côté  reprefente  la  conftruéiion  de  l*cquation  yy  — t xy 

~cy—\-xx—fx—ag= 0 , qui  n’eft  differente  de  celle 
du  Problème  qu’en  ce  que  d—a. 

Maintenant  ayant  pris  fur  la  ligne  A B autant  de  par- 
ties AT,  AP,  &c.  qu’on  voudra,  & mené  des  parallèles 
PM,  PM,  Uc.  à BEi  on  prendra  chaque  PM  égale 
à la  quatrième  proportionnelle  à facorrelpondante-4/, 

& la  donnée  AB-  Et  fâifànt  palier  une  ligne  courbe 
MAM  par  tous  les  points  M ainfi  trouvés,  il  eft  évi- 
dent qu’elle  fera  le  lieu  de  l’équation  x’=aay,  & par 
confequent  la  première  Parabole  cubique  qui  par  Ces 
points  d’mterfcdion  M,  M,  avec  le  cercle,  lêrvira  à 
découvrir  les  racines  AP,  AP,  de  l’égalité  propofée. 

R.  E M A R QJJ  E III. 

4-1J*  Comme  l’on  a parlé  fôuvent  dans  ce  Livre 
des  Paraboles  de  tous  les  degrés , U qu’on  vient  même 
d’employer  la  première  Parabole  cubique  pour  refou-  — 
dre  les  égalités  du  cinquième  & du  Unième  degré  j je 
crois  quil  n’eft  pas  hors  de  propos  d’examiner  les  diffe- 
rentes figures  qu’elles  peuvent  avoir.  Soient  donc  don- 
nées depofition  deux  lignes  droites  indéfinies  BC,  DE, 
qui  s’entrecoupent  au  point  A,  U fuit  dans  l’angle  B A D F 1 c. 
une  Parabole  A M de  tel  degré  qu'on  voudra,  dont  la 
nature  eft  telle  qu’ayant  mené  d’un  de  fes  points  quel- 
conques M une  parallèle  MP  à D R ,qui  rencontre  BC 
au  point  Pi  U ayant  nommé  les  indéterminées  A P,  xi 
PM  ,'yi  la  donnée  A B , 1 j on  ait  toujours  xm  —y’{  les 
lettres  m Un  marquent  les  expo  lins  des  puiilànces  de 

«r  _ •• 
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x 8c  y qui  peuvent  être  re!s  nombres pofitifs entiers  qu’on 
voudra  ; 8c  l’on  fuppofe  feulement  que  m furpaffe  n).  li 
eft  évident  i°.  Que  AP  ( x ) étant  nulle  ou  zéro,  PM  ( y ) 
l’eft  auffi , & que  plus  A P {x)  croît , plus  auffi  PM  (y) 

• Art.  137.  augmente;  & cela  à l’infini.  i°.  Que  la  foutangente  PT* 

toujours  moindre  que  AP  ( x ) } puifque  l’on 

fuppofe  ici  que  n loir  moindre  que  m.  D’où  il  fuie  que  la 
Parabole  AM  de  tel  degré  qu’elle  puiflè  être,  palfera 
toujours  par  le  point  Ai  qu’elle  s’éloignera  de  plus  an 
plus  à l’infini  de  la  droite  PC  que  l’on  regarde  comme 
îon  diamètre  ; 8c  enfin  qu’elle  tournera  fa  convexité  du 
côté  de  ce  diamètre.  Mais  comme  la  ligne  courbe  AM 
qui  tombe  dans  l’angle  DAB , n’eft  qu’une  portion  de 
cette  Parabole,  il  refte  à examiner  dans  lequel  des  an- 
gles DAC.CAE,  EAP,  elle  doit  Ce  continuer  ; 8c 
pour  cela  il  faut  diftinguer  trois  diffèrens  cas. 

Premier  car.  Lorfque  l’expofânt  m de  la  puiflânee  de 
* eft  un  nombre  pair,  8c  l’expofanr  » de  la  puiflânee  de 
y un  nombre  impair.  La  racine  m de  x”  fera  hh  * , & la. 
racine  n dey*  fera  feulement  — \-y;  car  foit  par  exem- 
ple , ra  = 4 & n— 3,  il  eft  clair  que  le  quarré  de  quarté 
où  la  puiflânee  quatrième  de  eft  toujours  x4,  8c 
qu’il  n’en  eft  pas  de  même  du  cube  de^+Qj  puifque  le 
Fi  c.  nf.  cube  de  — y y eft  y,  8c  celui  de  — y eft  — y'.  De  là  il  eft: 
évident  que  A P (x)  pdut  être  pofitive  & négative,  8c 
PM  ( v ) toujours  pofitive  ; d’où  l’on  voit  que  la  Parabo- 
le AM  doit  fe  continuer  dans  l'angle  DAC,  qui  eft  à 
côté  de  l’angle  PAO,  en  forte  que  fi  par  un  point  quel- 
conque K de  la  ligne  AD,  on  tire  une  parallèle  à PC, 
elle  renconrrera  la  Parabole  M AM  en  deux  points 
M , M , qui  feront  également  éloignés  du  point  K.  Telle 
eft  la  Parabole  ordinaire  qui  eft  le  lieu  de  l'équation 
xx=zay , ou  xx  — v en  faifant  le  paramétré  a —\. 

Second  c<u.  Lorfque  les  expofans  m 8c  n font  des  nom- 
bres impairs.  La  racine  m de  xm  fera  feulement — h «,5c 
de  même  la  racine  n fera  —j-yi  mais  pareeque  l’équation 
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—xmz=-~y'  eft  la  mêm$  que  xm=zy’,  8c  que  la  racine 
m de  — xm  eft  —x , & la  racine  n de  —f  eft  — y j il  s’en- 
fuie que  A P (x)  peut  être  pofitive  & négative  de  même 
que  PM  (y) , en  obfervane  que  lorfque  AP  eft  pofiti- 
ve, PM  l’eft  aufli,  8c  au  contraire.  D’où  l’on  voit  que  Fi  0.  »}<»• 
la  Parabole  A M doit  alors  le  continuer  dans  l’angle 
CA  E oppofe  au  fommet  à l’angle  B AD , dans  une  poli- 
tion  toute  lemblable  , mais  renverfée  j en  forte  que  pre. 
nant  AP  égale  à.  A P,  8c  menant  PM  qui  faite  avec 
AP  l’angle  A PM  égale  à l'angle  A PM',  cette  ligne 
r M rencontre  la  portion  AM  qui  tombe  dan^  l’angle 
CAR,  en  un  point  M tel  que  PM  eft  égal  à /*A/.Telle 
eft  la  première  Parabole  cubique  x>=aay,  ou  x'=.y 
en  faifant  a = i. 

Trotfiéme  cas.  Lorfque  l'expofant  m de  la  puiiïince 
de  * eft  un  nombre  impair,  & l’expofant  n de  la  puiilàn- 
ce  de^  un  nombre  pair.  La  racine  m de  jc-.lèra  toujours 
—bx,  8c  la  racine  n de  y"  fera  +y>  car  foir  par  exem- 
p!e,  A M une  foconde  Parabole  cubique  qui  eft  le  lieu 
de  l’équation  x>—ayy,  ou  x'zzzyy,  il  eft  clair  que  la  F10.  *jj* 
racine  cubique  de  xi  eft  ieulemenc  — i-jc,  8c  que  celle 
de^y  eftZ£y.  D’où  il  fuit  que  la  Parabole  AM  doit  iè 
continuer  dans  l’angle  BAR  qui  eft  à côté  de  l’angle 
BAI)  i en  forte  que  fi  l'on  mene  par  un  point  quelcon- 
que P de  la  ligne  AB  une  parallèle  à DE,  elle  rencon- 
trera la  Parabole  entière  MAM  en  deux  points  M,M, 
également  éloignés  du  point  P. 

Or  l’equation  generale  xm~y'  appartient  toujours  à 
l’un  de  ces  trois  cas  j car  fi  m 8c  n étoient  deux  nombres 
pairs,  on  extraveroit  de  part  & d’autre  la  racine  quar- 
ree  autant  de  fois  qu’il  leroit  poifible;  ce  qui  la  redui- 
roir  à une  équation  dont  l’un  des  expofans  feroit  necef- 
fairemenr  impair.  Et  l’on  peut  toujours  fuopofer  que  m 
ftirpailen;  car  s’il  croit  moindre  & qu'on  eut  parexem-  Fio.iji. 
pie,  a a jc—  y»,  on  trouveroir  en  rapportant  les  points 
de  la  Parabole  A M à ieux  de  la  ligne  D f-  ,8c  nom- 
mant alors  AK,  x } KM, y ',  cette  autre  équation  a '—aay 
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qui  exprimerait  auffi  la  natutj^  de  la  jnême  Parabole* 
AM,  & dans  laquelle  l’expofant  de  la  puiflànce  de*  eft 
plus  grand  que  celui  de  la  puiflànce  de^  ; de  forte  qu'on 

fiourroit  faire  alors  le  même  raifonnement  par  rapport  à 
a ligne  D E , qu’on  vient  de  faire  par  rapport  à la  ligne 
JÎC.  De  là  il  eft  évident  que  toutes  les  Paraboles  de  tel 
degré  qu’elles  puillént  être,  auront  toujours  l’une  des 
trois  figures  precedentes. 

PROPOSITION  IX. 

Problème. 

4M-  S OIT  propofee  à conjiruire  rivalité  du  huitième  degré 
x* — bx7 — i" c x*  d x ’—+  e x4—  f x‘— + g x x hx— jl=o, 
dans  laquelle  auiûn  terme  ne  manque,  par  le  moyen  de  deux  lieux 
géométriques  ; l'un  du  fécond  degrr,  & ? autre  du  quatrième. 

Ayant  pris* * * = i pour  le  lieu  du  fécond  degrc, 
on  fubftiruëra  à la  place  de  x*,  \r,  x%  a*,  *4,  x‘ , & xx  , 
leurs  valeurs  a\\  a‘y‘x , a'y\  aayyx,  aayy,  ayx,  ay , 8c 
en  prenant  la  droite' donnée  a pour  l’unitc,  on  aura 

cette  autre  équation  y*—  * xy'—\-cf—dxyy—>ratyj 
— afxy — | -aagy—  aah  x— lz=zo  dont  le  lieu  eft  du 
quatrième  degré  , fie  des  plus  fimples } puifque  l'une  des 
inconnues  x n’étant  qu’au  premier  degré , on  pourra  en 
déterminer  tous  les  points  en  ne  fe  fervant  que  de  cer- 
cles fie  de  lignes  droites. 

Si  l’on  conftruit  à prefent  la  Parabole  qui  eft  le  lieu 
de  la  première  équation  x xzzzay,  fie  qu’ayant  pris  pour 
y autant  de  differentes  grandeurs  que  l’on  voudra,  on 
détermine  les  valeurs  de  x qui  leur  répondent  dans  la 
féconde  équation  j le  lieu  qui  paflèra  par  les  extrémités 
de  toutes  les  y,  Se  qui  fera  par  confèquent  celui  de  la 
féconde  équation,  déterminera  par  le  moyen  des  points 
où  il  rencontre  la  Parabole,  les  valeurs  cherchées  des 
racines  de  l’équation  donnée.  Ce  qui  eft  vifible  ; puifquQ 
mettant  dans  cette  fécondé  équation  pour  y fa  valeur 
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— , 8c  pour  les  puilîànces  de  y les  puiflânces  de  cette  va- 
leur, on  retrouve  l’équation  donnée  x'—bx7  &c  = ». 

Corollaire  I. 

4TJ.  Comme  l’unité  a eft  arbitraire,  on  peut  fup- 

I lofer  qu’elle  eft  donnée , 8c  qu’ainfi  la  Parabole  qui  eft 
e lieu  de  la  première  équation  r*  = ^eft  donnée.  Or 
il  eft  évident  qu’on  pourra  toujours  par  le  moyen  de 
cette  équation  transformer  toute  égalité  du  fèptiéme 
ou  huitième  tlegré,  en  une  autre  équation  du  quatriè- 
me , dans  laquelle  l’inconnuë  x ne  le  trouve  qu’au  pre- 
mier degré.  D’où  il  fuit  que  toute  égalité  du  fèptiéme 
ou  du  huitième  degré,  dans  laquelle  ou  tous  les  termes 
fe  rencontrent  ou  feulement  une  partie , fe  pourra  toû- 
jours  conftruire  par  le  moyen  d’une  Parabole  donnée 
& d’un  lieu  du  quatrième  aegré , dans  lequel  l’une  des 
inconnues  ne  fe  trdhvera  qu’au  premier  5 & cela  fans  au- 
tre préparation  que  de  prendre  pour  l’unitc  le  paramé- 
tré u de  la  Parabole  donnée,  afin  de  réduire  fous  l’expref- 
fion  ac  les  quantités  connues  qui  multiplient  x *,  fous 
l’expreflion  a ad  celles  qui  multiplient  x\  8cc. 

Corollaire  II. 

416-  On  prouvera  demême  que  toute  égalité  du  neu- 
vième ou  du  dixiéme  degré  fè  pourra  toujours  conftrui- 
re par  le  moyen  d’une  Parabole  donnée , & d’un  lieu  du 
cinquième  degré  dans  lequel  l’une  des  inconnues  ne  fè 
trouvera  qu’au  premier  degré  : que  les  égalités  de  l’on- 
ïiéme  & du  douzième  degré  fe  conftruiront  encore  par 
le  moyen  d'une  Parabole  donnée , 8c  d’un  lieu  du  fixié- 
me  degré  j 8c  ainfi  de  fuite  pour  les  autres  à l’infini. 
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du  dixième  6c  du  onzième  degré  en  les  élev'ant  audou- 
• ziéme.  . • * 

Mais  fi  l'on  propofe  une  égalité  du  feiziéme  degré 
dans  laquelle  tous  les  termes  le  rencontrent , excepte  le 
deuxieme,  on  trouvera  qu’en  fe  fervant  du  lieu  du  qua- 
trième degré  x*—  a'y , on  la  transformera  en  un  lieu 
du  cinquième.  On  trouvera  de  meme  qu’une  égalité  du 
vingtième  degré  fe  transformera  en  un  lieu  du  iixiéme, 
en  ic  fervant  encore  du  lieu  du  quatrième  degré  ; 

comme  auffi  celles  du  dix-feptiéme , dix-huiriéme  & dix- 
neuvième  degré  : que  les  égalités  du  vingt-cinquième  de- 
gré dans  lefquelles  tous  les  termes  le  rencontrenr,  excep- 
té le  deuxième,  fe  transformeront  en  un  lieu  du  fixiéme 
degré , en  le  fervant  du  lieu  du  cinquième  x'=  a*y  i com- 
me auffi  toutes  les  égalités  du  vingt-uniéme , vingt-troilîé- 
me  vingt- quatrième  degré.  Et  l’on  peut  continuer  cette 
recherche  autant  qu’on  voudra. 

i * 


R E M A B.  QJU  E.  I. 

4 »9-  Il  eft  à propos  de  remarquer  que  fi  dans  une 
égalité  du  lèiziéme  degré  non  feulement  le  fécond  ter- 
me manquoit , mais  le  troifiéme  6c  le  fixiéme  ; le  lieu  du 
cinquième  degré  lequel  joint  avec  celui  dutquacriéine 
x*=:a,y  fort  à conftruire  l’égalité  fe  transformerait  en 
un  du  quatrième , 6c  on  peur  faire  des  remarques  fem- 
blablcs  for  les  égalités  des  degrés  plus  élevés.  Mais  quoi- 
qu'il foit  vrai  de  dire  qu’une  égalité  du  feiziéme  degré 
dans  laquelle  il  n’y  a que  le  deuxieme  terme  qui  nun. 
que,  ne  fe  peut  transformer  qu’en  un  lieu  du  ciuquiéme, 
A l’on  employé  â cet  effet  le  lieu  du  quatrième  x*=za*y 
qui  n’a  que  deux  termes  5 on  n’en  doit  pas  conclure 
en  general,  que  les  lieux  les  plus  fimples  pour  refoudre 
une  équation  complecte  du  feiziéme  degré,  doivent  être, 
l’un  du  quatrième  8c  l’autre  du  cinquième.  Car  au  con- 
traire, il  me  paraît  évident  que  fi  l’on  fe  fort  d’un  lieu 
du  quatrième  degré  compofc  de  pluûeurs  termes  à la 
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place  de  x*—*'y  qui  n’en  n’a  que  deux  ,on  pourra  choi- 
fir  ce  lieu  en  forte  qu’il  fervira  à transformer  l’égalité 
complette  du  feiziéme  degré  en  un  autre  lieu  du  quatriè- 
me. En  voici  la  raifbn.  Si  l’on  prend  deux  lieux  du  qua- 
trième degré  dans  l’un  defquels  l’inconnue  x monte  aiu 

Suatriéme  degré , &dans  l’autre  l’inconnue^,  il  eft  con- 
anc  par  les  réglés  de  l’Algebre,  qu’en  failant  évanoüir 
l’inconnue  y par  le  moyen  de  ces  deux  équations , on 
arrivera  i une  égalité  dans  laquelle  l’inconnuë  x monte- 
ra au  feiziéme  degré.  Or  comme  deux  lieux  du  quatriè- 
me degré,  peuvent  avoir  enfemble  plus  de  feize  termes, 
puifque  chacun  en  peut  avoir  quinze  difFerens,  il  s’en- 
fuit cju’ils  peuvent  contenir  toutes  les  quantités  connues 
de  l’égalité  donnée  : ce  qui  fuffit  pour  faire  voir  la  pofl 
fibilite  de  conftruire  une  égalité  complette  du  feiziéme 
degré  par  deux  lignes  du  quatrième. 

On  doit  de  même  penfer  que  les  deux  lieux  les  plus 
fimples  pour  conftruire  une  égalite*complette  du  vingtiè- 
me, dix-neuvième,  & dix-feptiéme  degré,  feront,  l’un  du 
quatrième,  &i  l’autre  du  cinquième,  parce  que  la  rédui- 
te de  ces  deux  lieux  montera  au  vingtième  degré,  6c 
qu’ils  pourront  contenir  enfemble  plus  de  termes  que  la 
propofée,  & renfermer  par  confequent  toutes  les  quan. 
cités  conqpës  qui  s’y  rencontrent.  Et  fi  l’inconnuë  avoic 
ir , ii,  ij  , ï4,  ou  zj  dimen fions  dans  l'égalité  propofée, 
il  faudroit  deux  lieux  de  cinq  degres  chacun.  De  lâ  on 
forme  la  réglé  fuivante , qui  fert  à trouver  les  degrés  des 
deux  lieux  qui  peuvent  refoudre  une  égalité  propofée  $ 
en  forte  qu’ils  foient  les  plus  fimples  qu’il  eft  poflibJe. 

Il  faut  extraire  la  racine  quarrce  de  la  plus  haute  di- 
menfion  de  l’inconnue.  Si  elle  eft  exaéte , chacun  des 
deux  lieux  doit  avoir  autant  de  degrés  que  cette  racine 
contient  d’unités  ; & fi  elle  ne  l’eff  pas,  ou  le  refte  eft 
égal , ou  moindre  que  la  racine,  & alors  l'un  des  lieux 
aura  pour  degré  le  nombre  de  la  racine,  & l'autre  ce 
même  nombre  augmenté  de  l’unité:  ou  le  refte  eft  plus 
grand  que  la  racine , & alors  chacun  des  deux  lieux  aura 
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pour  degré  le  nombre  de  la  racine  augmenté  de  l’unité- 
Soit  propofé  par  exemple , de  trouver  les  deux  lieur- 
les  plus  fini  pies,  qui  peuvent  refoudre  une  égalité,  dont 
la  plus  haute  dimenfion  de  l'inconnue  loitde  trente- fept 
degrés.  Comme  la  racine  quarrée  de  37  eft  6 , & que  le 
relie  1 eft  moindre  que  ce  nombre  6 , il  faudra  que  l’un 
des  lieux  foit  du  fixiéme  degré,  & l’autre  du  fepticmej 
on  trouvera  la  même  choie,  fi  la  plus  haute  dimenfion 
eft  38 , 39 , 4° , 41  & 4*-  Mais  fi  elle  étoit  43 , comme 
la  racine  quarrée  de  43  eft  6 , 6c  que  le  relie  7 eft  plus 
grand  que  cette  racine,  il  faudrait  deux  lieux  qui  foflenc 
chacun  du  lèpriéme  degré  ; & il  en  eft  de  même  fi  la  plus 
haute  dimenfion  étoit  44,  43, 46,  47,  48  & 49. 

> y ''.  • K »r  >1  vu»'  '<,.  »*  |i  . . 

Remarque  II. 

41O.  Il  arrive  quelquefois  qu’on  peut  conftruire 
une  égalité  donnée  par  le  moyen  d’une  lèule  & même 
courbe  mife  en  deux  differentes  polirions  -,  & c’eft  ce 
qu’on  verra  clairement  dans  cet  exemple. 

Soit  propolce  à conftruire  l’égalité  du  neuvième  degré 
x» — y-a'x  — a*b—o , dans  laquelle  tous  les  termes  moyens 
manquent  excepté  le  pénultième.  Je  prends  l’cquation 
xt—aay,  dont  le  lieu  eft  une  Parâbole  cubique  MAM 
qui  a pour  paramétré  la  ligne  droite  donnée  A 1 3— a , 

&pour  appliquées  des  lignes  droites  PM  (y  ) qui  font 
avec  le#parties  correfpondantcs  A P ( x ) de  Ion  axe  ou 
diamètre  *n  angle  pris  1 volonté  A PM  que  je  fuppole 
ici  droit;  & en  cubant  chaque  membre  , j’ai  x*=a‘y>  t 
ce  qui  change  par  la  fubftitution  l’égalité  propofée  en 
cette  équation — aux,  dont  le  lieu  le  conftruic 
ainfi. 

Soit  prilé  Car  A P prolongée  du  côté  de  A la  partie  F t e.  ijj. 
AC— b » & ayant  mené  par  le  point  C la  droite  indéfi- 
nie CK  parallèle  à PM,  loit  décrite  une  autre  Parabo- 
le cubique  MCM  qui  ait  pour  axe  CK,  & pourappli- 
quées  des  droites  K M parallèles  à AP,  & dont  le  pa- 
* X x ij 
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rametre  CD  — a.  Je  dis  qu’elle  fera  le  lieu  requis. 

♦ Car  par  la  conftrudion  MK  C P=./> — x , & paf 

la  propriété  de  la  courbe  CKl  = MKxCDl,  c’eft  à 
dire  en  termes  analytiques y'=iaab—aax.  Or  il  eft 
évident  i°.  Que  fi  des  points  M où  cette  derniere  Para- 
bole cubique  MCM  rencontre  l’autre  MAM,  ou 
mene  des  parallèles  M P à C Ei  les  parties  AP  expri- 
meront les  racines  x de  l’égalité  proposée  x3 — \-a*x 
— a%b=.o.  z°.  Que  les  Paraboles  cubiques  M CM , 
MAM , font  précifcment  les  mêmes;  puilque  leurs  pa- 
ramétrés AB , CD,  font  égaux , & que  les  angles  APM% 
CK  M,  que  font  leurs  appliquées  avec  leurs  axes  le  font 
aufii.  , ; . , , . , . 

La  fituation  des  deux  Paraboles  cubiques  MAM , 
MCM , fait  connoître  que  l’égalité  propofée  x * — ta*x 
— a'b==:o,  n’a  qu’une  racine  réelle  AP(x),  qui  eft 
toûjours  vraie  & moindre  que  AC(b)^  de  forte  que  les 
huit  autres  font  imaginaires.  ! . 

't  » : * - i t > 

PROPOSITION  XL 


i-  Problème. 

r r« . . ! : '■ . , i . '•  . 

• 411.  C OKSTruire  toute  égalité  de  tel1, degré  qu'elle 

fnifle  être,  par  le  moyen  dune  ligne  droite,  & d'un  lieu  du 
même  degré,  duquel  lieu  toutefois  on  puiffe  déterminer  tous  les 
points  en  n' employant  que  des  lignes  droites.  * 

Il  faut  mettre  le  dernier  terme  de  l’égalit^  propofce 
tour  foui  d’un  côté  en  le  rendant  égal  à tous  les  autres* 
& divifer  enfuite  toute  l’égalité  par  la  ligne  qui  fait  l’of- 
fice de  l’unité,  repetée  autant  de  fois  qu'il  fera  necellài- 
re,  afin  que  chaque  terme  n’exprime  que  des  lignes: 
commefil’on  propofojt  x,—  bx*—+acxl~^aadxx — y J*  ex 

— a f = o , on  auroit  f—-. 4 — H-r j.— 

Fig.  ^4.  Cela  fait,  on  prendra  fiir  une  ligne  droite  indéfinie  AB 
dont  l’origine  fixe  foie  au  point  A,  qne  partie  quelcoa- 
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que  A P pour  la  valeur  de  x > & ayant  mené  parallèle, 
ment  à la  ligne  AC  donnée  de  pofition  une  droite  PM 

= 7«—  *-$-+?  - Ï-+7  ( ce  ,qui  Peuc  toujours 
Faire  * en  n’employant  bue  des  lignes  droites),  Ton  ex-  * Art.  j7<. 
tremité  M fera  l’un  des  points  d’une  ligne  courbe 
AD  EM i dont  les  interférions  M,  M,  Af,  ôcc.  avec 


une  ligne  droite  K M menée  parallèlement  à AB  par 
le  point  K tel  que  AK=f,  détermineront  des  parties 
K M , KM , KM , &c.  qui  feront  les  valeurs  cherchées 
de  l’inconnue  x dans  l’égalité  donnée. 

Car  menant  les  droites  M P,  M P,  M P,  &c.  parai, 
leles  à AC,  &.  nommant  les  indéterminées  AP, x ; PM.yi 
on  aura  par  la  propriété  de  la  courbe  AD  EM  cette 

équation  P M {y)  = - — ^ -+  -T  — --y  - qui 


eft  un  lieu  du  cinquième  degré } & par  la  propriété  de 
la  droite  KM  cette  aut  iey=f  Ce  qui,  en  fubftituant 

fiour^  la  valeur  f,  & multipliant  par  a*,  donne  l’éga- 
ité  même  propofée  x1 — ix* — Yacx} — aadx — ya>ex 
— a*fs=.o. 

Ces  fortes  de  conftru&ions  peuvent  être  très-utiles 
pour  trouver  les  limites  des  égalités.  Suppo/ons , par 
exemple , qu’on  ait  une  méthode  ]?our  déterminer  fut 
la  ligne  AC  les  parties  AF,  AG,  telles  que  les  droites 
PD,  GE,  parallèles  à AB  touchent  la  courbe  en  des 
points  D,  El  il  eft  clair  i°.  Que  fi  AK  (/)  eft  moin- 
dre que  AF  & plus  grande  que  AG , comme  on  le  fup- 
po(e  dans  cette  figure , l’égalité  propofée  aura  trois  ra- 
cines vraies  KM,  KM,  K M,  «t  les  deux  autres  nna- 

Î finies  j parce  que  la  figure  de  la  courbe  eft  telle  que 
a ligne  KM  la  rencontrent  en  jrois  points,  & jamais 
en  davantage.  i°.  Que  fi  AK  (/)  eft  mofndre  que  AG, 
la  ligne  KM  coupera  la  courbe  en  cinq  points  5 c’eft  à 
dire  que  l’égalitc  aura  cinq  racines  vraies.  30.  Que  fi 
AK  furpafle  AF,  l’égalité  n’aura  qu’une  racine  vraie, 
& les  quatre  autres  imaginaires.  40.  Que  Ci  A K — A F, 
l’égalité  aura  trois  racines  vraies , dont  il  y en  aura  deux 

X x iij 
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égales  entr’elles ; Ravoir  F D,  F D.  y0.  Et  enfin  que  fi 
AK—AG,  l’égalité  aura  cinq  racines  vraies,  dont  il  y 
en  aura  deux  égales,  feavoir  G B,  GE. 

La  même  ligne  courbe  A DE  M étant  continuée  du 
côté  du  point  A,  iërvira  à trouver  les  racines  de  l’éga- 
lité x' — bx*— \-acx* — aadxx — \-a'ex — qui 
ne  diffère  dé  la  précédente  qu’en  ce  que  l^lernier  ter- 
me a le  ligne  — f-  j ce  qui  fait  voir  qu’on  doit  mener  alors 
la  droite  K M au  deflous  de  AB,  puifque  fon  lieu  doit 
être  y— — f 

-,  R E M A R.  Qj;  £. 


Fia.  xî|. 


411.  On  peut  varier  la  conftruéiion  précedenteen 
differentes  maniérés  > car  au  lieu  du  dernier  terme  qu’on 
égale  i tous  les  autres , on  pourrait  prendre  tel  autre 
des  termes  qu’on  voudrait,  ou  même  deux  quelconques 
quilèfuivent  immédiatement,  & les  divilër  enfuite  d’une 
maniéré  convenable  , afin  que  les  égalant  à l’incon- 
nu £y,  le  lieu  de  l’équation  ne  fut  que  au  premier  degré. 
Soit  par  exemple,  l’égalité  dutroifiéme  degré  xt—abx 

— aac—oi  je  fais  ~ — f r=  , & j’ai  ces  deux  équa- 

» 

(ions  x'zzzaay,  &/=  — — hr,  dont  les  lieux  étant 

conftruis  feparément  donneront  les  racines  de  l’égalité 
propofée.  Voici  comment. 

Ayant  pris  à l’ordinaire  pour  inconnues  & indéter- 
minées les  deux  droites  AP  (x),  PM  (jv ) qui  font  en- 
tr’elles  un  angle  quelconque  APM,  foit  décrire  une 

f>remiere  Parabole  cubique  MAM  qui  foit  le  lieu  de 
a première  équation  x'maay.  Soit  menée  par  lepoinc 
^origine  des  x une  ligne  droite  parallèle  à PM,  fur  la- 
quelle foient  prifës  Içs  parties  AC=b,  AD=zc  du 
côté  où  s’étend  PM  >’  & ayant  pris  fur  A P prolongée 
du  côté  de  A la  partie  AB  — a,  foit  tirée  par  le  point 
D une  parallèle  indéfinie  à B C.  Je  dis  que  fi  des  points 
M où  elle  rencontre  la  première  Parabole  cubique 
MA  M , on  mené  des  parallèle*  MP  i AC»  les  cou- 
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pces  A P feront  les  racines  de  l’égalité  donnée  x'—abx 
— aaczrzo. 

Car  menant  DE  parallèle  à AP,  les  triangles  fem- 
blables  SAC , DEM,  donneront  B A {a).  AC  (b)  a 
DE  (x).  EM—  7 par  confequent  PM  (y  ) = ^ —K. 
Or  à caufe  de  la  première  Parabole  cubique  M AM , 
l’on  aura  xi=zaay.  Si  donc  l’on  met  à la  place  de  y fa 

valeur  7 — \-c , on  retrouvera  l’équation  donnée  x*—abx 

— aacz=zo. 

S’il  y avoir  — f b dans  l’égalité  donnée,  il  faudrait 
prendre  du  côté  oppofé  à PM,  & il  en  eft  de 
même  de  À D lorfqu’il  y a — H c:  de  forte  que  cette  con- 
ftru&ion  eft  generale  pour  toute  égalité  donnée  du  troi- 
lîéme  degré.  Car  il  eft  évident  qu’aprés  en  avoir  fait  éva- 
noiiir  le  deuxième  terme , on  peut  toujours  la  réduire 
fous  l’une  de  ces  formes. 

Il  eft  vifible  qu’on  peuc  Ce  lèrvir  d’une  Parabole  cubi- 
que donnée,  puifqu’il  n’y  a qu’à  prendre  l’unité  arbi- 
traire a égale  à l'on  paramétré. 

• PROPOSITION  XII. 

Problème. 

4l }•  A tPROCHER  de  plus  en  plus  à F infini  de  la  jujli 
Valeur  de}  rue.  ne  s de  toute  égalité  du  tfoifièmc  & du  quatriè- 
me degré  i & de j égalités  qui  pajfcnt  le  quatrième  degré  lorf- 
qu' elles  n’ont  que  deux  termes  1 en  ne  Je  fervant  que  de  lignei 
droites  & de  cercles 

Soit  donnée  l’égalité  du  tfoiiîéme  degré  x'-£  lapx 
—aaq-=.o  \ je  la  multiplie  par*  pour  l’élever  au  quatriè- 
me & tranfpoiânt  le  terme  aaqx,'fai  x*  iapxx—aaqxi 
j’aji  ùte  de  part  & dautre  aapp  pour  faire  que  le  pre- 
mier membre  foit  un  quarré,  ce  qui  me  donne 
x*C£iapxx—+aapp—aapp—\-aaqx,  & extrayant 
de  part  & d’autre  la  racine  quarrée,  il  vient  xx^-af 


llVUE  NEBVII'm!. 


z=av'pp—Yqx>  tranlpolant  enfin  ap,&c extrayant  de  nou- 
veau la  racine  quarrée,  je  trouve  x=V; -±ap — Yav'pp — Yqx. 
Je  confidere  à prefent  que  fi  au  lieu  de  la  jufte  valeur 
de  la  racine  vraie  x,  je  prends  une  grandeur  qui  l’ex- 
cede,  comme  par  exemple  c ! il  s’enfuit  i°.Que  c lürpaflè 

V -+ap — Yav'pp — Yqc.  2°.  Que  V -Y-ap — 1 -a^pp — q C 
fera  encore  plus  grande  que  la  jufte  valeur  de  x.  Cette 
féconde  propofition  eft  vifible,  mais  pour  la  première 
elle  Ce  prouve  ainfi. 

Si  l’cgalité  du  troifiéme  degré  a— {-iapx,  il  eft  clair 
*Ctfignt  quer* — Viapcc* $>■  aaqc,  d’où  il  vient  en  ajoutant  de 
ainfi  tourne  part  & d’autre  le  quarré  & achevant  le  calcul 

comme  ci-deflùs,  r>  V—ap — Y ai /pp — Yqc.  MaislorC 
qu’il  y a — on  aura  en  tranlpolant  2 apx  & divi- 

lant  par  x cette  égalité  xx  = i ap—Y-  — , d’où  il  luit 

que  fi  l’on  met  dans  ^ pour  x une  valeur  c plus  grande 
que  la  racine  vraie  de  l’égalité  x^—xapx—aaq  — o^ 
,1a  quantité  îap-Y- ^ fera  moindre  que  le  quarré  xx 
( puifque  eft  moindre  que  ‘-2  ^ & à plus  forte  railôn 


vint  dirt 
furpaflè. 


que  le  quarré  cc.  On  aura  donc  cc  > lap — h , te 

multipliant  par  cc,  il  vient  c*  — x apc r>  aaqc,  d’où, 
l’on  tire  ( en  opérant  comme  l’on  vient  de  faire) 

c > Va p — Y ai'p p — Yqc.  Or  ceci  fuppofé,  je  forme  cet- 
tefuite:  ^-±.ap — Ya^pp' — Yqc , V-fr  ap — Yav'pp — Yqf, 
V^Yap—Y-a^pp—^q^&cc,  dans  laquelle  f exprime  le 
terme  V’+ap—Ya^pp— Yqc  quile précédé  immédiate- 
ment, & de  même  g exprime  le  tecmeV zhap^a^pp— y qf 
&c. 

Il  eft  donc  évident  par  ce  que  l’on  vient  de  démon- 
trer, que  tous  les  termes  de  cette  fuite  feront  plus  grands 
que  la  jufte  valeur  de  la  vraie  racine  x,  U qu’ils  en  ap- 
prochent 
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prochent  toujours  de  plus  en  plus.  Je  di$  à pre/ènt  que 
fi  on  la  continue  à l’infini,  le  terme  infinitieme  (s’il  eft 

Ïermis  de  s’exprimer  ainfi)  ou  le  dernier  terme  de  cette 
lite , fera  préciiément  égal  à la  valeur  cherchée  de  l’in- 
connue x.  Car  foit  s^ce  dernier  terme , il  eft  certain  par 
la  nature  de  la  fuite  qu’il  approchera  de  plus  prés  de 
l’inconnue  x que  tous  les  autres  termes , & qu’ainfi  le 

terme  V-±~ap — V“^pp — hfa^quile  fuivroit  immédiate- 
ment, s’il  n’étoit  pas  le  dernier,  ne  peut  être  moindre 
que  lui  ; puifque  s’il  étoit  moindre  il  approcheroit  de 
plus  prés  de  l’inconnue  x , & feroit  par  confèquent  le 
dernier  terme , ce  qui  eft  contre  la  fuppofition.  Or  il  ne 
peut  êrre  plus  grand , car  on  vient  de  démontrer  que 
tous  les  termes  de  la  fuite  vont  en  diminuant.  Il  faudra 
donc  qu’il  lui  lôit  égal,  & on  aura  par  con/èquent 

V±ap — 'ravÿp — t-  q c’efti  dire  en  ôtant  les  in- 

commenfurables  i*-+iapi^—aaq=ot  d’où  Ton  voit 
que  ç=zx.  Ce  qu‘ il  fallait  démontrer. 

On  prouvera  par  un  raifonnement  (èmblable , que  fi 
l’on  prend  une  grandeur  c plus  petite  que  la  jufte  valeur 
de  x , tous  les  termes.de  cette  fuite  iront  toujours  en 
augmentant  en  forte  que  le  dernier  fera  précifément 
égal  à la  valeur  cherchée  de  x.  Voici  maintenant  com- 
ment on  peut  conftruire  par  Geometrie  cette  fuite,  en 
n’employant  que  des  lignes  droites  & des  cercles. 

Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  B D,  CP,  p,  9 , >• 
qui  s’entrecoupent  à angles  droits  au  point  A,  on  pren-  * ’ 3 
dra  fur  l’une  d’elles  les  parties  AB~a,  A D —p,  du 
même  côté  du  point  A lorlqu’il  y a — y-iapx , & de  part 
& d’autre  lorlqu’il  y a — xapx , comme  on  le  fiippolè  dans 
ces  deux  figures } & fur  l’autre  les  parties  AC=q, 

A P—c , toujours  de  part  &.d’autre  de  point  A.  Ayant 
décrit  du  diamètre  CP  un  demi  cercle  qui  coupe  AD 
en  E , on  prendra  fur  AC  la  partie  A F égale  à AEy  &c 
on  portera  fur  A D depuis  le  point  D vers  le  point  A 
dans  lç  premier  cas,  & vers  le  côté  oppofé  dans  le 

Yy 

s » 
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fécond , la  partie  D G égale  à DF.  On  décrira  enfin  du 

diamètre  B G un  demi  cercle  qui  coupe  AF  en  q , je 

dis  que  A Q=Vap—\-a>/j>j>-+q  c.  Car  i caufé  du  demi 
cercle  CEF  la  ligne  >4  £ ou  A F -=z^q  c , fie  à caufé  du 
triangle  reélangle  F AD  l’hypothenufe  FD  ou  DG 
=Fpp — y-q c,  & par  conféquent  AG—p—\-*'pp—\rqcy 
& à eau  le  du  demi  cercle  BQG  la  ligne  A d_* 

—~Vap — |- av'pp — y-qc.  Nommant  à prefent  AQ^fh&c. 
réitérant  la  même  operation  en  fé  fervanc  de  A djoi 

lieu  de  A P,  on  trouvera  AR  — Vap — y-aSpp — Vqfy 
& enfuite  par  le  moyen  de  A R que  j’appelle  g,  on  trou- 
vera AS=Vap — y-av'pp — y-qz  en  réitérant  encore  la 
même  operation  : de  forte  quela  continuant  autant  que 
l’on  voudra,  on  trouvera  des  lignes  AP , A Q_,  A R , 
AS , &c.  qui  approcheront  de  plus  en  plus  à l’infini  de 
la  jufte  valeur  de  la  vraie  racine  x de  l’égalité  propofée 
x 1 — xapx  — aaqz=.o. 

Il  eft  à remarquer  que  l’on  peut  prendre  d’abord  pour 
AP{c } telle  grandeur  que  l’on  veut,  car  fi  cette  gran- 
deur fe  trouve  plus  grande  que  la  racine  x,  les  autres 
lignes  A Qj  A R,  A S,  fitc.  vont  toujours  en  diminuant  j 
& au  contraire  fi  A P eft  moindre  que  x , elles  iront  en 
augmentant  : de  forte  que  la  vraie  racine  eft  renfermée 
entre  AP  de  l’une  de  ces  deux  figures  fie  A P de  l’au- 
tre, A Qjx.  Ad,  A R fie  A R,  AS  fie  AS.  D'où  l’on 
voit  qu’en  formant  deux  fuites  convergentes,  dans  l’une 
defquelles  le  premier  terme  foit  plus  grand  que  la  vraie 
racine,  fie  dans  l’autre  plus  petit,  l’on  aura  toujours  en 
prenant  les  termes  correfpondans  de  ces  deux  fuites  > 
des  limites  entre  lefquelles  fé  doit  trouver  cette  racine  • 
de  forte  que  la  différence  de  ces  limites  diminue  de  plus 
en  plus  à l’infini. 

Si  l’on  demandoit  les  deux  autres  racines  de  l’égalité 
propofée  x* — iapx — aaqz=zo.  Nommant»!  la  racine 
approchée  que  l’on  vient  de  trouver,  on  la  regardera 
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comme  étant  exaéte  : c'eft  pourquoi  divifant  cette  égali- 
té par  x — m,  la  divifion  fe  fera  au  jufte  (carlerefte 
m>  — iapm—aaq  = o,  puifqu’on  fuppofe  x=.m  ) , fie 
on  aura  pour  quotient  l’égalité  xx—y-mx — t-mm — 1 ap 
=«,  dont  la  refolution  fournira  les  deux  racines  qu’on 
demande. 

Toutes  les  égalités  du  troifiéme  degré  peuvent  fè  ré- 
duire à l’une  ou  à l'autre  de  ces  deux  formes  ; car  après 
avoir  fait  évanoüir  le  fécond  terme , s’il  y avoir  — V aaq 
en  mettant—  aaq , on  ne  feroit  que  changer  les  raci- 
nes vraies  en  faunes  Ôe  les  fauflés  en  vraies.  D’où  l’on 
voit  que  les  conftru&ions  précédentes  fuffifênt  pour 
trouver  les  racines  approchées  de  toute  égalité  donnée 
du  troifiéme  degré.  Paflons  maintenant  au  quatrième. 

Soit  propofée  l’égalité  do  quatrième  degré  x * — 3 apxx 
— aaq  x — a*r—o,  dont  il  faille  trouver  les  racines  ap- 
prochées. Je  cherche , comme  l’on  vient  d’enfeigner,  les 
racines  approchées  de  l’égalité  du  troifiéme  degré 

y'—  3 p P y— ^ 

— \-q.ary — y8apr 

• . — tf . 

où  l’on  doit  obferver  d’écrire  — ip*  lorfqu’il  y a dans 
la  propofée — \r)apxx> — ^.ar  lorfqu’il  y a — t-a’n  fie 
enfin  — 8 apr  lorfque  les  lignes  des  termes  3 apxx  fie 
a'r  font  differens.  Je  regarde  enfùite  l’une  de  ces  racines 
approchées  y comme  étant  exa&e,  fie  ayant  trouvé  une 
ligne  v —y' a y IJIz.  a p,  fijavoir  -J-iap  lorfqu’il  y a —3  apxx, 
&c—iap  lorfqu’il  y a — V^apxxi  j’ai  pour  les  quatre 
racines  approchées  de  la  propofée , celles  de  ces  deux 

égalités  du  fécond  degré  xx— vx— 3- 
& xx — y-vx—\-  — b^  = o(e n obfërvant  de 

X IV 

prendre  — <*plorfqu’il  y a —}apxx  dans  l’égalité  pro- 

Sofëe,  fie — Vap  lorfque  c’eft — \-},apxx)  que  l’on  ton- 
ruira  aifément  en  n’employant  que  des  cercles  fie  des 
lignes  droites,  ifout  ceci  n’eft  qu’une  fuite  de  la  réglé 
que  donne  M.  Defcartes  dans  le  troifiéme  Livre  de  fà 

Yyij 
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Géométrie  pour  réduire  toute  égalité  du  quatrième  de- 
gré à une  du  troifiéme,  de  laquelle  connoiflant  une  des 
racines , on  a les  quatre  de  la  propofée  ; & comme  cela 
dépend  de  l’Algebre  pure,  je  pourrois  le  fuppofer  ici 
comme  démontré.  En  voici  cependant  la  raiion  en  peu 
de  mots. 

On  regarde  l’égalité  du  quatrième  degré  jt4— 3 apxx 
— aaq  x—a'r=o , comme  le  produit  des  deux  planes 
XX—  vx — y ab—ac  — o & xx — Vvx — \-ab — = f , 

dans  lefquelles  les  lettres  v,a,b,c,  marquent  des  in- 
connues qui  doivent  être  déterminées  dans  la  fuite  , en 
forte  que  le  produit  de  ces  deux  égalités  qui  eft 

lMtxM~iacvx  — ^oit  en  ei^c  l’égalité 

même  propofée.  Pour  cela  j’en  compare  les  termes  cor- 
refpondans,  & j’ai  i”.  c=  ^ . i°.  b—  , 3».  bb  — cc 

= — ar,o\ibb  — cc — \-ar=:oi  c’eft  à dire  en  mettanc 
pour  b & pour  c les  valeurs  que  l’on  vient  de  trouver  &c 
ordonnant , l’égalité  v*-6apv 4 — a*q  q = s.  Et 

fi  l’on  fait  vv=ay — h îap,  on  trouvera  par  la  fubfti- 
tution  l’égalité  du  troifiéme  degré 


— r x p' 

■ -hV/i ~0>  ée  laquelle  connoiflant  une  racine^, 

on  aura, en  prenant  la  racine  quarrée  de  ay—\-iap,  la 
valeur  de  r,  &enfuite  celles  de  b & de  r,  lesquelles  étant 
mifes  dans  les  deux  égalités  planes  que  l’on  a fuppofées 
d’abord , on  en  formera  deux  autres  dont  le  produit  fera 
l’égalité  même  propofée , & donc  la  refolution  par  con, 
fequent  fournira  les  quatre  racines  qu’on  demande.  S’il 
n’éroit  queftion  que  de  trouver  une  racine  vraie  d’une 
égalité  du  quatrième  degrc,  on  pourroit  la  trouver  im- 
médiatement par  une  fuite  en  cette  forte. 

Soit  x*-^xapx^x — aaqx — airz=zo,  on  trouvera  en 
opérant  de  meme  que  pour  le  troifiéme  degré 

x—\-‘r‘tp—Jt-av'qx — \-pp — h<*r,  ce  qui  donne,  en  fai- 
fànt  pour  abréger  pp—fxr  — nn  , cetfc  fuite  conver- 
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genre  c,V-t-ap — Yav'nn — | -qc,  \-\-ap — Yav'nn— Yqf^ 

V+ap — Yay'nn — \-qg,S<c,  dont  la  conftruCtion  n’eft 
differente  des  prececfentes  qu’en  ce  qu’il  faut  prendre 
AF  — n Si  DG=FE. 

Si  l’on  avoir  x4^+  iapxx  — aaq x — f alr=. o, on  trou- 

veroic  x=\^ap — Yay'qx — Ypp-—  a r,  & on  formeroic 
lorfque p p furpaflè a r (enfàifànr  pp  — ar=nn)  la  mê- 
me fuite  convergente  que  ci-deffus.  Mais  il  eftâ  remar- 
quer que  lorfqu’il  y a -+  iapxx  dans  l’égalité  don- 
née, il  faut  que  v'gx — Ypp—ar  furpaflè  p afin  que 

V—  ap—\-av'qx— Ypp  — ar  valeur  de  la  racine  vraie  x 
ne  renferme  poinc  de  contradiction  -,  c^qui  donne 

x > ^ , & par  confequent  il  faudra  prendre  c plus  gran- 
de que 

Si ,pp  eft  moindre  que  ar,  l’on  formera  alors,  en  faiflmt 
ar-pp—  qn , cette  fuite  convergente  c,V^Lup~-Y^c^,^ 

\+ap-+aSqf—qn,  \Z+ap—\- aïqg—qn , Sic,  où 
l’on  doit  remarquer  que  lorfqu’il  y a ~iapxx  dans 

l’égalité  donnée,  il  faut  que  x furpaflè  » ou  grg  afin 

que  \ap — l -a^qx — Ypp—ar  valeur  de  x ne  renferme 
point  de  contradiction , & qu’ainfi  on  doit  prendre  c 
plus  grand  que  n. 

Il  peut  arriver  lorfqu’il  y a — f r dans  l'égalité  don- 
née que  ces  racines  foient  toutes  quatre  imaginaires,  & 
alors  on  tombera  infailliblement  dans  quelque  contra- 
diction en  conftruifanc  la  fuite  ; car  on  n’a  démontré 
qu’elle  eft  convergente  qu’en  fuppofant  qu’il  y eut  une 
racine  vraie  dans  légalité  donnée.  Au  refte  la  conftruc- 
tion  de  la  derniere  fuite  eft  un  peu  differente  des  autres 
niais  comme  elle  n’eft  pas  plus  difficile , je  ne  m’y  arrê- 
terai pas. 

Cette  méthode  devient  embarraflee  lorfqu’onla  veut 
étendre  à des  égalités  complexes  quipaffent  le  quatrié- 
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me  degré  ; c’eft  pourquoi  je  me  contenterai  de  l’appli- 
quer à une  égalité  du  cinquième  degré  qui  n’a  que  deux 
termes,  & qui  fervira  de  méthode  pour  les  autres  plus 
composées  qui  n’ont  pareillement  que  deux  termes. 

Soit  x'~a*b  — oi  multipliant  par  x , Sc  tranfpofantil 
vient  x*—a*bx , & extrayant  la  racine  quarrée  on  aura 
* ’zzzaav'èx  ou  ‘aaxSb x,  &c  extrayant  de  nou- 

veau deux  fois  de  fuite  la  racine  quarrée  , on  trouvera 

enfin  xzz^Vay'xv'bx } ce  qui  fournit  cette  fuite  conver- 
gente, c,  Vav'cv'bc,  Vav'f^bf, Vay'g^bg,  &c,  donc 
voici  la  conftrudion  géométrique, 
i c-  tj8.  Ayant  m^ic  deux  lignes  droites  indéfinies  BD , CB, 

3ui  s’entrecoupent  à angles  droits  au  point  ^,on  pren- 
ra  fur  l’une  d’elles  la  partie  AB —a,  6c  fur  l’autre, les 
parties  AC— b , A B— c,  de  part&  d’autre  du  point 
A.  Du  diamètre  PC  ayant  décrit  un  demi-cercle  qui 
coupe  B A prolongée  du  côté  de  A en  D,  & ayant 
pris  fur  A C la  partie  A F —A  D , on  décrira  du  dia- 
mètre PF  un  autre  demi- cercle  qui  coupe  AD  en  E. 
On  décrira  enfin  du  diamètre  B E un  troifiéme  demi- 
cercle  qui  coupe  AP  en  Qji  il  eft  vifible  que  A 

zzzXav'cV bc.  Nommant  àprefent  A Q,f>  &réïterant 
la  même  operation  en  Ce  (êrvant  de  A £>_aulieu  de  AP , 

on  trouvera  AR7==Vav'fy'bf,  & de  même  A S—V aSçybg, 
Et  les  droites  A P , A Q,  A R , &c.  approcheront  de 
plus  en  plus  i l’infini  de  la  jufte  valeur  de  l’in  connue  je 
de  l’égalité  donnée  x’ — a*bz=.o.  Cela  le  prouve  de  la 
même  maniéré  que  pour  les  égalités  du  troifiéme  de- 
gré. 

M.  Bernoulli  célébré  Profeflèur  des  Mathématiques 
à Baie,  eft  l’Auteur  de  ces  fuites.  On  peut  voir  ce  cju’ij 
en  dit  dans  les  Aétes  de  Leipfic  de  l’année  1689,  page 
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PROPOSITION  XIII. 

Problème. 

414*  Une  portion  de  Scflion  conique  étant  donnée,  trou- 
ver par  fon  moyen  les  racines  d'une  égalité  donnée  du  troificmt 
ou  du  quatrième  degré. 

On  a vû  dans  le  Problème  precedent  qu’une  égalité 
du  quatrième  degré  étant  donnée,  on  en  peut  toujours 
trouver  une  du  troifiéme , de  laquelle  connoiflgnc  une  • 
racine  on  a les  quatre  de  la  propoféej  en  ne  fe  fervant 
que  de  lignes  droites,  & de  cercles.  On  fçaic  de  plus 
que  toute  égalité  du  troifiéme  degré  fe  peut  réduire 
fous  cette  forme  x>ü+-iapx — aaq  — o,  donc  l’une  des 
racines  eft  vraie,  & les  deux  autres  ou  fauflès  ou  imagi- 
naires. Cela  pofé  ; foit  x'^+-  iapx — aaq=zo , dont  il  faille 
trouver  les  racines,  par  le  moyen  de  la  portion  donnée  Fie.  139. 
B D d’une  Parabole,  qui  a pour  axe  la  ligne  CH  donc 
l'origine  efl  au  point  C.  Des  points  B,  D , extrémités  de 
la  portion  donnée  ayant  mené  les  perpendiculaires 
BG,  DH , fur  l’axe,  il  eft  manifefte  que  ii  la  vraie  ra- 
cine étoit  plus  grande  que  BG,  & moindre  que  DH, 
le  cercle  décrit  du  centre  E , trouvé  comme  l’on  a en- 
fèigné  à la  fin  de  l’article  387.  pour  les  égalités  qui  n’ont  , 
point  de  fécond  terme,  & du  rayon  £ C,  couperoit  in- 
failliblement la  portion  BD  en  quelque  point  M > d’où 
menant  la  perpendiculaire  Mo  fur  l’axe,  cette  ligne 
M Q en  fêjoit  la  vraie  racine.  H eft  donc  queftion  lorC 
que  ce  cercle  ne  coupe  point. la  portion  BD , de  trans- 
former cette  égalité  en  une  autre  dont  la  vraie  racine 
foit  renfermée  entre  les  limites  BG,  DH.  Pour  le  fai- 
re , je  nomme  les  données  B G , fi  D H , g ; & je  fuppo- 
fe  que  l’on  ait  deux  limites  m,n,  entre  lefquelles  la  vraie 
racine  x foie  reflèrrée  ( m eft  moindre  que  »,  Sc/moin- 
dre  que  g ) . Ce  qui  donne  x plus  grand  que  m Si  moin- 
dre que  n , Si  multipliant  chaque  terme  par/&  divifant 
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par  »,  il  vient  £ plus  grand  que /6c  moindre  que  ^ . Si 
l’on  fait  à prefent  , 6c  qu’on  mette  dans  l’égalité 

x'z^iapx—aaq—o,  à la  place  de  x fa  valeur  y,  on 
la  transformera  en  celle-ci  — ~r  qu*. 

aura  fa  vraie  racine  x==  ^ plus  grande  que / 6c  moin- 
dre que^  . D’où  il  fuit  que  fi  les  limites  »,  n,  étoient 
. telles  que  — fut  égale  ou  moindre  que  g , il  n’y  auroic 

qu’i  conftruire  cette  derniere égalité  félon  l’article  387. 
pour  avoir  ia  vraie  racine  M x.)  par  le  moyen  de  la 
portion  donnée  B C.  De  là  on  tire  la  conftruûion  fui- 
vante. 

On  fera  par  le  Problème  précèdent  deux  fuites  con- 
vergentes qui  approcheront  l’une  en  deflùs  ôc  l’autre 
en  deflous  de  la  vraie  racine  x de  l’égalité  donnée 
x'-+ia p x—aaq^z:o.  On  choifira  deux  termes  correC- 
pondans  dans  ces  deux  fuites  »,  n,  qui  foient  tels  que 

foit  égale  ou  moindre  que  g ; ce  qui  fe  pourra  toû- 

jours  faire , puifque  /eft  moindre  que  g , 6c  que  la  diffé- 
rence qui  eft  enpre  » 6c  » diminue  continuellement  à 
l’infini.  Cela  fait , on  transformera  l’égalité  donnée  en 
une  autre  ^ -4.  — x^—  —jff-  dont  l’inconnuë  fera 

s^=  ^ i 6c  en  la  conftruifant  félon  la  fin  de  l’article 

387.  le  cercle  coupera  infailliblement  la  portion  don- 
née BC  en  un  point  Mi  duquel  ayant  mené  fur  l’axe 
la  perpendiculaire  MQ^  elle  fera  la  vraie  racine  de 

cette  feconde  égalité  : 6c  faifant  enfuite  x=  y „ cette 
ligne  x fera  la  vraie  racine  de  l’égalité  x'  h1  a apx 

^aaq-^zo. 

Si  l’on  veut  trouver  les  deux  autres  racines  de  cette 
égalité  lorfqu’elles  ne  font  pas  imaginaires  -}  il  n’y  a qu’à 

la 
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la  djvifèr  par  l’inconnuë  x moins  celle  que  l’on  vient 
de  découvrir  pour  l’abaifler  à une  du  fécond  degré , 
dont  on  découvrira  les  deux  racines  par  le  moyen  d’un 
cercle,  en  fe  fervant  de  l’article  380. 

Tout  ceci  eft  trop  évident  pour  m’y  arrêter  davan- 
tage, je  remarquerai  feulement  que  fi  la  portion  don» 
née  BD  étoit  d’une  Ellipfe  ou  d’une  Hyperbole,  il 
faudrait  fe  fervir  de  l’article  398.  ou  403.  & que  toute 
la  difficulté  fe  réduirait  à transformer  l’égalité  donnée 
en  une  autre,  dont  la  vraie  racine  eut  des  limites  don- 
nées : &i  c'eft  ce  que  fonderait  comme  dans  la  Para- 
bole. 


V.z 
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LIVRE  DIXIE'ME' 

Des  Problèmes  déterminés. 

PROPOSITION  GENERALE. 

4M- U*  Problème  de  Ceometrie  déterminé  étant  proptr- 
fé  y en  trouver  la  folbtion. 

. On  regardera  d’abord  le  Problème  propofé  comme 
s’il  étoit  refol u , & on  tirera  les  lignes  que  l’on  jugera^ 
les  plus  propres  pour  faire  connoîcre  ce  qui  n’eft  que 
fuppofé.  On  nommera  enfuite  toutes  ces  lignes  ( oui  fonc 
pour  l’ordinaire  des  triangles  reûangles  ou  (èmblables  ) 
par  des  lettres  de  l’AIphÆet^  fçavoir  les  lignes  qui  font 
connues  par  les  premières  lettres,  & les  lignes  inconnues 
parles  demieres  lettres  ; &c  on  parcourra  toutes  les  condi- 
tions duProblême,en  comparant  ces  lignes  entr’elles  d ans 
l’ordre  le  plus  (impie  & le  plus  naturel  qu’il  (êra  poflible  t 
ce  qui  doitfervir  a former  autant  de  differentes  égalités 

3u’il  y a d’inconnuès.  On  employera  enfin  les  réglés  or- 
inaires  de  l’Algebre  pour  réduire  ces  differentes  égaii. 
tés  à une  feule  clans  laquelle  il  ne  fe  trouve  plus  qu’une 
inconnue , & pour  I’abaiffèr  s’il  fè  peut  à un  moindre  de- 
gré ; fie  l’ayant  refoluë  par  les  réglés  preferites  dans  le 
Livre  precedent,  on  en  tirera  la  folution  cherchée  du 
• Problème.  Ceci  s’éclaircira  parfaitement  par  les  exem- 

ples qui  fuivent. 

• Exemple  I. 

Fis,  14,0.  416. La  ligne  droite  AB  étant  donnée,  trouver 

hors  de  cette  ligne  le  point  C tel  qu’ayant  mené  les 
droites  AC,  CB  ; i°.  La  fomme  de- leurs  quarrés  foie  au 
triangle  AC  B en  la  raifon  donnée  de/  à g,  i°.  L’angle 
A CB  qu’elles  comprennent  foit  égal  à l’angle  donné 
C DK. 
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Je  fuppofë  que  le  point  C loit  celui  qu’on  cherche , & 

’e  mene  CH  perpendiculaire  fur  AB  que  je  divife  par 
e milieu  au  point  E. Je  nomme  la  donnée  Xbo\i  EB,a> 

& les  inconnuës  EH,  xi  HC,yi  ôc  j’ai  A H—a  — x, 

B H—a—tx.  Donc  à caufé  des  triangles  redangles 
A H C,  B H C,  les  quarrés  des  hypothenulêsI7c1=^<* 
— 1 ax — h.ïx — \-yy,&C  BC'=-*4 — Yzax — \-xx — Vyyi 
& par  confequent  AC1— B c'—  i aa—Yix  x—+iyy. 
Or  puifque  le  triangle  ACB=AE*C H (<*y),  il  s’en- 
fuit par  la  première  condition  du  Problème  que  laa 
— t-  x x x— +- x y y.  ay  ce  qui  donne  en  multipliant 

les  extrêmes  & les  moyens,  & divifant  par  ig,cetreéqua-  * 

tion  aa — J- jc at — Yyy=  ^y=xmy  en  prenant  (pour 

ôter  les  fradions ) une  ligne  nt—^. 

Il  refte  maintenant  à accomplir  la  féconde  condition, 
fçavoir  que  l’angle  AC  B fbitégal  à l’angle  donné  G DK- 
Pour  y réiiflîr,  je  mene  d’un  point  G pris  à diferetion 
dans  la  droite  GD,  la  perpendiculaire  GF  fur  le  côté 
DK,  prolongée,  s’il  eft  neceflàire,  êc  du  point  A la 
perpendiculaire  AL  fur  le  côté  BC  prolongé  auflî,  s’il 
eft  neceflàire,  afin  d’avoir  deux  triangles  redangles 
femblables  AC L,  GDF,  dont  l’un  GDF  eft  donfié. 
Cela  fait,  jecomme  les  données  D F,  b > F G , c » & fai- 
fànt,  pour  abréger,  BCz=n  , je  trouve  à caufe  des  trian- 
gles redangles  femblables  BC  H , BAL,  ces  propor- 
tions BC(n).  CH  (y)  ::  BA(xa).  AL=z^.  Et 


BC(n).  B H (a-+x)::BA(xa).  BL  = ■ Et 

par  confequent  CL  ou  BL — BC—  — — • Donc 

puifque  l'angle  4C  L doit  être  égal  à l’angle  G D F,  il 
faut  que  C Z (îiî±i2f=L«).  AL  (»)  :-.DF(i).FG{c)i 

d’où  l’on  tire  en  multipliant  les  extrêmes  6c  les  moyens 
zaac — h i ac  x — c n n^z.  1 a by , c’eft  a dire,  en  mettant 
pour  nn  fa  valeur  au~-\r  tàx— t- xx — cette  (econde 
r Z z ij 
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équation  a ac-c  xx-cyy^iaby  qui  renferme  la  fé- 
condé condition  du  Problème. 

Comme  l’on  2.  trouvé  autant  d’égalités  qu’il  y avoir 
d’inconnues , & que  l’on  a iatisfait  à toutes  les  condi- 
tions du  Problème  -,  il  ne  faut  plus  que  fe  fervir  des  re- 
lies ordinaires  de  l’Algebre,  pour  réduire  ces  égalités 
à une  feule  qui  ne  renferme  qu’une  inconnue  / ou  x:  Sc 
c’eft  ce  qu’on  peut  faire  en  cette  forte.  J'ai  pour  premiè- 
re équation  au- — Mx — \-yy-=.\my , & pour  fécondé, 
aac— exx—  cyy—iaby  ou  aa—xx—yy — f->celt 
. pourquoi  ajoutant  enfemble  d’une  part  les  deux  premiers 
membres,  & de  l’autre  les  deux  féconds,  je  trouve  z a a 
— îft  _ \imy , d’où  je  tire^  = ^-en  prenant f—  *-  - 

Et  mettant  cette  valeur  à la  place  de  y 8c  fon  quarré  a la 
place  de  y y dans  l’une  ou  l’autre  des  équations  prece, 

, . mj» tm — 0 . aJmw—(f—Mau 

dentes , je  trouve  xx=  K *=  7“^+ ~ 1 

d’où  je  connois  que  fi  mm  croit  moindre  que  a a — k-ffle 
Problème  fèroit  împoflible.  En  voici  la  conftru&ion. 

Fie.  mi.  Par  le  point  £ milieu  de  AB  ayant  tiré  une  perpen- 
diculaire indéfinie  O N à AB,  on  mènera  par  le  point: 
si  Ja  li>me  A M qui  fafTe  avec  A B l’angle'  E A M égal 
à l’angle  DGF  qui  eft  donné.  Du  point  M où  cette  li- 
gne rencontre  la  perpendiculaire  O N,  coïnme  centre  , 
& du  rayon  MA,  on  décrira  un  arc  de  cercle  AC  JB. 
On  prendra  enfuite  fur  EM  prolongée  du  côté  de  A£ 
la  partie  MN=mi  &c  ayant  joint  NA,  on  lui  mènera 
la  perpendiculaire  AO  qui  rencontre  NO  au  point  O , 
par  lequel  on  tirera  une  parallèle  à AB.  Je  dis  que  cette 
parallèle  rencontrera  l’arc  de  cercle  AC  B au  point 
cherché  C. 

Car  ayant  mené  CFI  perpendiculaire  fur  AB,  il  eft 
clair  que  CH=EO—  ~{,  puifqu’à  caufe  des  trian- 
gles redangles  femblables  NE  A,  A EO , il  vient  N E 
<w— p/).  AE[d)  ::  AE  { a).EO=  De  plus  à 
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caufe  du  cercle  CM'—Am'—** — \rff>  Sc  partant 
puifque  MO=:f — h *1  s’enfuit  à caufë  du  trian- 

gle reétangle  MCO  que  Cû'  ou  E H ' [xx)  — aa — vff 
-ff-  ■ - ‘'"""—Ipi . Dunc  &c. 

**  m—lrf  mm—j-imf-f-ÿ  -*-ÿ 

R E M A R Q^U  E. 

42-7- Lo  rsqu’apre's  avoir  farisfait  à toutes  les 
queftions  d’un  Problème,  on  eft  arrivé  à deux  équa- 
tions qui  renferment  chacune  les  deux  mêmes  incon- 
nues; il  n’eft^as  necellàire,  fi  l’on  veut,  de  les  réduire 
à une  feule  qui  ne  renferme  plus  qu’une  inconnue , com- 
me il  eft  prefcrit  dansJa  propofîtion  generale  : mais  l’on 
peur  reibudre  le  Problème  , en  conftruifant  fcparement 
les  lieux  de  ces  deux  équations , car  leurs  points  d’inter- 
fèction  ferviront  à trouver  les  valeurs  de  ces  deux  incon- 
nues. C’eft  ce  qui  fë  voie  clairement  dans  cet  exemple  , 
où  l’on  a pris  pour  inconnues  les  droites  EH  {x),  PIC 
(y)  qui  font  entr’elles  un  angle  droit  EH C > Sc  où  apres 
avoir  fatisfait  aux  conditions  requifês,  on  eft  arrive  à 
ces  deux  équations  an — \-xx— pyy  — xmy,  6c  a a — x x 
— yy  — ify-,  car  les  cercles  qui  en  font  les  lieux  étanc 
décrits  fcparement  donneront  par  leurs  interférions 
des  points  qui  fatisferont  : voici  comment. 

Ayant  décrit  comme  dans  la  première  x:onftru<ftion 
l’arc  de  eerde  AC  B , on  décrira  du  centre  A,  Sc  du 
rayon  AP  — m , un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  per- 
pendiculaire EM  en  P.  O11  prendra  fur  cette  perpen- 
diculaire la  partie  E Qy=.m  du  côté  de  l’arC  AC  B , Sc 
on  décrira  du  centre  Q^Sc  du  rayon ^0^=:  E P,  un  cer- 
cle qui  coupera  l’arc  AC  B en  des  points  C qui  fatis- 
feront. 

Car  i caufe  de  ce  dernier  cercle  on  aura’ QC  ou  EP 
( mm  — an)  — QO  {mm — imy — ( -yy) — tüC  ( * x ) , 
c’eft  à dire  la  première  équation  aa~+xx  — Vyy  = imy, 

Z z iij 
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& à caufe  de  l’autre  cercle  A CB  il  vient  MC  ou  MsC 

(ff — (-  a a)  — MO^  {ff — + rfy  —Jryy  )-+OC\xx),  c’efl 
à dire,  la  féconde  équation  aa  — xx — yy=.xfy.  D'où 
il  fuit  que  le  point  cherché  C fè  doit  trouver  en  même 
temps  fur  ces  deux  cercles , c’eft  à dire , qu’il  doit  fë  con- 
fondre avec  leurs  points  d’interfcétion. 

Il  eft  vifible  qu’il  y a deux  difFerens  points  C qui  fàtis- 
font  à la  queftion , lorfque  ces  deux  cercles  fè  coupent 
en  deux  points  comme  dans  cette  figure  ; qu’il  n’y  en  a 
qu’un,  lorfqu’ils  fe  touchent } & qu’enfin  il  n’y  en  peut 
avoir  aucun , lorfqu’ils  ne  fe  coupent  ni  ne  fè  touchent. 

Il  faut  bien  prendre  garde  qu’en  refolvânt  un  Problè- 
me par  le  moyen  de  deux  lieux , on  ne  tombe  pas  dans 
une  conftru&ion  pluscompofée^ue  fiétantarrivéàune 
feule  égalité  qui  ne  renferme  qu’une  inconnue  x,  on  l'eut 
confiante  félon  les  réglés  du  Livre  précèdent. Je  m’ex- 
. plique  : qu’il  faille,  par  exemple,  refoudre  un  Problème 
(c* eft  le  troifiéme  exemple  qui  fera  propofé)  dont  les  con- 
ditions fôient  renfermées  dans  ces  deux  équations 

y^zz‘^11^  S<.yyy=aa — \rxxi  fi  l’on  fè  fèrvoit  des 

lieux  de  ces  deux  équations,  il  eft  clair  qu’il  fàudroit 
* Art.  }o 6.  mener  une  ligne  droite  * qui  fèroit  le  lieu  de  la  premie- 
» Art.  jjo,  re  équation,  & décrire  une  Hyperbole  * qui  feroit  le 
& }}»■  lieu  de  la  fécondé, pour  avoir  par  leurs  interférions  les 
valeur%des  deux  inconnues  x &iy.  Mais  parce  qu’en  réu- 
nifiant ces  deux  équations  en  une  feule  , on  trouve  l’é- 
galité du  fécond  degré  x x—  x — H 

3ui  fè  conflruit  en  n’employant  que  des  lignes  droites  & 
es  cercles;  ce  feroit  une  fapte  confiderable  de  fè  fèrvir 
d’une  Hyperbole.  • 

Exemple  II. 

F io.  *4t.  41^-  Le  quatre  ABC  D étant  donné;  il  faut  mener 

d'un  de  fes  angles  A la  ligne  droite  Av,  en  forte  que 
fa  partie  F E comprife  entre  les  côtés  B C,  CD  , oppo- 


Digitized-by  Google 


* 


Des*  Problïsmïs  de'termine's,  367 
fés  à cec  angle  foie  égale  à une  ligne  donnée  b. 

Je  fuppole  que  le  point  E pris  îur  le  côté  D C proion. 

fc,  /bit  tel  que  la  partie  F E de  la  ligne  A E foit  égale  à 
, c’eft  à dire  que  je  fuppofe  la  question  refoluë  ± & je 
nomme  la  donnée  AB  ou  A D ou  DC  ou  CB,  ai 
l’inconnuë  D E,  x.  Cela  fait,  les  triangles  femblables 
EDA,  ECF , donnent  ED  ( x).DA  (a)::  EC(x  — a). 
CF  = , & le  triangle  re&angle  ECF  don qp  FË * 


= £C  — \-CF  =xx  — taj 


XXX  X XX  1 


Mais  pui/que  par  la  condition  du  Problème  F E doit 
être  égale  à b,  on  aura  x x—i  a x — a a — ****"~“!*~^ 
t=bb,  ou  x 4 — 1 — ±iaaxx — bbxx — îa'x — \-a*=zo. 

D’où  l’on  voit  que  la  re/olution  de  cette  égalité  doit 
fournir  pour  Di?  (x),  une  valeur  telle  que  menant  la 
droite  A E,  là  partie  F E compri/ë  entre  les  côtés  CB, 
D C , foit  égale  à la  donnée  b. 

L’égalité  que  l’on  vient  de  trouver  étant  du  quatriè- 
me degré,  il  faudroit  employer  pour  la  refoudre  une 
Section  Conique.  C’eft  pourquoi  je  dois  chercher  aupa- 
ravant par  les  réglés  que  fournit  l’Algebre,  lî  elle  ne 
fe  peut  point  abaillêr  à un  degré  plus  /Impie , & je  trou-  i 
ve  en  effet  que  fi  l’on  prend  c c—aa-vbb , elle  fera  le 
produit  des  deux  égalités  xx — yaa — ax — cx=o,  & 
xx — yaa — ax — | -cxz^zo,  qui  /ont  chacune  du  /ècond 
degré  -,  de  forte  que  pour  avoir  les  quatre  racines  de  l’é- 
galité du  quatrième  degré  x4 — iax*  Scc , il  ne  faut  que 
trouver  les  racines  de  chacune  de  ces  deux  égalités.  Je 
ne  m’arrête  point  à chercher  les  racines  de  l’égalité  xx 
—+aa  — ax—\-cxz=oi  parce  que  c furpaffant ,/ , la  dit 
pofition  des  lignes  me  fait  connoître  qu’elles  font  toutes 
deux  fauflès  : mais  je  trouve  celles  de  l’autre  égalité  xx 
— yaa — ax  — cxz=zo,  que  je  connois  être  toutes  deux 
vraies , de  la  maniéré  qui  fuit. 

Soit  pri/ê  fur  le  côté  A B prolongé  la  partie  BG=zc, 
& foit  décrit  du  diamètre  AG  un  demi-cercle  qui  cou- 
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pe  en  E le  côté  DC  prolongé.  Je  dis  que  ce  point  fera 

celui  qu’on  cherche. 

Car  nommant  DE,  xi  ôc  menant  la  perpendiculaire 
F.  H % on  aura  HG—a — Yc~ x,  6c  par  la  propriété  du 
cercle  AH*HG{ax-\-cx—xx)  —EH  {au). 

R E M A r q^u  E I; 

4*9- Lo  rsqu’a prè  s avoir  fatisfait  aux  conditions 
d’un  Problème,  on  arrive  à une  égalité  compofée  qui  a 
plulieurs  racines  réelles,  il  eft  vifible  qu’il  n’y  a qu’une 
de  ces  racines  qui  exprime  la  valeur  de  l’inconnue  qu’on 
cherche:  mais  on  doit  bien  remarquer  que  les  autres 
peuvent  auflî  fervir  à la  refolution  de  l’a  queftiou  , dans 
un  fens  qui  ne  peut  être  different  de  celui  qu’on  s’eft 
imaginé  que  dans  quelques  circonftances  particulières. 
Ainli  dans  cet  exemple  la  petite  racine  vraie  DL  ( x ) 
de  l’égalité  — ax  — cx — \-aa=o , donne  furie  côté 

Z)Cun  poinc  Z tel  qu’ayant  mené  la  droite  A L qui 
rencontre  le  côté  B C prolongé  en  K , fa  partie  L K eft 
égale  à la  donnée  b.  De  même  fi  l’on  prend  B g— c fur 
le  côté  B A prolongé  vers  A , ôc  qu’on  décrive  du  dia- 
mètre A g un  demi-cercle , il  coupera  le  côté  CD  pro- 
longé vers  D aux  points  c , l,  en  forte  cjue  2)  r,  6c  D f fe- 
ront les  deux  racines  faufièsde  l’égalité  {-ex- — a.< 

—\-aa-o:  ôc  fi  l’on  mené  les  droites  Ae , Al,  qui  ren- 
contrent le  côré  CB  prolongé  aux  points/,  ki  les  droi- 
tes ef,  l k , feront  encore  chacune  égale  à la  donnée  b.  De 
ü on  peut  voir  que  quoiqu’on  refblvaht  le  Problème 
on  n’ait  eu  en  vûë  que  de  trouver  la  valeur  de  D £ on 
eft  cependant  arrive  à une  égalité  dont  les  racines’ ont 
fourni  d’autres  valeurs  DL,  De,  Dl,  qui  ont  toutes 
fervià  refoudre  le  Problème  en  quelque  fens. 

R E M a R qjj  e 1 1. 

45°-  S’il  y a lieu  de  croire  que l’cgalitc  qui  renfer- 
me les  conditions  d’un  Problème  fé  peut  îbaiflèr  d un 

moindre 
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moindre  degré,  il  eft  à propos  de  tenter  d’autres  voies 
que  celles  qu’on  a liiivies  quand  même  elles  paroîtroient 
moins  naturelles  ; parce  qu’il  arrive  fouvent  qu’elles  con- 
duilervt  à des  égalités  plus  (impies,  & que  d’ailleurs  il 
eft  afles  difficile  d’abatilèr  des  égalités  compofées.  Voici 
deux  autres  maniérés  de  refoudre  le  Problème  précèdent 
qui  pourronc  fervir  à faire  comprendre  cette  remarque. 

Ayant  fuppofé  le  Problème  refolu , je  mene  £ G per-  F i c.  i+x.  ' 
pendiculaire  fur  AE  qui  rencontre  le  côté  AB  prolon- 
gé en  G,  &c  je  prends  pour  inconnues  les  deux  droites 
AF  & B G que  je  nommcy  & Cela  fait,  les  triangles 
re&angles  femblabies  A B F , A EG , donnent  A B {a). 

AF(y)::  A E(y—yb).  AG[a-+zJ.  Et  partant  yy—\rby 
z=zaa—+a%.  Or  comme  j’ai  deux  inconnues  fie  que  le 
Problème  eft  déterminé , il  faut  encore  chercher  une 
autre  égalité.  Pour  la  trouver,  je  confidereque  EG—AF 
{y  ) j car  menant  E H perpendiculaire  fur  A G,  le  trian- 
gle re&angle  EH  G eftfêmblable  au  triangle  reétangle  • 

ABF,  ôc  de  plus  égal,  puifque  les  côtés  homologues 
AB , E H , font  égaux  entr’eux.  J’aurai  donc  ( à caufë 
du  triangle  re&angle  AE G)  cette  autre  égalités — H<*K. 

—h  xyj=iyy  —F  iby  — H b b — Yyy—xyy — (-  iby—ybb, 
dans  laquelle  mettant  à la  place  de  lyy  — h 1 b y fa  valeur 
1 a*— y ias^  trouvée  par  le  moyen  de  la  première  éga- 
lité, il  vient  aa — — fi** — I -bb  qui 
fe  réduit  à cette  égalité  très- (impie  a — h b b , qui 

fournit  d’abord  la  meme  conftrudion  que  ci-deftus. 

Autre  Manier,  b. 

La  maniéré  fuivante  a cela  de  particulier  qu’elle  rcüffit  * 1 •• 
également  foit  que  la  figure  A B CD  (bit  un  quarré.ou 
qu’elle  foit  un  rhombe.  Ayant  mené  par  le  point  cherché 
J,  que  je  regarde  comme  donné,  la  ligne  F G quifaflè 
a.vecAF  l’angle  AFG  égal  à l’angle  donné  ACE,£c  qui 
rencontre  au  point  C la  diagonale  A C prolongée  autant 
qu’il  eft  neceffaire  3 on  aura  trois  triangles  ACE,  AFG, 

Aaa 
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GCF,  qui  feront  femblables  entr’eux.  Car  i°.  L’angle 
en  A étant  commun  aux  deux  triangles  ACE , A F G , 
& les  angles  ACE,  AFG,  étant  égaux  par  la  fuppo- 
fition  ; il  eft  vifible  que  ces  deux  triangles  feront  iem- 
blables.  i°.  Le  triangle  A DC  étant  ifofcelle , l’angle 
DCA  ou  ECG  fera  égal  à l’angle  DAC  ou  ACF , &C 
ajoutant  de  part  & d’autre  le  meme  angle  FCE,  l’an- 
. . i gle  F CG  fera  égal  à l’angle  ACE  ou  AFG>  & par- 
tant puifque  l’angle  en  G eft  commun,  les  deux  triangles 
AGF,  F G C,  feront  femblables.  Celapofé,  foient  les 
inconnues  C £ =.  x , A G— &c  les  données  D C=  a , 
F E— b,  AC—c ; on  aura  (à  caufedes  parallèles  AD, 
CF,)  cette  proportion:  C'£(  x).  F E {b  ):  : CD  {a).  AF 

— — • Or  à caufë  des  triangles  femblables  ACE,  AFG, 
GCF , on  trouvera  AC  {c) . CE  (x)::  AF  J . F G 

— 4* . Et  AG  ( zj.  F< G ( j J : : ~ . C G ( c ).D’où  l’on  for- 

me en  multipliant  les  extrêmes  & les  moyens , l’égalité 
xj^—c^j=  — qui  fournit  cette  conftrudion. 

F i e.  *4}.  Ayant  mené  du  point  A perpendiculairement  fur 
AC  la  ligne  AH—~,  on  tirera  par  le  point  du  milieu 

Z de  la  diagonale  AC  la  ligne  HZ,  & on  prendra  fur 
cette  diagonale  prolongée  du  côté  de  C la  partie  Z G 
égale  à LH.  On  décrira  enfuite  du  centre  G & du  rayon 
G F égal  à A H , un  arc  de  cercle  qui  coupera  le  côté 
B C au  point  cherché  F.  Cela  eft  évident  -,  puifque  pax 

la  conftruclion  zj^-~cz^=t  8c  que  GF—  ^ . 

.*>  : ■ : 7 

v . 

Exemple  III. 


F i «.  *44. 


4J 1*  1 rouver  fur  une  ligne  droite  indéfinie  D E 
donnée  de  poûtion,  deux  points  D,  E}  defquels  ayant 
mené  i deux  points  donnes  0,  C,  hors  de  cette  ligne 
]es  droites  DO,  OE,  DC,  CEi  l’angle  DO  E foie  droit 
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& l’angle  DCE  égal  à un  angle  donné  TPS . 

Supnolons  la  choie  faite , je  décris  du  diamètre  D S 
un  demi-cercle  qui  palïèra  par  le  point  0,  pui/que  l’an* 

fie  D 0 E eft  droit } ôc  fur  la  corae  D F.  je  décris  un  arc 
e cercle  capable  de  l’angle  donné , lequel  paflera  par 
confequent  par  le  point  C.  Du  point  H centre  de  cec 
arc,  & des  points  donnes  0 ,C,  je  mene  fur  D F.  les  per- 
pendiculaires H K,  OA,  CB,  &c  je  nomme  les  donnéej 
O A,  a\  CB , b î AB,  ci  les  inconnues  A K , xi  K H,  y. 

Cela  pofé , il  eft  clair  par  les  Elemens  de  Géométrie , 
i°.  Que  le  point  K fera  le  milieu  de  la  ligne  DE,  & par 
confequent  le  centre  du  demi- cercle  DOE.  a°.  Que  fi 
par  le  fommet  P de  l’angle  donné  TP  S on  mene  une 
perpendiculaire  P Q à l’un  des  côtés  P T,  l’angle  QPS 
qu’elle  faic  avec  l’autre  côté  PS,  fera  égal  à l’angle  K EM. 

Or  à caufo  du  triangle  redangle  K AO  le  quarré  KO* 
ou  KE'—ua — J -xx , & à caulè  du  triangle  re&angle 
H K E le  quarré  HE  =aa — h** — Yyy  : mais  prolon- 
geant H K jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  en  R une  paral- 
lèle CR  à DE,  on  aura  (à  caulè  du  triangle  re&angie 
CRH)  le  quarré  CH%  = bb  — H 1 b y — | -y y — (-  ce  — \-icx 
— Donc  puifque  les  lignes  HE,  HC,  font  rayons  du 
même  cercle,  on  formera  par  la  comparaifon  de  leurs  va- 
leurs analytiques  cette  équation  aa — t-xx — \-yy  = bb 
— i-iby— Vyy — Vcc — h icx — \-xx,  qui , en  effaçant  de 
part  & d’autre  y y — i-xx,  &c  pour  abréger,  faifanc 
—d,  fe  réduit  à celle-ci * y=  . 

Si  l’on  confidere  le  chemin  qu’on  a fiiivi  pour  arriver 
à l’équation  precedente,  on  verra  qu’elierenferme  cette 
condition,  Içavoir  que  les  cercles  décrits  des  centres 
K,  H,  fit  des  rayons  KO,  H C,  Ce  rencontrent  fur  la 
ligne  D E dans  les  mêmes  points  D,  Ei  de  forte  qu’il  * 
ne  refte  plus  qu’à  faire  que  l’angle  K EH  foit  égal  à c 

l’angle  QP  S.  Pour  en  venir  à bout. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  PQja. partie  /Régale  à CB, 

& tiré  QS  parallèle  au  côté  PT,  & terminée  en  S par 

Aaa  ij 
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l’autre  côté  P Si  il  eft  évident  que  le  triangle  rectangle 

EK  H doit  être  femblable  au  triangle  redangle  PQJ  , 

& qu’ainfi , en  nommant  la  donnée  Q_S , /,  on  aura  cecte 
proportion}  EK^aa — Ne*).  KH[y)::  P(£(b  )-QS(f)i 
d’où  l’on  tire  7-=  j ^aa — \-xx  =.  — j—  • Quarrant  cha- 
que membre  pour  ôter  les  incommenforables , & met- 
tant par  ordre  l’égalité , on  trouve  xx  — x 
jont  pune  des  racjnes  fournira  pour 

AK(x)  une  valeur  telle  que  décrivant  un  cercle  dit 
centre  K & du  rayon  ICO,  il  coupera  la  ligne  D E aux 
deux  points  cherchés  D,  E. 

On  peut  trouver  les  racines  de  cette  égalité , félon  les 
articles  }8o.  ou  382,  (Liv.  préced.)  : mais  quoique  les 
méthodes  qu’on  y explique  fbient  trés-fimples  eû  égard 
à leur  généralité,  il  arrive  neanmoins  trés-fouvent  qu’en 
confiderant  avec  attention  la  nature  d’une  queftion  par- 
ticulière, on  trouve  des  conftru&ions  plus  faciles.  Par 
exemple,  on  peut  remarquer  ici,  i°.  Que  fi  par  le  point 
de  milieu  F de  la  ligne  O C qui  joint  Tes  deux  points 
donnés,  on  mene  la  perpendiculaire  F G qui  rencontre 
en  G la  ligne  D E donnée  de  pofition , on  aura  AG  — d ; 
car  nommant  AG,  zj  les  triangles  re&angles  GAO , 

GEC,  donneront  G o'—ZJZ, — i~aa  & GC  =*& — b ^ 

~-+cc — \-b  b,  & comparant  enfemble  ces  deux  valeurs 
qui  doivent  être  égales  er.tr’elles,  puifque  le  point  G 
eft  dans  la  perpendiculaire  F G qui  divife  par  le  milieu 
la  ligne  OC,  il  vient  Z.Z.— Va  a = 2^— fir  s>— j-rc — Vbb, 
d’où  l’on  tire  AG  (zj  — =. d.  i°.  Que  l’égalité 

fy/aa  -\-xx=cd—cx  qui  renferme  les  conditions  du 
Problème , fe  réduit  à cette  proportion}  GK(d.  — x). 
KO  (v'rf,/— +xx  )::  Q^S  ( f ).  A B [c):  de  forte  que  fi  l’on 
Art.  jjo.  décrit  * le  lieu  de  tous  les  points  K tels  qu’ayant  mené 
aux  deux  points  donnés  .G, O,  les  droites  KG,  KO, 
elles  foient  toujours  entr’elles  en  la  raifon  donnée  de 
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O.S  àABi  ce  lieu  coupera  la  ligne  D E au  point  cher- 
ché K.  Ce  qui  donne  la  conftruâion  fuivante  qui  eft 
trés-fimple. 

Par  le  point  de  milieu  F de  la  ligne  0 C qui  joint  les 
deux  points  donnés  ayant  mené  la  perpendiculaire  F G, 
qui  rencontre  en  G la  ligne  D E donnée  de  pofition  ,on 
divifëra  la  ligne  O G au  point  M,  en  forte  que  GM. 
MO-:  QS-  A B.  Et  on  la  prolongera  du  côté  de  G juC 

3u’au  point  N,  en  forte  que  G N.  NO::  QJS.  AB.  Du 
iametre  M N on  décrira  un  cercle  qui  coupera  la  ligne 
DE  en  un  point  K,  duquel  point  comme  centre,  fie  du 
rayon  KO  ayant  décrit  un  cercle;  ce  cercle  rencontre- 
ra la  ligne  D E aux  deux  points  cherchés  D , E. 

Comme  le  cercle  qui  a pour  diamètre  la  ligne  MNy 
coupe  la  droite  D E non  feulement  au  point  K , mais  en- 
core en  un  autre  point  L ; il  s’enfuit  qu’on  peut  fe  fervir 
du  point  L de  meme  que  l’on  a fait  du  point  K , pour 
trouver  fur  la  ligne  DE  deux  autres  points  qui  fatisfe- 
ront  également,  & qu’ainfi  cette  queftion  peut  avoir 
deux  differentes  folutions. 

Si  l’angle  DCE  devoir  être  droit  auffi-bien  que  l’an- 
gle D 0 E , il  eft  clair  que  QS  (/)  deviendrait  nulle , 2c 
qu’ainfi  l’égalité  fy'aa— \-xx=c d— e x fe  changerait 
en  celle-ci  cd—cx  = o,  d’où  l’on  tire  x = di  c’eftidire 
que  le  centre  K tomberait  alors  fur  le  point  G.  Et  fi  le 
point  B tomboit  fiir  le  point  A , l’égalité  fy'aa — \-xx 
z=.cd—cx  fe  changerait  en  celle-ci  fy'aa — \-xxz=,*^~  , 
en  mettant  pour  cd  fa  valeur  — — ttdc  t & effaçant  en- 
fuite  les  termes  où  c ( qui  devient  en  ce  cas  nul  ) fe  ren- 
contre ; d’où  l’on  voit  que  dans  ce  cas , fi  du  point  O 

comme  centre,  & du  rayon  O K—  “~~f-  on  décrit  un 

arc  de  cercle,  il  coupera  la  ligne  DE  au  point  cherchée. 
Ceci  s’accorde  parfaitement  avec  les  articles  66.  67.68. 
du  Livre  fécond,  & la  conftrudion  generale  peut  fèr- 
vir  à trouver  tout  d’un  coup  dans  une  Ellipfe  dont 

Aaa  iij 
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deux  diamètres  conjugués  font  donnés,  deux  autresdia. 
métrés  conjugués  qui  faflènt  entr’eux  un  angle  donné  j 
ce  qui  dans  l’art.  6j.  avoit  été  renvoyé  ici. 

Exemple  IV. 

Fie.  Z4j.  43  *>•  Trois  points  A,  B,C,  étant  donnés,  en  trou- 
ver un  quatrième  M , duquel  ayant  mené  à ces  points 
les  droites  MA,  MB , MC;  les  différences  de  l’une 
d’elles  aux  deux  autres  foient  données. 

Cetce  queftion  eft  fufceptible  de  trois  difïêrens  cas. 
Car  ou  les  trois  lignes  MA,  MB,  MC,  font  toutes 
égales  entr’elles  ; ou  il  y en  a feulement  deux  qui  loient 
égales  entr’elles  ; ou  enfin  toutes  les  trois  font  inégales 
entr’elles. 

Premier  cas.  Lorfque  les  trois  lignes  M A ,M  B ,MC% 
font  égales  entr’elles  * ou  ce  qui  eft  la  même  chofe  lorfl 
que  les  deux  différences  données  font  nulles.  Il  eft  clair 
que  le  point  cherché  M fera  le  centre  du  cercle  qui 
paflê  par  les  trois  points  donnés  A,  B ,C. 

Fia.  14  6.  Second,  cas  Lorlque  deux  des  trois  lignes  MA,  MB, 

M C , comme  M A , M B,  doivent  être  égales  entr’el  les  -, 
ou  ( ce  qui  eft  la  même  chofe  ) lorfqu’une  des  différen- 
ces données  eft  nulle. 

Ayant  tiré  du  point  donné  C , la  perpendiculaire  CO 
fur  la  lignes  qui  joint  les  deux  autres  points  donnés  A, 
i?;du  point  M que  l’on  fuppofe  être  celui  qu’on  cherche, 
ayant  mené  les  droites  MP,  M Q,  parallèles  à CO,  OB ; il 
eft  clair  que  A P fera  égale  à PB,  puifi^ue  AM  doit  être 
égale  à MB.  Nommant  donc  les  données  AP  ou  PB,  a j 
O P , b;  OC,  c;  AM— MC,  fi  & les  inconnues  AM,  ^ 
PM  ,y;  les  triangles  rectangles  AP  M , M QC , don- 
neront ces  deux  égalités  zj^=aa  -\-yy,  & K.K~ 

— + ff  = c c — i cy  — y- y y — l-  b b ; d’où  en  retranchant  par 
ordre  chaque  membre  de  la  féconde  de  ceux  de  la  pre- 
mière, il  vient  ifz^—ff—aa  — cc—y- 1 cy  — bb,  qui  fè 
réduit  à cette  proportion  sç.  y — H ;;  c,f 

De  là  on  tire  la  conftruction  fuivante. 
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Soit  menée  par  le  point  de  milieu  P de  la  ligne  AB, 

, la  perpendiculaire  PD—  _ Soit  divifée 

l’hypothenufe  A D prolongée  du  côté  qu’il  fera  necef- 
faire  , aux  points  £ , £ J en  forte  que  AE.  ED::  c.  f,  8c 
AF.  F D ::c.  f Du  diamètre  EF  lbit  décrit  un  cercle  > 
il  coupera  la  ligne  PD  au  point  cherché  M. 

Car  ayant  mené  la  droite  MA , il  eft  clair  par  la 
propriété  du  cercle  EM  F,  * que  AM  (^.).  M D * Art.  jjo. 
( y — j : : c.  f i & par  la  propriété  de  la  per- 
pendiculaire PM,  que  zjj=aa — Yyy.  Or  comme  ces 
deux  équations  renferment  les  conditions  du  Problème, 
il  s’enfuit  8cc. 

Si  par  l’autre  point  N , où  la  ligne  D P rencontre  la 
circonférence,  on  mene  lés  droites  NA,  N P,  NC> 
les  deux  NA,  NB,  feront  égales  entr’elles,  & la  dif- 
férence de  chacune  de  ces  deux  droites  à la  croifiéme 
NC  fera  égale  à la  donnée /b  de  forte  que  le  point  N 
fatisfait  auffi,  mais  avec  cette  différence  que  AtCeft  la 
plus  grande  des  trois  droites  NA,  NB,  NC,  au  lieu 
que  AfCell  la  plus  petite  des  trois  MA,  MB,  MC. 

On  peut  encore  refoudre  ce  fécond  càs  fans  aucun  Fie.  147. 
calcul.  Je  füppofe  comme  auparavant  que  M foit  le 
point  cherché,  & ayant  tiré  les  droites  MA,  MB,  MC, 
je  décris  du  centre  C,  8c  du  rayon  C D=  MA — MC, 
un  cercle  D EK  F H.  Du  point  D où  la  ligne  M C ren- 
contre ce  cercle , je  mene  aux  deux  points  donnés  A,  B, 
les  droites  DA,  DB  qui  rencontrent  le  cercle  aux  points 
E,  Fi  par  où  je  tire  les  rayons  EC,  CF,  8c  la  corde 
FF.  Cela  fait,puifque  MC — YCD  ou  M D — M A , 

8c  que  les  lignes  CD,  CE,  font  rayons  d’un  même  cer- 
cle, les  triangles  DM  A,  DCE,  feront  ifbfcellesj  8c 
par  confequent  fèmblables  parce  que  l’angle  en  D eft 
commun  : c’eft  pourquoi  les  lignes  Cf,  MA,  feront  pa- 
rallèles. On  prouvera  de  même  que  les  lignes  C F,  MB, 
feront  aulfj  parallèles  > ce  qui  donne  DA.  DE::  DM. 

DC  ::  DB.  DF.  Et  de  là  on  voit  que  toute  la  difficulté 
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fe  réduit  à trouver  fur  la  circonférence  du  cercle 
D E K F H , le  point  D tel  qu’ayant  mené  les.droites 
DA,  DB , qui  rencontrent  la  circonférence  aux  points 
E , F>  la  corde  EF  foit  parallèle  à la  ligne  AB.  Or 
cela  fe  peut  faire  ainfi. 

Ayant  décrit  du  point  C un  cercle  qui  ait  pour  rayon 
une  ligne  CD  — AM  — MC , & tiré  A C qui  rencon- 
tre ce  cercle  aux  points  K,  H i on  prendra  fur  AB  la 
partie  A G quatrième  proportionnelle  à AB , AH,  AKi 
& on  mènera  du  point  G la  tangente  G £ au  cercle 
ED  H F K.  Ayant  mené  parle  point  touchant  £ la  li- 
gne A E qui  rencontre  le  cercle  au  point  D , on  tirera 
DC,  fur  laquelle  on  prendra  le  point  M tel  que  DM. 
DC  ::  D A. 'D  £.  Je  dis  qu’il  fera  celui  qu’on  cherche. 

Car  parla  propriété  du  cercle  DEKFH  le  re&angle 
Fi  A*  AK.  — D A*  A Ei  Et  par  confequent  B A.  AD:: 
AE.  AG:  c’eft  pourquoi  les  triangles  DAB , GAE% 
qui  ont  l’angle  en  A commun , & Tes  côtés  autour  de 
cet  angle  réciproquement  proportionnels,  feront  fem- 
blables.  L’angle  AEG  fera  donc  égal  à l’angle  A BD » 
mais  cet  angle  AEG  étant  fait  par  la  tangente  £ G 8c 
par  la  corde  D E prolongée  du  côté  de  £,  a pour  me. 
fore  la  moitié  de  l’arc  D E.  Il  lèra  donc  égal  ( en  tiranc 
par  le  point  F où  la  ligne  D B rencontre  la  circonféren- 
ce , la  corde  £ F ) à l’angle  DFEi  8c  par  confequent  les 
lignes  FEj,  AB , feront  parallèles  entr’elles.  Or  par  la 
conftruâion  D C.  D M : : DE.  E A-.:  DF.  F B.  Les 
triangles  DMA , D MB  y feront  donc  ifofcelles}  puifo 
que  les  triangles  DCE,  DCF,  qui  leur  font  fèmbla- 
bles  font  ifofcelles.  Les  lignes  A M,  MB,  feront  donc 
égales  chacune  à D M,  & par  confequent  entr’elles  ; fie 
de  plus  AM  ou  DM  fùrpaflèra  M C de  la  grandeur 
donnée ‘CD.  Et  c’eft  ce  qui  étpit  propofe. 

Pi«.  148.  Troijîéme  c*t.  Lorfque  les  trois  lignes  MA,  M D , 
’ M C,  font  inégales  entr’elles.  Du  point  donné  C , je 
mene  la  perpendiculaire  C G fur  la  ligne  AB  qui  joint 
les  deux  autres  points  donnés;  & du  point  M,  que  je 

fuppofç 
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fuppofè  erre  celui  qu’on  demande , les  perpendiculaires 
M P,  MJ^lur  les  lignes  AB , CO.  Je  n«mme  les  don- 
nées A O,  ai  0 B , bi  CO,c',AM—MB,d > AM  MC,  fi 
& les  inconnues  OP,  x>  PM,  y > AM,  z.:  ce  qui 
donne  AP  — a—\- x , B P — b — x , C Q=c  — y , B M 
=zzj—d,  CM—Zr~f-  Par  *e  moyen  des  triangles  rectan- 
gles A PM , BPM,  C QM , je  trouve  les  trois  équations 
fui  vantes;  la  première,  z^z.—  aa — Yzax — Kv.v — 1 -yyi  la 
deuxième,  z^-idz;-Ydd=zbb—ibx—i-xx — Yyy  ; la  troifié- 
me , zy^-zfi^-\-ff=.cc—zcy — \-yy — Yxx  ; & retranchant  par 
ordre  les  membres  des  deux  demieres  de  ceux  de  la  pre- 
mière, je  forme  une  quatrième , & une  cinquième  équa- 
tion; Ravoir  la  quatrième,  1 dz^-dd=aa—bb — Yiax — K bx, 
& la  cinquième,  zfz^ff=aa—cc — Yiax — \-icyjc  mets  dans 
la  première  équation  à la  place  de  y y le  quarré  de  la  va- 
leur dey  trouvée  par  le  moyen  delà  cinquième  ; & enfuire 
à la  place  de  « fa  valeur  trouvée  par  le  moyen  de  la  qua- 
trième, & à la  place  de  xx  le  quarré  de  cette  valeur  : 
ce  qui  donne  enfin  une  égalité  où  il  n’y  a plus  d’incon- 
nues que  la  feule  «qui  ne  monte  qu’au  quarré.  C’eft 
pourquoi  on  la  pourra  toujours  refoudre  en  n’employant 
que  des  lignes  droites  & des  cercles , comme  l’on  a en- 
feigné  dans  les  articles  380,  ou  381  ( Liv.  préced.  ) Or 
ayant  la  valeur  de  l’inconnue  il  eft  facile  de  trouver 
le  point  cherché  M ; car  il  fera  dans  l’interfèCUon  de 
deux  arcs  de  cercle,  dont  l’un  aura  pour  centre  le  point 
A,  & pour  rayon  la  ligne  A M ( ^)  ; 2c  l’autre  pour  cen- 
tre le  point  B , & pour  rayon  la  ligne  BM  (z  — d).. 

On  voit  afies  c^u’en  achevant  le  calcul , on  feroit  ar- 
rivé à une  égalité  du  deuxième  degré  qui  aurait  renfer- 
mé dans  fes  termes  des  quantités  trés-compofces  5 de 
forte  que  pour  les  réünir  fous  des  expreilions  fimples  , 
comme  le  demandent  les  articles  380* &:  381,  on  auroic 
befoin  d’un  grand  nombre  d’operations  ; ce  qui  rendrait 
la  conftruclion  très-longue.  C’eft  pourquoi  on  fè  fervira 
moyen  de  laquelle  on  réduit  ce  cas  au 

Bbb 
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Fie.  149.  Les  deux  droites  AB,  AC,  qui  joignent  les  points 
donnés  étant*  divifées  par  le  milieu  aux  deux  points 
D , F , & ayant  mené  du  point  M que  je  fuppofe  être 
celui  qu’on  cherche,  les  perpendiculaires  MP,  M Q^, 
fur  ces  deux  lignes  ; on  nommera  les  données  AB,  x ai 
BC,  i bi  AM -MB,  ici  AM— MC,  i^;&les  in- 
connues DP,xi  F Q^y.  Celapofé,  fi  l’on  nomme  ula. 
fomme  inconnue  des  deux  droites  AM,  B M 'Aa.  plus 
grande  AM  fera  t—yc  &c  la  moindre  B M fera  / — c. 
Or  les  triangles  re&angles  A PM,  B PM,  donnent 
PM — AM — AP'—BM1 — BP1  c’eftà  dire  en  ter- 
mes analytiques  tt — l-zcf — Ycc—aa  — lax— xx  — tt 

— i et — \-cc  — aa — yiax  — xx,  d’où  l’on  tire  tz=.  " i 

& par  confequent  AM[t — hr)=r  — — yc.  On  trou- 
vera de  même  par  le  moyen  des  deux  triangles  reélan- 
gles  AQM , CQJM , que  A M=  ^ — ydi  ce  qui  , en 
comparant  enfêmble  les  deux  valeurs  de  AM,  donne 
cette  équation  " — Yc  — ^ —yd,  ou  “ — ^ — yd  — c 

— ^ — h f,  en  faifant  pour  abréger  d—c—f  D’où  il  eft 

clair  que  le  point  cherché  M doit  être  tel  qu’ayant 
mené  les  perpendiculaires  MP,  M Qj  fur  les  deux 

droites  A B,  AC>  on  ait  cette  équation  y = ~ — y ft 
ou  ce  qui  revient  au  même  cette  proportion  x. 
y—f^::b.  y . Or  cela  fuffit  pour  trouver  la  conftruc- 
çion  fuivante. 

Ayant  joint  les  points  donnés  par  les  deux  droites 
A B,  AC,  & diviie  ces  droites  par  le  milieu  aux  points 
D , F j on  prends  fur  A C du  côté  du  point  A la  pa  rtie 

FK=f  i êc  ayant  tiré  fur  AB,  AC,  les  perpendi- 
culaires DO,  K S-,  qui  fe  rencontrent  au  point  i-f 
on  mènera  dans  l’angle  0 H S la  droite  H M qui  foie 
le  lieu  des  points  M,  tels  qu’ayant  tiré  de  chacun  d’eux 
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les  perpendiculaires  M 0 , M R,  fur  les  côtés  HO  ,HSi 
la  droite  MO  loir  toujours  à la  droite  MR  , en  la  rai- 

fon  donnée  de  b à ^ . Enluite  l*on  tirera  A E perpen- 
diculaire fur  H M , & l’ayant  prolongée  en  G en  forte 
que  £ G foit  égale  à.  A E,  on  trouvera  par  le  fécond  cas 
le  point  M , tel  qu’ayant  mené  les  droites  MA,  MG, 

MCi  les  deux  MA,  MG,  foient  égales  entr’elles,  & 
la  différence  de  M A à MC  foie  la  donnée  1 d.  Je  dis 
qu’il  fatisfera  à laqueftion. 

Car  par  la  propriété  de  la  droite  H M , on  aura  tou- 
jours MO  ou  DF{x).  AIR  ou  QK  (7"-+-  j)  . 

& par  conlèquent  le  point  M fe  doit  trouver  dans  cette 
ligne.  Il  fera  donc  également  éloigné  des  points  A,  G» 
mais  de  plus  la  différence  de  AM  à MC  doit  être  la 
donnée  id.  Donc  &c. 

R E M A R Q^U  E. 

435-  S.  au  lieu  que  dans  cet  exemple , les  deux  diffé- 
rences de  l’une  de  ces  trois  droites  MA  ,MB,  MC,  aux 
deux  autres  font  données  ; on  vouloir  à prelènt  que  ce  fufi 
lent  les  deux  fommes  de  l’une  de  ces  droites  avec  chacune 
des  deux  autres,  ou  bien  la  Ibmme  de  l’une  d’elles  avec 
une  autre  & la  différence  de  la  même  avec  la  troifiéme  : 
la  queftion  n’en  deviendroit  pas  plus  difficile  , & on 
pourroit  toujours  la  relôudre  par  les  mêmes  métho- 
des. Ce  que  je  n’expliquerai  point  en  detail , afin  de 
laiilèr  quelque  choie  à l’induftric  des  Le&eurs. 

m 

Corollaire  I. 

434-  D e la  on  voit  comment  on  peut  décrire  un 
cercle  qui  touche  trois  cercles  donnés. 

Car  foient  les  points  A , B ,C,  les  centres  des  cercles  Tig. 
donnés,  & le  point  M celui  du  cercle  qu’on  cherche, 
lequel  touche  les  cercles  donnés  aux  points  D , E,  F , 
du  côté  que  l’on  voit  dans  la  figure.  Soient  les  rayons 
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des  cercles  donnés  AD— a,  B E—b , CF— Ci  & le 
rayon  du  cercle  qu’on  cherche  MD  ou  ME  ou  MF 
■ — r Cela  pofé,  on  aura  AM—z^ — ïa,MB=z^-+by 
M C=  c ! & partant  A M—  MB  — a — b , MB— MC 

— b c,  A M—M  C=a — \-c.  D’où  il  eft  évident  que 

la  queftion  fe  réduit  à trouver  un  point  M,  duquel 
ayant  mené  aux  trois  points  donnés  A,  B,  C,  les  droi- 
tes MA , MB , MC,  leurs  différences  l'oient  données. 

Corollaire  II. 

.•  43 5-  De  la  on  tire  encore  la  maniéré  de  décrire 
une  Seétion  conique  qui  ait  pour  foyer  un  point  donné 
F , qui  paflé  par  deux  autres  points  donnés  B,  C,  Sc 
qui  touche  une  ligne  droite  D E donnée  de  polîtion. 

On  doit  diftinguer  ici  deux  différens  cas,  dont  le  pre- 
mier eft,  lorfque  les  trois  points  donnés  F,B,C,  tom- 
bent du  même  côté  de  la  droite  indéfinie  D b > Sc  le  fé- 
cond lorlqu’ils  tombent  de  part  Sc  d’autre. 

Premier  car.  Ayant  mené  F D perpendiculaire  for 
D E ,&c  l’ayant  prolongée  en  A en  iorte  que  DA  foie 
égale  i DF  i on  tirera  les  droites  F B , FC.  On  trou- 
vera le  point  M tel  que  la  différence  de  AM  Sc  li  ML 
foit  égale  à F B,  Sc  celle  de  A M Si  M C égale  à F C.  On 
décrira  enfuite  * une  Seétion  conique  qui  ait  pour  lés 
deux  foyers  les  points  F , M , Sc  pour  l’axe  qui  paflé  par 
les  foyers  une  ligne  égale  à A M.  Je  dis  qu'elle  fera  cel- 
le qu’on  cherche. 

Car  i°.  Le  point  E où  la  ligne  AM  rencontre  la 
droite  DE  eft  à la  Seétion,  puilque  FE  étant  égale  à 
A E,  on  aura  dans  l’Ellipfe  la  femme  des  droites  F £ 
FM , Sc  dans  l’Hyperbole  la  différence  égale  à l’axe  qui 
paflé  par  les  foyers  -,  Sc  par  la  meme  raifen  les  points 
B , C,  feront  aufli  dans  la  Section.  20.  Parla  conftruc. 
tion  les  angles  FE  D,  DEA , font  égaux  entr’eux  } Sc 
par  confequenc  la  ligne  fDcft’  tangenre  en  E. 

Il  faut  remarquer  dans  ce  cas  que  iorlqu’on  cherche 
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le  foyer  M du  meme  côté  du  foyer  donné  F par  rap- 
port à ligne  DE,  la  Seélion  qu’on  trouve  eft  une  Ellip- 
lè  ; au  lieu  qu’elle  fera  une  Hyperbole  ou  deux  Hyper- 
boles oppolees,  lorfqu’onle  cherchera  de  l’autre  coté. 
Second  cas.  11  eft  évident  que  dans  ce  dernier  cas  il  ne 

Îeut  y avoir  d’Ellipfe  qui  fatisfalïè,  mais  feulement  deux 
lyperboles  oppolées.  Pour  les  trouver  -,  ayant  mené 
comme  dans  le  premier  cas  F D perpendiculaire  fur 
DE,  & l’ayanc  prolongée  en  ^en  force  que  I)  A foie 
égale  kDF  i on  cherchera  le  point  M tel  que  la  fomme 
de  AM  & BM  foie  égale  à la  donnée  F B,  & la  différen- 
ce de  AM  & MC  loit  égale  à la  donnée  F C.  On  décri- 
ra enfin  deux  Hyperboles  oppolées  qui  ayent  pour 
foyers  les  deux  points  F,  M,  5c  dont  le  premier  axe 
loit  égal  à AM.  Je  dis  qu’elles  ont  les  conditions  re- 
quilés. 

Car  i°.  Le  point  E , où  la  ligne  AM  rencontre  la  li- 
gne DÉ,  fera  à l’une  de  ces  deux  Hyperboles,  puilque 
/"fêtant  égale  à A E,  la  différence  des  droites  F h,  ME, 
fera  égale  a A M valeur  du  premier  axe  ; & par  la  mê- 
me raifon  les  points  B,  C,  feront  à ces  Hyperboles.  i°. 
La  ligne  DE  fera*  tangente  en  £,puifque  par  la  con- 
ftruction  les  angles  AED , DEF , (ont  égaux entr’eux. 

Si  le  point  Ctomboit  du  meme  coté  du  point  B par 
rapport  à la  ligne  DE,  la  fomme  des  deux  droites  AM 
& MC  feroit  égale  à la  donnée  FCi  au  lieu  que  c’eft 
la  différence  lorlque  les  points  B,  C,  tombent  de  parc 
& d’autre  delà  ligne  DE,  comme  l’on  a fuppole  dans 
• cette  figure. 

Si  l’on  propofoit  de  décrire  une  Section  conique  qui 
eût  pour  foyer  un  point  donné,  pour  tangentes  deux  li- 
gnes données  de  pofition , & qui  paffat  par  un  autre  point 
donné  -,  on  trouveroit  par  le  moyen  de  c es  deux  lignes 
deux  points  comme  l’on  vient  de  faire  le  point  A,  def- 
quels  ayant  mené  deux  droites  qui  aboutifléne  à l’autre 
foyer  qu’on  cherche, elles  doivent  être  égales entr’elles, 
& leur  différence  ou  leur  fomme  avec  celle  qui  parc  du 
. B b b iij 
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point  où  doit  pafler  la  Section  & qui  aboutit  au  même 
foyer,  fera  toujours  donnée:  de  forte  qu’on  pourra  toû- 
jours  reibudre  la  queftion  par  le  moyen  de  l’Exemple 
précèdent,  & de  fa  Remarque.  Enfin  s’il  falloir  décrire 
une  Section  qui  touchât  trois  lignes  données  depofition, 
& qui  eût  pour  foyer  un  poinc  donné  ; on  trouverait  par 
le  moyen  de  ces  trois  lignes  trois  points  comme  l’on  a 
. fait  le  point  A par  le  moyen  de  la  ligne  D E dans  les 
deux  cas  précedens,  & le  centre  du  cercle  qui  pailèroit 

f>ar  ces  trois  points , ferait  l’autre  foyer  de  la  Seétion , 
aquelle  aurait  pour  premier  axe  une  ligne  égale  au  rayon 
de  ce  cercle. 

On  doic  obferver  dans  tous  ces  differens  cas,  que  file 

fioint  cherché  M étoit  infiniment  éloigné  du  point  F S 
a Section  deviendrait  alors  une  Parabole  dont  les  dia- 
mètres ièroient  parallèles  aux  lignes , qui , continuées  à 
l’infini , aboutiraient  au  point  cherché. 

Exemple  V. 

Fig.  Z53.  436.  \Jne  Parabole  N CS  étant  donnée  avec  un 

de  fes  arcs  MN>  trouver  un  autre  arc  RS  qui  loit  à 
l’arc  M N , en  raifon  donnée  de  nombre  à nombre. 

• Ayant  prolongé  l’axe  de  la  Parabole  du  côté  de  fon 

origine  C jufques  en  A , en  forte  que  CA  foit  égal  à la 
moitié  de  ion  paramètre, & décrit  une  Hyperbole  équi- 
latere  E A E qui  ait  pour  centre  le  point  C & pour  la 
moitié  de  fon  premier  axe  la  ligne  CA',  on  mènera  pa- 
rallement  à l’axe  C A les  droites  MB,  N E , R D , S F,  • 
qui  rencontrent  le  fécond  axe  aux  points  H,  Z,K , O , 
& l’Hyperbole  aux  points  £,E,D,F,  defqucls  on  ti- 
rera fur  les  Afymptotes  les  perpendiculaires  BP , E £? , 
D G , FJ.  Cela  fait,  il  eft  vifible  que  le  re&angle  AC*MN 
* Art.  14  S.  ou  Me  T rapefe  hyperbolique  H B EL  eft  égal  au  Se&eur 
hyperbolique  CBE  plus  le  triangle  CLE  moins  le  trian- 
gle CHB  ; &cde  même  que  A C*  RS  = CDF-+COF 
— CKD.  Or  fuppofant  que  la  raifon  donnée  de  l’arc 


\ 
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M N i l’arc  R S foit  comme  m eft  à n , les  letrres  m SC 
n expriquent  des  nombres  entiers  quelconques  ) on  aura 
par  la  condition  du  Problème  AC*MN  ou  CBE 
-+CLE  — CHB.AC*RS  ou  CD  F — h CO  F — CKD  : : 
m.  n,  & par  confequent  nCBE — VnCLE — nC  Fi  B 

— mCD  F — h mC  O F—  mC  K D.  Si  donc  l’on  nomme 
les  données  CP,  bi  C Q^ci  l’inconnue  CG,  x i Se  qu’on 

prenne  C/=*V  il  eft  clair*  que  le  Seéteur  hyper-  * Art.  1ZJ. 

bolique  CBE.  CDF  qu’ainfi  nCBEr=m  CD  Fi 

d’où  l’on  voit  que  l’égalité  précédente  fe  change  en  cel- 
le-ci nC  LE-  nCH  B — mCOF—mCKD  qui  ne 
renferme  plus  d’elpaces  hyperboliques,  mais  fèulemenc 
des  triangles  reétangles  dont  il  s agit  maintenant  de 
trouver  les  valeurs  analytiques. 

Les  droites  CP , H B,  forment  en  s’entrecoupant 
au  point  #Tdeux  triangles  rectangles  VHC,  VP  B , qui 
font  femblables ; puifque  les. angles  en  tétant  oppolés 
au  fommet  font  égaux  j ce  qui  donne  FiV.  C V::  VP. 

VB,  & en  multipliant  les  extrêmes  5c  les  moyens 
FiV*.VB—CV*VP.  De  plus  à caufe  de  l’Hyperbole 
cquilatere  EAF , l’angle  VCAouCVH*  eft  demi 
droit,  Se  par  confequent  le  triangle  rectangle  C FI  V III, 
eft  ifofcelle,  auflî-bien  que  fon  femblable  VP  B , ce  qui 
donne  VP=PB , CH—HV , & Cv'=C  H -F  H v" 
~iH~v\  Donc  le  quadruple  du  triangle  rectangle 
CFIB,  c’eft  à dire  iCHxHB  = iFIV xpiV  — \-VB^ 

— 1ffîl^lHV*VB=CV£+iCr*VP=Cv] 

-+1CVX  VP-+  VP1-  VPX  CP'—PB\  puifque  CV% 

t c Vx  VP  — + V P'  eft  le  quarré  de  C V-+  VP  ou 
de  CP.  Et  par  confequent  le  triangle  CHB='~  CP 
i ~p]i  . On  prouvera  de  même  que  le  triangle  C LE 

— i.  rV/  | q t\  que  le  triangle  CK  D—  { CGm 

— ^ G f)\ Se  enfin  que  le  triangle  CO  F—\C  1 — \lF . 

C'eft  pourquoi  nommante  la  puiflance  de  l’Hyperbole, 


t 
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on  aura  le  triangle  CHB=z\  b b — le  triangle 

CLü—lcc  — ~ , le  triangle  CKD  = ; ^ , le 

* Art.  iot.  triangle  CO  F = " v£  - V £ s puifque  * />2? 

— " Q p — -,  TF—  — ]/-:&  mettant  ces  valeurs 

— 4 » *S-  c ’ * <* 

à la  place  des  triangles  qu’elles  expriment  dans  l’égalité 
nC L E — nC H B-=-mCO F —mC KD , on  en  formera 

celle-ci  '-n*cc—  — —bb—\-  ^ — -mxxxy  — —V  jn 


_Xx—+  — qui  le  réduit,  en  opérant  félon  les  réglés 
ordinaires  de  l’Algebre , à cette  égalité  dij  deuxieme 


degré  x 4- 


xx — f-  V =*,  donc 

mbbtc*Vc-’ — V‘” 


la  refolution  doit  fournir  pour  CG  ( x ) une  valeur  telle 
qu’en  prenant  CI^=x\~,  & tirant  les  perpendicu- 
laires G D , IF,  qui  rencontrent  l’Hyperbole  équilate- 
re  aux  points  D , Fi  l’arc  RS  que  les  parallèles  DR  , 
FS  à.  l’axe  coupent  fur  la  Parabole , fera  à l’arc  M N 
en  la  raifon  donnée  de  j i ». 

Il  eft  à propos  de  remarquer , i°.  Que  le  fécond  terme 
de  cette  égalité  eft  toujours  négatif,  parce  que  CQ(r) 
furpafte  CP  ( b );  & qu’ainfi  ces  deux  racines  fetont  toutes 
deux  vraies  ou  toutes  deux  imaginaires  ,lèlon  que  la  moi- 
tié de  la  grandeur  connue  au  lecond  terme  eft  plus  gran- 

de  ou  moindre  que aa\  — racine  quarree  du  dernier 
terme  : ce  qui  eft  une  fuite  de  la  refolution  des  égalités 
du  fécond  degré.  i°.  Que  CG  (xx ) étant  une  des  ra- 
cines de  cette  égalité , IF  en  fera  l’autre.  Car  puifque 
» Art.  101.  CI—xÿ  -, , il  s’enfuit  * que  7f=“Vp'  Or  on  fçaic 


que  le  dernier  terme  d’une  égalité , eft  le  produit  de  (es 

* btn 

racines.  Si  donc  on  divife  le  dernier  terme  a*  \ — de 

1 

l’égalité 
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l’égalité  precedente,  par  le  quarré  CG*  (xx)  que  l’on 
fuppofe  être  l’une  de  fes  deux  racines  i l’autre  fera 

*—  1 — qui  eft  le  quarré  de  FJ.  D’où  l’on  voit  que  fi  l’on 

{>rend  fur  les  deux  Afymptotes  les  parties  CG  ,CT,  éga- 
es  aux  deux  racines  de  l’égalité  précédente  ; & qu’ayant 
tiré  les  parallèles  GD , TF , aux  Afymptotes,  on  mene 
par  les  points  D,F,  où  elles  rencontrent  l’hyperbole 
équilatere  F.  AF,  les  parallèles  D R , F S,  à l’axe  : elles 
couperont  fur  la  Parabole  l’arc  cherché  RS. 

Si  m=n  , l’équation  generale  le  changera  en  celle-ci 

bbcc—<iA  â.*bb  , . ,N  * r 

* — xx — h — — o3  dont  les  deux  racines  four- 


Biffent  CG{x)—b  — CP,  & CT(x)=~  = QJ> 
d’où  il  fuit  qu’on  trouve  par  leur  moyen  un  arc  RS , 
femblablement  pôle  de  l’autre  coté  de  l’axe,  par  rap- 

Îiort  à l’arc  M N.  Or  comme  l’on  fçair  d’ailleurs  * que 
es  deux  arcs  RS,  M N , étant  femblablement  pofés  de 
part  & d’autre  de  l’axe  font  égaux  entr’eux,  cela  fèrtà 
confirmer  les  raifonnemens  que  l’on  vient  de  faire.  De 
là  il  eft  aifé  de  conclure  qu’un  arc  parabolique  M N 
étant  donné , on  n’en  peut  trouver  aucun  autre  R S qui 
foit  plus  proche  ou  plus  éloigne  de  l’origine  C de  l’axe 
& qui  lui  foit  égal  ; lans  fuppofer  la  quadrature  de  quel- 
que Sedeur  hyperbolique  , ou  (ce  qui  revient  au  même) 
la  redification  de  quelque  arc  parabolique. 

* Si  m=.  1 Scn=i,  on  aura  x*~  ** — h = 0; 


& fi  m = 1 & n — 3 , ou , ce  qui  eft  la  même  choie,  fi 
l’arc  R S doit  être  à l’arc  M JJ  comme  3 eft  à 1 , on 


trouvera  x4- 


$J4 jStffxAff — à * 

1 e,—uct~ 


tx—+  — 0 ; & la  re- 


lolution  de  ces  égalités  fournira  celle  du  Problème.  Il 
en  eft  de  même  des  autres  valeurs  de  m & n. 

M.  Bernoulli  célébré  Profelïèur  des  Mathématiques  à 
Groningue,  a relolu  le  premier  ce  Problème  d’une  ma- 
niéré differente  de  celle-ci.  On  peut  voir  ce  qu’il  en  dit 
dans  les  Ades  de  Leipfic  de  l’année  169 8.  p.  161. 
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Exemple  VI. 

437-  U N angle  BAC  étant  donné  avec  un  point  D 
Fie.  z j 4.  au  dedans  de  cet  angle  * décrire  un  cercle  qui  pafle par 
le  point  donné  D , qui  touche  le  côté  AB  en  quelque 
point  P , & qui  coupe  fur  l’autre  côté  A C une  parue 
O C égale  à une  ligne  donnée  1 a. 

Ayant  fuppofé  le  Problème  refolu,  on  mènera  du 
point  donne  D,  la  ligne  DA  qui  palTe  par  le  lommet  A 
de  l’angle  donné , la  ligne  D P qui  pâlie  par  le  point 
touchant  P & rencontre  en  H le  côté  AC  prolongé  , 
la  ligne  DE  parallèle  à AC,  & la  perpendiculaire  DB 
fur  le  côté  A B : 8c  ayant  divifé  la  partie  interceptée 
O C-(  l'a  ) parle  milieu  en  Qj  on  nommera  les  incon- 
nues A P,  xi  A D H , t -,  & les  données  A E,  m» 
AB,p  BD,bi  DE, fi  A D , n.  Cela  fait,  on  aura  par 
la  propriété  du  cercle,  AP  (xx  ) = C Ax  AO  ou  A 
( ÇjO  — OP*  (aa) , & partant  x x — \-aa.  Déplus 

les  triangles  femblables  P ED  , PAH , donnent  A E 

{m).  AP(x)::  DH  {t).  HP=^.  Et  PE{m  — x). 
ED{f)  ::  AP  (*).  AH=-£-x.  Donc  H 
-+  -f*-*  Sc  C H x HO  ou 

ffxx  ifxr  ffxx 

— f — -,  — a a — x x — 1-  — — — 1-  — — -i  ( en  mettant 

pour  3^1  fa  valeur  xx — | -aa)—  DHxhP  (,~'j  par  la* 
propriété  du  cercle  ; c’eft  à dire  qu’en  divilànt  par 
on  aura  cette  égalité  x ===\  — - . Or 

° m—x  m— je  m 


PD  ou  DH  — HP—  ~~~~  > & ( à caulê  du  triangle 
reftangle  DBP)  fon  quarré  mmr‘  — xx — ig*- 

' — — \-bb-=.xx — zgx — \-nrt  en  mettant  pour  b b — l-gg 

r 1 n « ii  tt  mxx—irmx  } -rnttn 

la  valeur  nm  dou  Ion  tire  - — — — »—  znv: 


& multipliant  par  m—x , 


! 
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ffx  * 

tranlpofimt  le  terme  ■==-, , il  vient  mx  — x x — h 1/^ 

mxx—‘igrnx*—ffx-+-mr)r$  mxx—~mmx~nux-\-mtm  puifqyg  4 

caufe  du  triangle  reétangle  DEB  ontrouvef  =66— t-gg 
— igm — \-mm  — nn  — igm — Ymm:  c’eft  à dire,  parce 
quela  divifion  fe  faitaujufte , mx—xx—\-rfzj=~~m  x 
— Ynn  ou  ifz^=xx — 1 mx — \-nn.  Quarrant  enfin  cha- 
que membre,  & mettant  pour  :^fa  valeur  xx — Yaa, 
on  aura  cette  égalité 

je4— 4 mx' — Y\mmxx—\mmx — Yn*  —o 

-4/  “4  **/ 

— h ittn 

qui  eft  du  quatrième  degré , & dont  les  racines  que  l’on 
trouvera  par  le  moyen  d’un  cercle  & d’une  Parabole 
donnée  ou  de  telle  autre  Se&ion  conique  qu’on  voudra 
doivent  fournir  pour  A P {x)  des  valeurs  telles  q*e  me- 
nant r M perpendiculaire  fur  A P,  tirant/’ D , & fai- 
fant  l’angle  PDMé gai  à l’angle  DPM,  le  point  M,  où 
fe  rencontrent  les  côtés  D M > PM.  du  tnahgle  ifofcel- 
le  DPM,  foie  le  centre  du  cercle  cherché , qui  aura  pour 
rayon  la  droite  MP  ou  MD.  Ou  bien  fi  l’on  prend  fur 
le  côté  AB  la  partie  A P~x,  & fur  l’autre  côcé  AC 
la  partie  AQ=v'xx — Y<*a,&c  qu’on  mene  fur  ces  cô- 
tes les  perpendiculaires  PM , QJyt  i le  point  M où  elles 
fe  rencontrent , fera  le  centre  du  cercle  qu’on  demande. 

Comme  rien  n’eft  plus  propre  à donner  de  l’ouver- 
ture à l’efprit,  que  de  faire  voir  les  diflferens  chemins 
qu’on  peut  fuivre  pour  Ariver  à la  connoillânce  de  la 
même  vérité  ; je  vais  donner  une  autre  maniéré  de  re- 
foudre cette  queftion , qui  me  paroît  encore  plus  natu- 
relle que  la  précédente.  • . 

Ayant  fuppofé  que  le  point  M foit  le  centre 
du  cercle  cherché,  on  mènera  les  perpendiculaires 
M P,  M Qj  fur  les  côtés  de  l’angle  donné  BAC , & les 
parallèles  M F,  MG^  à ces  côtés  5 & du  point  donné 
D , on  tirera  les  parallèles  D B , D E , D K,  à MP, 
MF,  AB.  On  nommera  enfuite  les  données  DB,  6> 
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B E,  ci  DE,  fi  AB,  gi  AE,  mi  AD,  ni  & les  in- 
connues AP,  xi  PM  ou  MD,y  i & on  aura  PB  ou 
D K=g  — x,  MK  —y—  b ce  qui  donne  ( à caufe  du 
triangle  redangle  MKD)  l’cquation  yy=gg—  igx 

— + xx  —Yyy —iby  -+  bb,  d’où  l’on  dre  y — 

■ — en  mettant  pour  bb—Ygg  là  valeur  nn. 

Or  à caufe  des  triangles  fcmblables  DB  E,  M PF,  on 
a cette  proportion  DB  {b).  B E ( c ) ::  PM  (y).  PP 
= 2,  & partant  AF  ou  MG—  & à caufe  des 

triangles  femblables  DBE,  MQG,  DE  (/) . DB  (b) 
::MG  M i Donc  puifque  par  les 

conditions  du  Problème  , il  faut  que  QC  moitié 
de  la  partie  interceptée  OC  foit  égale  à laligne  don- 
née a,  6c  que  les  droites  MC  6c  MP  (oient  rayons 

d’un  même  cercle  cherché  ;il  vient  MC  — — x-tl^y*~rr?? 

— Y aa  — MP  ( y y ),  & multipliant  par  f on  aura  bbxx 
— ibexy  — +-  ccyy  — Y aaff  — ffyy  — b byy  —Y  ccyy  , 
.en  mettant  pour  ff  fa  valeur  bb — |-rr,  c’eft  i dire 
ffxx — y tiaffz=ccxx — Yibcxy — Ybbyy,  en  effa- 
çant de  part  6c  d’autre  ccyy,  6c  mettant  pour  bbxx 
fa  valeur  ff  xx  — ccxxicecpxi  donne  par  l’extradion  de 

la  racine  quarr ée,fSxx — Yaa—cx — Yby=z  *.*I**” 

en  mettant  pour  y là  valeur  j & enfin  fi  l’on 

met  pour  g — c (à  valeur  m,  on  trouvera  la  même  éga- 

lire  que  ci-deflus  ifrxx  — Y-a  a=.x  x — imx — Ynn. 

Voici  encore  une  nouvelle  maniéré  de  refoudre  cette 
queflion,  qui  donne  d’abord  une  conftrudion  fort  ailée  * 
mais  qui  demande  la  defeription  de  deux  Paraboles.  i°.  Je 
cherche  le  lieu  des  points  M,  tels  qu’ayant  mené  de  cha- 
cun de  ces  points  au  point  donné  D une  ligne  droite  M O, 
fie  fur  la  ligne  AB  donnée  de  pofirion  la  perpendiculai- 
re M Pi  ces  deux  lignes  MD,  MP,  (oient  toujours 
* Art.  i.  égales  entr’elles  : & je  vois  (ans  aucun  calcul  que  c’eft  ,l 
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la  Parabole  qui  a pour  foyer  le  point  D , & pour  direc- 
trice la  ligne  AB.  i°.  Je  cherche  le  lieu  des  points  M , 
tels  qu’ayant  décrit  de  chacun  de  ces  points  un  cercle 
qui  pafle  par  le  point  donné  D i ce  .cercle  coupe  fur  la 
ligne  A L donnée  de  pofition , la  partie  0 C égale  à une 
ligne  donnée  u Je  mene  â cet  effet  du  point  donné  D 
la  perpendiculaire  D Z fur  AL , & d’un  des  points  cher- 
chés M que  je  regarde  comme  donné,  les  perpendiculai- 
res MR,  M fur  D Z , A L • & ayant  nommé  les  in- 
connues &:  indéterminées  DR,  xi  RM,yi  qui  font 
entr’elles  un  angle  droit  DR  M,  & la  connue  D L,  b i 
j’ai  à caufe  du  triangle  reétangle  MRDle quarré  MD * 

= xx — yyy,  êc  à cau(e  du  triangle  re&angle  MQC.  le 
quarré  MC*  — MQ^(bb — ibx  — y- xx) — QC* (a a).  Or 
les  ligne*  M D,  MC,  étant  rayons  du  même  cercle 
font  égalés  entr’elles,  & par  confequent  xx — yyyz=zbb 
— ibx — yxx — \-a<t , ou  yy-=zbb — \aa — ibx . Si  donc 
l’on  conftruit  la  Parabole  qui  eft  le  lieu  de  cette  équa- 
tion , il  eft  vilîble  qu’elle  palîera  par  le  centre  M du 
cercle  qu’on  demande  : mais  la  Parabole  qui  a pour 
foyer  le  point  D & pour  direûrice  la  ligne  AB  devant 
aufli  paner  par  ce  centre,  il  s’enfuit  que  Te  centre  du  cer- 
cle cherche  fe  trouvera  dans  i’interle&ion  de  ces  deux 
Paraboles. 

Exemple  VII. 

4j8.  U n cercle  qui  a pour  centre  le  point  A & F,<*’  *** 
pour  rayon  la  droite  AM,  étant  donné,  avec  deux 
points  E,  F,  fur  le  même  plan;  trouver  fur  la  circon- 
férence au  dedans  de  l’angle  EAF,  le  point  M tel 
qu’ayant  mené  les  droites  AM,  EM,  F M i les  deux 
angles  AME , AMF , foient  égaux  entr’eux. 

Si  les  lignes  A E,  AP,  étoient  égales  entr’elles , il  eft 
vilîble  que  la  ligne  qui  diviferoit  par  le  milieu  l’angle 
E A F , couperoit  la  circonférence  dans  le  point  qu’on 
demande.  C’cft  pourquoi  on  iuppofera  que  ces  deux  li- 
gnes font  inégales,  Sc  même  pour  éviter  la  confulion 
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que  c’eftla  ligne  A E qui  eft  moindre  que  la  ligne  AT. 
Or  cela  pofé,  je  refouds  ce  Problème  en  deux  differen- 
tes maniérés. 

J PREMIERE  M.ANIERI. 

Ayant  fuppofé  que  le  point  M Toit  celui  qu’on  cher- 
che, on  mènera  les  droites  MB , MD , qui  faflènt  fur 
AF , AE , des  angles  MBA , MD  A,  égaux  aux  angles 
AMF , A M E,  & par  conlequent  entr’eux  ; Si  à caufè 
des  triangles  femblables  AFM , A MB,  Si  A EM, 
AMD , on  aura  ces  deux  proportions  A E.  A M : : A M. 
AB.  Et  A E.  AM-.  -.  A M.  A D.  Donc  puifque  les  li. 
gnes  AF , AE,  font  données  avec  le  rayon  AM,  les 
parties  AB,  AD,  des  droites  AF , AE,  le  feront 
auffi.  Maintenant,  ii  l’on  mene  les  droites  MP,  M Q_, 
parallèles  k A E , A F > les  triangles  BP  M , D QM  fe- 
ront femblables,  puifque  les  angles  AP  M,  A QM , 
font  égaux,  comme  auffi  lesangles  PBM,  QDM  ,com- 
plemens  à deux  droits  des  angles  égaux,  MBA,  MD  Ai 
Si  partant  fi  l’on  nomme  les  données  A B , a i AD , b i 
& les  inconnues  AP  ou  QM , xi  PM  ou  AQ^.y  i on  aura 
BP  [x—a).  PM  [y  ) : : DQJ,y—b  ).  QM  (x)  : : ce  qui  donne 
(en  multipliant  les  extrêmes  Si  les  moyens)  cette  équation 
* Art,  i)6.  xx — ax—yy  — by , ou  yy  — by  — xx — yax=zo,  dont  le 
lieu  eft*  une  Hyperbole  équilatere  qui  fe  conflruit  ainfi. 

Soient  prifes  iur  les  lignes  AF,  A E,  les  parties  A B, 
AD,  troifiémes proportionnelles  à AF,AM,  Si  à AE, 
A M:  foit  tirée  par  le  point  C milieu  de  BD  une  ligne 
droite  indéfinie  CH  parallèle  i A B,  fuç  laquelle  foit 
prifê  la  partie  CK—y'\bb  — la  ligne  AD(b)  fera 
plus  grande  qu eBA{a),  puifqu’on  a fuppofé  que  AIE 
eft  moindre  que  A F):  foit  décrite  une  Hyperbole  équi- 
latere  qui  ait  pour  centre  le  point  C,  Si  pour  la  moitié 
d’un  fécond  diamètre  la  droite  C/C,donr  les  ordonnées 
H M foient  parallèles  à AD.  Je  dis  qu’elle  rencontrera 
la  circonférence  du  cercle  donné , au  point  cherché  Ad. 

Car  menant  CL  parallèle  À AD,  il  eft  clair  que  les 
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lignes  CH,  CL,  diviferont  par  le  milieu  les  droites 
A D , A B , aux  points  0,L>  puifque  le  point  C coupe 
en  deux  parties  égalés  la  ligne  B D ,&c  qu’ainfi  C H ou 
AP  — AL  — frf,  HM  ou  PM  — AO —y  — \b.  Or 
par  la  propriété  de  l’Hyperbole  équilatere,  H M = CH.  ' 
— VCK  , c’eft  à dire  en  termes  analytiques  yy  — by 
. — \-~b  b=zx  x — a x — \-~aa-r\-\bb  — irfrfjd’où  l’on  tire 
l’equation  yy  — by  — xx — rf*,qui  étant  réduite  en  pro- 
portion , donne  BP  {x  — a).  PM  (y)::  D Q_(y~b  J.  QJW 
[x).  Donc  puilque  les  angles  B PM,  DQM,  lont 
égaux,  &que  les  cotes  autour  de  ces  angles  lont  pro- 
portionnels, les  triangles  BPM,  DQM,  feront  lèm- 
Dlables,&  par  conlcquent  l’angle  MBP  lèra  égal  à l’an- 
gle M D <2 , & leurs  complemens  à deux  droits  ABM , 
A M , leront  égaux.  Mais  puifque  AB.  AM::  AM. 
AP,  & AD.  AM::  AM.  Ah,  les  triangles  ABM, 
AMF,  & AD  M,  AM  E , feront  femblames.  L’angle 
AB  W fera  donc  égal  à l’angle  A M F ,&i  l’angle  A DM 
à l’angle  A ME  i & par  conlequent  les  angles  AMF, 
AME,  feront  égaux  entr’eux  , puifqu’on  vient  de  prou- 
ver que  les  angles  AB  M,  AD  M,  le  font. 

On  prouvera  de  même  que  l’Hyperbole  oppofée  A 
celle-ci  coupera  la  circonférence  au  dedans  de  l’angle 
oppolé  au  lommet  à l’angle  E A F , en  un  point  M tel 
qu’ayant  mené  les  droites  AM,  M F. , MF i les  angles 
AME,  AMF,  leront  égaux  entr’eux:  comme  aulfi 
que  ces  deux  Hyperboles  équilateres  oppofees  coupe- 
ront la  circonférence  au  dedans  des  angles  qui  font  A 
eôcé  de  ces  deux-ci , chacune  en  un  point  M tel  qu’ayant 
mené  les  droites  M A , M E,  M F i l’angle  A M E lèra 
égal  au  complément  à deux  droits  de  l’angle  AMF. 

Si  l’on  prend  fur  CL  la  partie  CG  égal  à CK,  il  eft 
clair  * que  CG  lera  la  moitié  du  premier  diamètre  con- 
jugué A CJC,  & qu’ainlî  * l’une  des  Afymprotes  de  ces 
deux  Hyperboles  fera  parallèle  A JC  G.  Or  dans  le  trian- 
gle ifofcelle  GC  K,  l’angle  externe  GCO  ou  fon  égal 
B AD  vaut  les  deux  internes  oppofés , c’eft  à dire  le  dou- 
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ble  de  l'angle  CG  K.  Donc  puifque  les  lignes  CG,  A D, 
font  parallèles,  il  s’enfuir  que  la  ligne  KG  & par  con- 
fequenc  l'une  des  Afymptores  fera  parallèle  à la  ligne 

3ui  divife  par  le  milieu  l’angle  DAB.  Déplus  il  eft  evi- 
ent  que  la  ligne  A D eft  une  double  ordonnée  au  fe-  | 

cond  diamètre  CK,  puifque  OD  ou  OA  ( ibb)'—CO 
(laa) — \rCiC (\bb—'-aa)  ; & qu’ainfi  l’une  desHyper- 
boles  équilareres  oppofées  paflè  par  le  point  D , & l’au- 
tre par  le  point  A.  Ces  deux  remarques  donnent  lieu  à 
une  nouvelle  conftrudion  qui  eft  plus  fimple  que  la  pre- 
cedente: la  voici. 

F i o.  Ayant  pris  lùrles  lignes  A F , A E,  les  parties  AB, 

AD , rroifiémes  proportionnelles  à A F , A M,&c  à A E, 

AM  > on  mènera  par  le  point  de  milieu  C de  la  ligne 
BD  deux  droites  indéfinies  CH,  CK  , l’une  parallèle 
& l’autre  perpendiculaire  à la  ligne  AB,  qui  divile  par 
le  milieu  l'angle  donné  E A F.  On  décrira  enfuite  encre 
ces  deux  lignes  comme  Afymptores,  par  les  points  D , 

A , deux  Hyperboles  oppolees , qui  couperont  la  circon- 
férence du  cercle  donne  en  des  points  M tels  qu’ayant 
mené  les  droites  MA,  ME,  MF;  les  deux  angles 
AME,  A M F , feront  égaux  entr’eux  lorlque  le  point 
d’interfëdion  M tombe  dans  l’angle  EA F ou  dans  fon 
oppolë  au  lommet}  & l’angle  AME  fera  égal  au  cojn- 

Îlement  à deuxTÎroits  de  l’angle  AMF  lorlqu’il  tom- 
ie  dans  l’un  ou  dans  l’autre  des  angles  à côté.  . 

On  n’eft  arrivé  à cette  derniere  conftrudion  qu’en 
fuppofant  )a  première  qui  eft  fondée  fur  le  calcul,  8c  en 
failant  enfuite  des  remarques  qui  font  afles recherchées. 

Il  eft  cependant  facile  de  la  démontrer  tout  d’un  coup  , 
fi  l’on  ffic  attention  à une  propriété  de  l’Hyperbole 
êquilarere  qui  fe  trouve  dans  l’article  361.  ( Liv.  VXII.) 

& qui  d’ailleurs  fe  peuc  aifémenc  prouver.  Car  fi  l’on 
mène  du  point  M ou  l’Hyperbole  equilatere  D M ren- 
contre la  circonférence  du  cercle  donné,  aux  deux  ex- 
, tremités  B,  D,  du  premier  diamètre  BD,  les  droites 

■H  M , D AF  , 
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SM,  DM,  qui  rencontrent  l'Afymptote  CH  aux 
points  0,  L , & la  ligne  AP  qui  lui  eft  parallèle  aux 
points  A , Ri  il  eft  cfcir  félon  cet  article  , que  M 0 eft 
e'gal  à ML,  & qu’ainfi  l’angle  MOL  ou  MSR  ou 
SSA  eft  égal  à l’angle  M LO  ou  DR  A.  Mais  par  la 
conftrudion  l’angle  BAS  eft  égal  à l’angle  D A R , puif- 
que  la  ligne  A P divilè  par  le  milieu  l’angle  £ A F.  Par- 
tant les  angles  reftans  ABM,  AD  M,  dans  les  deux 
triangles  ABS,  A D R , feront  égaux  entr’eux  ; d’où  il 
luit  que  les  angles  A M F , AM  E , le  font  aufli.  Et 
c’eft  ce  qui  étoit  propofé. 

On  peut  trouver  facilement  par  le  moyen  de  cette 
derniere  conftrudion , une  égalité  trés-fimple  qui  ne 
renferme  qu’une  feule  inconnue , & dont  la  conftrudion 
qui  fe  pourra  taire  par  telle  Sedion  conique  qu’on  vou- 
dra fuivant  les  réglés  prefcrites  dans  le  Livre  precedent, 
fournira  la  refolution  du  Problème.  Soit  menée  à cet 
effet  du  point  M la  ligne  MP  parallèle  à l’Afymptote 
CK , & qui  rencontre  l’autre  Afymptote  CH  au  point 
H ; & fbient  nommées  les  données  AM,  Mi  AK,  bi 
CK,  ci  &c  les  inconnues  A P,  xi  PM, y.  Cela  pofë, 
on  aura  par  la  propriété  du-  cercle  l’équation  xx — \-yy 
—aa,Sc  par  la  propriété  des  Hyperboles  oppofees  * l’au-  *Art.  100, 
tre  équation  CHxHM  (xy  — cx  — by—\-bc)  — CK*  K A 
(bc)i  ce  qui  donne  xy  — ex  — by—o,  d'où  l’on  tire 

y—  . Mettant  le  quarré  de  cette  valeur  à la  place 

de  yy  dans  la  première  équation  r*-+ yy—aa,  &c  opé- 
rant à l’ordinaire  on  formera  cette  égalité  du  quatriè- 
me degré  x*  — ibx* — \-bb  xx-+ia  ab  x — aabb—b. 

— Fcc 


— aa 

Or  fi  l’on  mene  du  centre  C des  Hyperboles  perpendi- 
culairement i AC  la  ligne  CG  qui  rencontre  la  circon- 
férence au  point  G i les  triangles  redangles  AC  G,  AKC, 
donneront  CG'—AG'—AC  —AM  (aa)—AK%{bb) 
— CK  {ce).  C’eft  pourquoi  nommant  la  donnée  CG, mi 

Ddd 
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on  changera  l’égalité  précédente  en  celle-ci  x*— îbx* 
—mmxx~-Fmt‘bx-~siabb  = o,  dans  laquelle  les  don- 
nées font  le  rayon  A M {a),  les  lignes  AK[b),C  K ( c), 
CG  (m),  & l’inconnue  x exprime  des  valeurs  de  AP 
telles  que  menant  les  perpendiculaires  PM , elles  ren- 
contreront la  circonférence  aux  points  cherchés. 

Pour  diftinguer  entre  les  deux  points  ou  chaque  per- 

{tendiculaire  PM  coupe  la  circonférence  du  cercle , ce- 
ui  qui  fert  à la  queftion  prefente  ; il  faut  obferver  de 
mener  PM  du  côté  où  l’on  a fuppofé  que  tomboit  le 
point  M par  rapport  à la  ligne  A P en  faifant  le  calcul, 

lorfque  fa  valeur  ~b  qu’on  a trouvée  ci-delïùs  eft  poli- 

tive,  c’eftà  dire,  lorfque  x eft  en  même  temps  vraie 
& plus  grande  que  b , ou  bien  lorfqu’elle  eft  fauffe  ; Sc 
au  contraire  il  la  faut  mener  du  côté  oppofé,  lorfque 
fa  valeur  eft  négative , c’eft  à dire , lorlque  x eft  en 
même  temps  vraie  Sc  moindre  que  b. 

9 

Seconde  Manie' re. 

Fie.  ij7.  Ayant  mené  par  le  point  cherché  M que  l’on  regar- 
de comme  donné  la  droite  M D perpendiculaire  au 
rayon  AM,  & par  le  point  D où  elle  rencontre  A F la 
droite  GH  parallèle  a A M , laquelle  rencontre  en  H 
la  ligne  MF,  & enGla'ligne  EM  prolongée  qui  cou- 
pe en  C la  droite  AF  i on  aura  à caulè  des  triangles 
lemblables  FAM*FDH,  cette  proportion  : AM.  DH  : : 
A F.  F D.  Et  à caufe  des  triangles  lemblables  CA  TA  , 
CDG,  cette  autre,  AM.  DG-.-.  AC.  CD.  Or  la  ligne 
Z>  G eft  égale  à DH , puifque  par  la  condition  du  Pro- 
blème les  angles  AME,  AMF , devant  être  égaux, 
les  angles  D M H , D MG,  le  feront  aulïî.  Donc  A F. 
FD:-.  AC.  CD,  ôc  A F — \-F  D.  AF::  AC-+CD  ou 
AD.  AC.  Cclapofé,  foient  menées  EB,MP , péri 
pendiculaires  lur  AF,  Ôc  M ^perpendiculaire  fur  EB: 
& foient  nommées  les  données  A M , a,  AB , b -,  BE,ci 
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A F,  di  & les  inconnues  A P,  xi  P M ,y.  Les  triangles 
re&angles  lémblables  A PM,  A MD  , donneront.^./» 

(x).  AM  {a)  ::AM[a).  AD  — ".Et  partant  ivD  = d 

— — 5 & les  triangles  fêmblables  E Q_M , MPC , don- 
neront £g  ou  E B — M P ( c — y ) . Q__M  ou  A P — AB 
[x  — b)::  MP  {y).  PC=*-?~.  Donc  AC  ou  AP 
—y  PC—  ex~~^L , & -mettant  dans  la  proportion  prece- 
dente A F— y ED.  AF::  AD.  AC  à la  place  de  ces 
lignes  leurs  valeurs  analytiques , on  formera  ( en  multi- 
pliant les  moyens  & les  extrêmes  ) cette  équation  icdxx 

— aacx  — ibdxy • — yaaby' — \aady=.aadc , qui  fc 
réduit  en  divifant  par  icd , & en  faifant  ( pour  abréger) 
b—yd—f , à cette  autre  xx—  ~yx—  £ x— 

— 0 , dont  le  lieu  qui  eft  une  Hyperbole  entre  les  Afymp- 
totes  étant  conftruit  félon  l’article  339.  ( Liv.  VII.  ) cou- 
pera la  circonférence  du  cercle  au  point  cherché  M. 

Si  l’on  veut  avoir  une  égalité  qui  ne  renferme  que 
l’inconnue  x,  on  fe  fervira  tie  l’équation  au  cercle  xx 
' \.yy—aa,  dans  laquelle  mettant  à la  place  de  y y le 

3uarré  de^  trouvée  par  le  moyen  de  l’équation  préce- 
ente,  on  arrivera  à une  égalité  du  quatrième  degré 
qui  ne  renfermera  que  l’incomnuë  x,  & dont  l’une  des 
racines  exprimera  la  valeur  de  la  cherchée  AP.  ■ 


Exemple  VIII. 


439-  U»  cercle  qui  a pour  centre  le  point  A étant 
donné  avec  deux  autres  points  E,  Fi  trouver  fur  la  cir- 
conférence le  point  M tel  qu’ayant  mené  les  droites 
AM,  MF,  ME  ; le  finus  droit  de  l’angle  AMF  foit 
au  finus  droit  de  l’angle  A ME,  en  la  raifon  donnée  de 


m à ». 

Je  refouds  cette  queftion 
res. 


en  trois  differentes  manie- 
Dddij 


F 10.  tj*. 
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Première  Maniéré. 

Ayant  pris  fur  les  droites  données  A F,  A E,  les  par- 
ties AB  , AD,  troifiémes  proportionnelles  à AF,  AM, 
& à A £ , A M > on  mènera  du  point  cherché  M que 
l’on  regarde  comme  donné  les  droites  MB,  M D,  les 
perpendiculaires  MG,  MH,  fur  AF,  A E , &c  les  pa- 
rallèles MP, MQ,àAE, AF.  Ayant  pris  fur  BM 
la  partie  B K égale  à DM,  on  tirera  du  point  K les 
droites  KO , KL,  parallèles  à M G , M P , & du  point 
donné  D la  perpendiculaire  jD  C fur  A F.  Cela  fait , les 
triangles  femblables  B M<$,  B KO , donnent  BM.  B K 
ou  DM::  MG.  KO.  Or  par  la  condition  du  Problè- 
me m.  n ::  KO.  M Hi  puifque  prenant  D M pour 
rayon  ou  finus  total,  les  droites  KO,  MH,  feront  les 
lînus  droits  des  angles  M B F,  MD  E,  ou  de  leurs  com- 
plemens  à deux  droits  MBA,  MD  A,  égaux  par  la 
conftrudion  aux  angles  AMF,  AME.  Donc  en  mul- 
tipliant par  ordre  les  antecedens  & les  confêquens  de 
ces  deux  proportions,  on  aura  mxBM.  n*MD:: 
MG*  K O.  KO*  MH::  MG.  MH::  MP.  MQ.Ï 
caulê  des  triangles  femblables  MPG,  MQH.  Cela' 
pôle. 

On  nommera  les  données  AD,  a,  AC,  ti 
CD,  a AB, d>  AM,*  i & les  inconnues  A P ou 
MQ,xi  PM  ou  AQ,yi  & les  triangles  femblables 
ADC,  P MG,  QM  H donneront  PG  = Q,  MG 

HM=Z,AG=x-+i2jGj3 
ou  AB  — AG~d — x — , DH  ou  A QJL 

— ADz=.y — - — a:  & à caufe  des  triangles  re&an- 
gles  BGM,  DHM , on  aura  BM  ou  ffG*— +g  Af* 

= **-+!*  xy  hbP  -idx  ~ ^ y |-  dd  h “ = 

xy—^yy—idx—~  y—ydd  en  mettant  pour 
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èb-+cc  fa  valeur  a a à caufe  du  triangle  re&angle 
ACDi & de  même  DM  —y y — \-  ~ xy-+  xx—iay 
-~ibx — y-aa.  Or  par  la  propriété  du  cercle  , le  quarré 
ÂMl  (rr)^ÂG  (*r-+^  xy-+  Ç-fGÂT  (î£>) 

=xx — y-  j xy — y-y  y en  mettant  pour  bb—^-ccfa.  va- 
leur a a.  Si  donc  l’on  fubftituc  dans  les  valeurs  de  DM* 

& de  DM * à la  place  de  yy — I-  ~ xy — y-xx  cette  va- 
leur rr,  & que  pour  abréger  on  faflè  rr — y-dd— ff  8c 
rr — y-aa=gg,  on  trouvera  BM—Vff — idx — 

8c  DM  —v'gg  — xay  — xèx.  Subfticuant  enfin  ces  va- 
leurs à la  place  de  B M & de  DM  dans  la  proportion 
mx  B M.  n*  D M ::  MP  (y  ) . Md  ( x ) que  l’on  a trou- 
vée ci-dellùs  ; 8c  multipliant  les  extrêmes  8c  les  moyens, 

on  formera  cette  équation  mxVff—idx  — — y 

= nyy' gg  îay—ibx  de  laquelle  quarrant  chaque  mem- 
bre , 6c  faifànt  évanoiiir  l’inconnue^  par  le  moyen  de 

1 équation  au  cercle  x x — t-  — xy — y-yf— rr,  on  arrive- 
ra à une  égalité  du  fixiéme  degré  qui  ne  renfermera 
plus  aue  !’inconnuë  x , 8c  qui  étant  refoluë  félon  les  ré- 
glés du  Livre  précèdent , donnera  pour  AP(%)  une 
valeur  telle  que  menant  PM  parallèle  à AE,te  point 
M où  cette  ligne  rencontrera  la  circonférence,  fera 
celui  qu'on  cherche. 

Si  l'on  /uppolë  que  m=n,  il  eft  évident  que  les  angles 
MBP,  MDE,  feront  égaux  * 8c  qu’ainü  les  angles 
ABM , A DM,  ou  AMF , AME , le  ieront  auffi. 

D’où  l’on  voit  que  le  Problème  precedent  n’eft  qu’un 
cas  particulier  de  celui-ci. 

Seconde  Maniéré. 

Ayant  joint  les  deux  points  donnés  £,  F,  par  une  Fie  •« 

Dddiij  S9‘ 


* 


Des  Problesmes-  de'term  ine's.  399  * 
on  formera  cette  équation  bny—y  anx  y'gg — ic  x — iûy 
~mcy — maxv'ff — h ib x—iuy , de  laquelle  quarrant 
chaque  membre  & faifant  évanouir  l’inconnue^  par  le 
moyen  de  l’équation  au  cercle  xx — \-yyz=.rr , on  arri- 
vera  encore  à une  égalité  du  fixiéme  degré,  dont  la  re- 
• folution  fournira  pour  A P [x)  une  valeur  telle  que  me- 
nant la  perpendiculaire  PM , elle  ira  couper  la  circon- 
férence au  point  cherché  M. 

C’eft  à peu  prés  de  cette  façon  que  M.  Defcartes  re- 
fôud  cette  queftion  dans  la  loixante- cinquième  de  lès 
Lettres  Tom.  3.  Elle  lui  avoir  été  propofee  par  M.  de 
Roberval , d’une  maniéré  qui  paroît  differente  de  celle- 
ci,  mais  qui  dans  le  fond  revient  à la  même  chofe. 

Trois  ie'me  Maniéré. 

Soient  décrits  des  diamètres  A E,  AF , deux  cercles  Fie.  160. 
ART , AST,  fur  lefquels  foient  portées  depuis  le  point 
A deux  cordes  quelconques  ARy  AS , qui  loient  tou- 
jours entr’elles  en  la  railon  donnée  de  m à m & loient 
tirées  les  droites  ER,  E S , qui  s’entrecoupent  au  point 
M.  Je  dis  que  la  ligne  courbe  AM,  qui  eft  le  lieu  de 
tous  les  points  M ainfi  trouvés,  coupera  le  cercle  don- 
né ( dont  le  centre  eft  en  A ) au  point  cherché  M. 

Car  tirant  A M le  prenant  pour  rayon  ou  finus 

total , il  eft  clair  que  la  corde  AR  eft  le  anus  droit  de 
l’angle  A M E,  & la  corde  AS  le  lînus  droit  de  l’an- 
gle AME. 

Il  eft  à propos  de  remarquer  i°.  Que  cette  conftruc- 
tion  a cela  de  particulier , qu’elle  ne  réüfîït  pas  feule- 
ment lorfqu’il  s’agit  de  trouver  le  point  M lür  la  circon- 
férence d’un  cercle  dont  le  centre  eft  en  A,  mais  enco- 
re fur  telle  ligne  courbe  qu’on  voudra.  i°.  Qu’ayant 
trouvé  deux  points  de  ce  lieu  de  la  maniéré  que  l’on 
vient  d’enfeigner,  les  plus  proches  que  l’on  pourra  de 
la  ligne  courbe  donnée,  il  fuffit  d’en  tracer  la  portion 
qui  joint  ces  deux  points  j ce  qui  rend  la  pratique  de 
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cette  conftruâion  fort  ailée.  30.  Que  le  lieu  de  tous  les 
points  M ainlî  trouvés  eft  du  quatrième  degré , comme 
il  eft  facile  de  voir  par  le  calcul  de  la  fécondé  maniéré, 
en  obièrvant  de  ne  point  lûbftituer  dans  les  valeurs  de 
E M &.  F M à la  place  de  xx—Vyy  le  quarré  rr  que 
l’on  trouve  parle  lieu  au  cercle  ce  qui  donnera  pouri’é- 

quatioo  de  ce  lieu  ni/y — vnax\c—x  — Va— y =nny  — ma/e 

Vb — — Va— y , dont  les  inconnues  x &cy  montent  au 
quatrième  degré,  lorfqu’elle  eft  délivrée  d’inccmmen- 
furables.  40.  Que  ce  n’eft  pas  une  fauce  legere  en  Géo- 
métrie, félon  M.  Defcartes,  d’employer  une  ligne  cour- 
be trop  compofée  pour  refôudre  un  Problème } de  for- 
te que  lélon  lui,  on  doit  préférer  à cette  derniere  folu- 
tion  les  deux  précédentes , où  les  deux  lieux  qu’on  a 
trouvés,  & qui  détermineroient  par  leur  interlè&ion 
avec  la  circonférence  donnée,  le  point  cherché,  ne 
font  que  du  rroifiéme  degré.  11  me  paroît  neanmoins 
que  la  facilité  d’une  conftru&ion  & là  fimplicité  peu- 
vent récompenlèr  én  quelque  forte  ce  defFaut,  & c'eft 
ce  qu’on  verra  encore  dans  l’exemple  qui  fuit. 

Exemple  ï X. 

Fis.  161-  440.  D-vise  r un  triangle  fcalene  donné  ABC 

en  quatre  parties  égales , par  deux  lignes  droites  DE, 
F G , qui  s’entrecoupent  à angles  droits  au  point  FF. 

Si  l’on  fait  attention  fur  la  nature  de  ce  Problème, 
on  verra  i°.  Que  deux  des  extrémités  D , F,  des  deux 
droites  DE,FG,  Ce  trouvent  neceflàirement  fur  l’un 
des  côtés  AC  du  triangle  donné  ABC , & que  leurs 
deux  autres  extrémités  E,  G,  fe  trouvent  chacune  fur 
chacun  des  deux  autres  côtés  BC , B A.  i°.  Que  les 
deux  points  cherchés  D , F,  doivent  avoir  deux  con- 
ditions, dont  la  première  eft  que  les  lignes  DE,  F G, 
qui  divifent  chacune  le  triangle  ABC  en  deux  par- 
ties égales,  s’çntrecoupent  à angles  droits  en  un  poinç 
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fii  & la  féconde  qu’elles  forment  avec  les  deux  autres 
côtes  du  triangle  donné,  un  quadrilatère  B G HE  qui 
foit  la  quatrième  partie  du  triangle  A BC.  Cela  pofe. 

Soient  menées  fur  le  côté  AC  les  perpendiculaires 
G/,  B K,  EL,  Sc  foienftiommées  les  données  AC,  lai 
B K,  bi  AK,n  KC,di  & lesinconnucs  AF,  x\  CD, y. 
Puifque  le  triangle  AGF , ou  GI*-'§AF  doit  être  la 

moitié  du  triangle  A B C ( a b ) , il  s’enfuit  que  G I—  ~ ^ 


& par  la  même  raifon  E £ = — . Or  les  triangles  fëjn- 
blables  CBK , CEL  ,&  A B K , AG  I,  donnent  B K ( b ). 
EL  (y)  ::CK{d).  CL — Et  BK  [b).  G1  (^)  : : AK  (<j. 
AI—  j . Et  partant  DL  ou  CD  —C  L—y  — Fl 

ou  AF — AI = x — Mais  les  triangles  re&angles  DEL, 

FG1 , font  femblables  entr’eux } puifque  chacun  d’eux 
eft  fêmblable  au  même  triangle  F DH,  qui  efl:  reâan- 
gle  en  H félon  la  condition  du  Problème  qui  demande 
que  les  deux  lignes  DE,  FG,  s’entrecoupent  à angles 

droits.  Qn  aura  donc  EL  (y)-  BD  F I 

. je  5 ce  qui  donne,  en  multipliant  les  ex- 
trêmes & les  moyens,  cette  équation  xxyy—acyy 

— adxx-~+aacd—aabb,  OU  xx  — ac*yy  — ad— aabb, 
qui  renferme  la  première  condition  du  Problème;  de 
forte  qu’il  ne  refte  plus  qu’à  accomplir  la  fécondé  ; Ra- 
voir que  le  trapefê  BGHEio it  le  quart  du  triangle  don- 
né  ABC.  - - ■ 

Pour  en  venir  à bout.  Du  point  d’interfê&ion  H des 
deux  droites  DE,  FG,  foient  menées  aux  trois  angles 
du  triangle  ABC,  les  lignes  HA,  HC,  H B»  & on 
aurai®.  FD  (x  — \-y—  *■*)■  AF(x)::  PHD(\ab)  FHA 

— — — — . Et  partant  le  triangle  AH  G ouïe  trian- 

gl  e EGA  moins  le  triangle  FHA =~ab—  . 

Eee 
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GHB  =■  *xar— Qn  trouvera  par  un 
— *■» 

raifonncmcnt  lémblable  qu%  le  triangle  H E B = 
fo— : . Maintenant  fi  l’on  ajoute 


enfèmble  les  triangles  HGB , HEB , on  formera  le 
quadrilatère  HGB  E qui  doit  être  égal  à la  quantité 
quatrième  partie  du  triangle  ABC:  ce  qui  donne  pour 
la  léconde  équation  xx — 1 -y  y — Y^-xy  — 8 ax  — 8 a y 
— +-io  aa=zo. 

Si  l’on  fait  évanouir  par  le  moyen  de  ces  deux  équa- 
tions l’inconnue^,  on  arrivera  à une  égalité  du  huitiè- 
me degré  qui  renfermera  toutes  les  conditions  du  Pro- 
blème", &i  dans  laquelle  il  n’y  aura  plus  qu’une  feule  in- 
connue xi  de  forte  que  toute  la  difficulté  eft  réduite  à 
trouver  les  racines  de  cette  égalité.  Et  c’eft  ce  qu’on 
peut  faire  par  le  moyen  de  deux  lieux  du  troifiéme  de- 
gré, comme  l’on  a enfeigné  dans  les  articles  417,  & 418 
(Liv.  préced.)Mais  comme  la  çonftru&ion  de  ces  lieux 
devient  fort  embarralT.e&;  d’une  longueur  in£iportable 
dans  la  pratique,  à caulé  de  la  multicude  des  termes  de 
leurs  équations,  il  eft  beaucoup  plus  naturel  de  conftruire 
léparément  les  lieux  des  deux  équations  que  l’on  viencde 
former.quoique  l’un  d’eux  foitdu  quatrième  degré  S:  par- 
conféquent  plus  compolé,  car  l’autre  n’étant  que  du  fé- 
cond récompenfe  ce  deftàut , & d’ailleurs  la  facilité  de 
laconftru&ion  doic  déterminer  en  là  faveur  : voici  com- 
ment elle  lé  fait. 

Fis.  161.  Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  AB,  ACt 
qui  font  entr’elles  un  angle  droit  B Ad  on  prolongera 
BA  en  £,  en  forte  que  A E=Yac , &;  CA  en  E , en 
forte  que  AF=v'<td.  Ayant  pris  fur  AC  une  partie 
quelconque  AP,  on  décrira  du  centre  E de  l’intervalle 
AP  un  arc  de  cercle  qui  coupe  AC  en  G;  & ayant 
pris  AH,  en  forte  que  le  rectangle  H A*  AG  foie  égal 
au  triangle  donné  B A C,  on  prendra  fur  AB  la.  partie 
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AQ=FH.  On  mènera  enfuire les  droites  FM,  QMt 
parallèles  à AB,  AC,  lefquelles  s’entrecoupent  en  un 
point  M > bi  ayant  trouvé  en  la  même  forte  une  infini- 
té d’autres  points  tels  que  M , on  fera  paflèr  par  tous 
ces  points  une  ligne  courbe  K M L.  Cela  fait,  on  pren- 
dra fur  la  diagonale  AD  du  quarré  ABDC , qui  a 
pour  côté  la  ligne  A C égal  au  côté  A C du  triangle 
donné  ABC,  les  parties  AT—î  A D,&c  DS=  'çAO  j 
& on  décrira  du  premier  axe  T S qui  foitâ  Ion  paramé- 
tré comme  1 eft  à 3 , une  Hyperbole  OS  R.  Je  dis  à pre- 
fent  que  fi  l’on  mene  du  point  M où  je  fuppofe  qu’elle 
rencontre  la  ligne  courbe  KM  L au  dedans  du  quarré 
ABDC,  la  perpendiculaire  M P fur  AC,  Ôc  qu’on 
prenne  fur  le  côté  AC  du  triangle  ABC,  les  parties 
AF  — A P,&c  CD  = PM>  les  points  F,  D,  feront 
tels  qu’ayant  mené  (ce  qui  eft  facile)  les  deux  droites 
F G,  DE,  qui  divife  chacune  le  triangle  A BC  en  deux 
parties  égales  ; elles  s’entrecouperont  à angles  droits , 
& le  partageront  en  quatre  parties  égales. 

Car  nommant  A P,  xi  PM  ,y  î on  aura  à cai^è  des 
triangles  EAG,  F A H.,  rectangles  en  A,  le  quarré 

~ÂG—  ËG  ( x x )~A~i ‘ ( ac  ) , & le  quarré  ~Âtï =Jtï 
(y y)  — AF  (ad).  Or  puifque  par  la  conftruétion  le  rec- 
tangle HA*AGeù.è gai  au  triangle  donné  BAC(ab), 

il  s’enfuit  que  FIA  * AG  (yy  — ad*  x x—ac)-=aab b. 
La  ligne  courbe  KM  L fera  donc  le  lieu  de  cette  équa- 
tion qui  eft  la  première  des  deux  que  l’on  vient  de  trou- 
ver j & par  confèquent  fa  propriété  fera  telle  que  fi  l’on 
mene  d’un  de  les  points  quelconques  ’M  pris  au  dedans 
du  quarré  ABDC,  une  perpendiculaire  MP  fur  AC, 
& qu’on  prenne  fiir  le  côté  AC  du  triangle  donné  ABC, 
les  parties  AF— AP,  & CD— P M i les  droites  FG, 
DE  qui  divife  chacune  par  le  milieu  le  triangle  ABC, 
s’entrecouperont  à angles  droits  au  point  H. 

De  plus  fi  d’un  point  quelconque  M de  l’Hyperbole 
O S R,  on  jnene  la  perpendiculaire  MV  fur  fon  premier 

E e e ij  • 
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axe  T S,  8c  qu’on  prolonge  PM  jufqu’à  ce  qu’elle  ren- 
contre la  diagonale  AD  au  point  X i les  triangles  rec- 
tangles & ifofcelles  A PX,  MVX , donneront  i.  y't  : : 
AP  ou  PX(x).  AX=xSi,  i::MX(  x — y). 

M V ou  VX  — ; & partant  A V ou  A X—  XV 

zrz3—? . Or  par  la  conftru&ion  A D — taS 1 puifque 
AC=z  i*,  &parconfequent7’S  ou  DT—DS  — ^a^i. 
On  aura  donc  TV  ou  A V—  AT  — , & VS 

ou  T V—  T S — ?r~4~”~’  °-  i & par  la  propriété  de  l’Hy- 
perbole TV*  VS  ( ) . uv% 

. . j j ^ ç’eft  4 dire } comme  le  premier  axe 

fTS  eft  à fon  paramétré:  ce  qui  donne  en  multipliant  les 
extrêmes  & les  moyens  cette  équation  xx  —\-yy — f4 xyy 
— 8 ax — 8 ay — e-io aaz=zo.  L’Hyperbole  OSR  en  fera 
donc  le  lieu , & jouira  par  confequent  de  cette  proprié- 
té j fijavoir  que  fi  l’on  mene  d’un  de  fès  points  quelcon- 
ques M pris  au  dedans  du  quarré  ABDC , une  per- 
pendiculaire MP  fur  AC , & qu’on  prenne  furie  côté 
AC  du  triangle  donné  ABC,  les  parties  A F =zA  P , 
& CD  = P M i les  droites  FG,  DE,  qui  divife  chacune 
par  le  milieu  le  triangle  ABC,  le  couperont  en  quatre 
parties  égales. 

Maintenant  puifque  le  point  M fe  trouve  en  mê- 
me temps  fur  la  ligne  courbe  KM L,  &c  fur  l’Hyper- 
bole OS  R i il  s’enfuit  que  les  points  D,  F , pris  fur  le 
côté  A C du  triangle  donné  , auront  auffi  en  même 
temps  les  deux  conditions  requifès.  Et  c’eft  ce  qui  étoic 
propofé. 

S’il  arrivoit  que  les  deux  courbes  OSR,  K ML,  ne 
fe  rencontraflènt  point  au  dedans  du  quarré  ABDC, 
ce  féroit  une  marque  infaillible  qu’on  auroit  fait  une 
fuppofition  faufle , fcavoir  que  les  deux  extrémités  F , 
fe  rencontrent  fur  le  côté  A C.  C’eft  pourquoi  il  fau- 
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droit  les  fuppofer  fur  l’un  des  deux  autres  côtés , 8c  re- 
commencer le  calcul , en  faifant  des  raifonnemens  fem- 
blables  aux  précedens,  pour  avoir  une  conftruâion  par 
rapport  à ce  nouveau  coté.  Mais  fi  l’on  fait  les  crois  re- 
marques fuivantes , il  fera  aifé  de  prévoir  lequel  des  trois 
côtés  on  doit  prendre  pour  celui  fur  lequel  tombent  les 
deux  extrémités  D,  F,  afin  d’avoir  fûrement  une  folu- 
tion , 8c  de  n’être  pas  obligé  de  recommencer. 

La  première  eft  que  CL  — & B K 

__  __ Yac  j ce  qui  fe  voit  en  mettant  dans  y y 

= -+ad  à la  place  de  A P (x)  fa  valeur  AC{  ut), 

XX— 

& dans  xx=Jp^i-¥ac  à la  place  de  A Qjy  ) fa  va- 
leur A B La  fécondé  confifte  en  ce  que  CR=*'xaa 

=B0>  ce  qui  fe  trouve  en  mettant  dans  l’autre  équa- 
tion xx—\-yy — iax — Say — t-ioaa  — o dont 
le  lieu  eft  l’Hyperbole  OS  R,  d’abord  d la  place  de 
A P(x)  fa  valeur  AC{xa),  & enfuite  à la  place  de 
A Q^(y)  fa  valeur  A B ( xa  ).  La  troifiéme  fe  rire  de  ce 
qu’en  luppofanc  AK{c)  moindre  que  CK{d)  comme 

on  le  fait  ici , il  s’enfuit  que  ~BK * (~^d  eft 

moindre  que  CZ*  -4*^)-  Or  «la  pofé,  fi  l’on 

veut  que  ^\^~7d~+ac  ) foit  moindre  que  5Ô* 
(îaa),  on  trouvera  en  mettant  pour  d fa  valeur  xa—c 
8c  opérant  à l’ordinaire  que  bb-ycc  doit  être  moindre 
que  4^,  c’eft  à dire , que  le  coté  A B du  triangle  don- 
né ABC  doit  être  moindre  que  le  côté  AC:  ic  fi  l’on 

veut  que  le  quarré  CZ*  foit  plus  grand 

que  on  trouvera  en  mettant  pourr  là  va- 

leur xa—d  8c  opérant  à l’ordinaire  que  le  côté  BC 
{\?bb — \-dd)  doit  furpaflèr  le  côté  AC(ia).  Mais  il 
eft  vifible  que  BK  étant  moindre  que  BO  8c  CL  plus 
grande  que  CK,  les  deux  lignes  courbes  KML,  OMR , 
b Eeeiij 
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fe  coupent  neceflàirement  au  dedans  du  quarré  ABDC. 
D’où  il  fuit  que  fî  le  triangle  donné  ABC*  tous  les  an- 
gles aigus,  Se  qu’on  prenne  pour  le  coté  AC  fur  lequel 
on  fuppofè  que  les  deux  points  F,  D,  fe  rencontrent, 
celui  des  trois  dont  la  grandeur  eft  moyenne  entre  les 
deux  autres  & pour  le  côté  AB  le  plus  petit,  le  Pro- 
blème aura  toujours  neceflàirement  une  lolution , puif- 
qu’alors  (/g.  161.  ) le  Doint  K fe  trouvera  entre  les  points 
A , C,  & que  AK  eft  moindre  que  AC,  comme  l’on  a 
fuppofé  en  faifànr  le  calcul  fur  lequel  tout  ce  raifonne- 
ment  eft  fondé.  On  trouvera  en  la  même  forte  que  fi 
le  triangle  donné  eft  reâangle  ou  obtus- angle,  & qu’on 
prenne  pour  le  côté  AC  fur  lequel  doivent  tomber  les 
deux  extrémités  D,  F, le  côté  moyen,  on  aura  toujours 
une  folution  ; de  forte  que  cette  remarque  eft  generale 
pour  toutes  fortes  de  triangles. 

On  voit  dans  la  figure  161.  que  l’Hyperbole  OS  R 8c 
la  courbe  KM  Z fe  coupent  non  feulement  dans  un 
point  M,  au  dedans  du  quarré  ABDC,  comme  le 
demande  le  Problème  ; mais  encore  en  un  autre  point 
M au  dehors  de  ce  quarré.  Or  fi  l’on  veut  Ravoir  quelle 
peut  être  l’utilité  de  cet  autre  point , on  trouvera  qu’il 
donne  une  des  refolutions  du  Problème  fuivant,  dont 
celui-ci  n’eft  qu’un  cas  particulier. 

Fig-  i*j.  Trouver  fur  le  côté  AC  du  triangle  donné  ABC , 
deux  points/',  D , tels  qu’ayant  mené  les  droites  FG, 
D E,  qui  font  avec  les  deux  autres  côtés  AB , BC,  les 
triangles  FG  A,  DEC,  égaux  chacun  à la  moitié’  du 
triangle  ABC:  les  lignes  FG,  DE,  s’entrecoupent  à 
angles  droits  au  point  H,  & le  quadrilatère  B G H E 
foit  égal  au  quart  du  triangle  ABC. 

Fia.  tgf.  & Car  lorfque  le  point  d’intérfèdion  M tombe  au  de_ 

161.  dans  du  quarré  ABDC,  il  eft  clair  que  les  lignes  A P 
FM  feront  chacune  moindre  que  le  côté  AC^&c  qu’ain’ 
fi  les  points  F,  D,  qu’elles  déterminent  tomberont  tous 
deux  entre  les  points  A,  Ci  ce  qui  refoud  le  Problème 
énoncé  comme  l’on  a fait  au  commencement.  Mais 


Digitized  by  Google 


Des  Pr.oblesmes  dï'tiumine's.  40? 
lorfque  le  point  M tombe  au  dehors  du  quarré,  corn-  *10-  *1- 
me  alors  l'une  des  lignes  A P, -PM  eft  moindre  que  Ion  H* 
côté  AC , & l’autre  plus  grande  -,  il  s’enfuit  que  l’un  des 
points  F ,D , tombe  fur  le  côté  AC  du  triangle  donné, 

& l’autre  fur  ce  même  côté  prolongé  -,  ce  qui  donne  une 
autre  lolution  du  Problème  énoncé  comme  l’on  vient 
de  faire  en  dernier  lieu. 

Exemple  X. 

« » * '**•'•*  *. 

441. Une  Seûion  conique  MAPI  érant  donnée, 
avec  un  point  S hors  de  fon  plan  pour  le  fommet  du 
cône  dont  elle  eft  la  Seélion  ; on  demande  la  pofition 
du  cercle  Ma  N qui  en  eft  la  bafê. 

Je  diftingue  cette  queftionendeux  diffèrens  cas,  dont 
le  premier  eft  lorfque  la  Section  donnée  eft  une  Parabo- 
le, & le  fécond  lorfque  c’eft  une  Elliplè  ou  une  Hyper: 
bole. 

Premier  cas.  La  queftion  fe  réduit  à trouver  fur  la  F 1 o.  ii-f. 
Parabole,  le  point  A tel  qu’ayant  mené  de  ce  point  le 
diamètre  AP  avec  la  ligne  A Si  du  points  la  ligne  SD 
parallèle  à A P \ & d’un  point  quelconque  P du  diamè- 
tre A P,  une  ordonnée  PM  à ce  diamètre  dans  le  plan 
de  la  Parabole , & une  perpendiculaire  a D à cette  or- 
donnée dans  le  plan  du  triangle  DS  A,  qui  rencontre 
les  côtés  SA,  SD,  aux  points  a,  D:  le  quarré  de  PM 
foit  égal  au  re&angle  aPx  P D.  Car  décrivant  dans  le 
plan  a PM  un  cercle  qui  ait  pour  diamecre  a D , il  eft 
clair  qu’il  palïèra  parle  point  M ,puifque  l’angle  AP  M. 
eft  droit,  8c  que  PM'—aP*PD , qui  eft  la  propriété  ' 
elfentielle  du  cercle  ; c’eft  pourquoi  menant  le  diamètre 
PA,  & tirant  de  l’exrremité  D , du  diamètre  D a du 
cercle  une  parallèle  DS  à PA,  qui  rencontre  a A me- 
née de  fon  autre  extrémité  a par  l’origine  A du  diamè- 
tre AP,  en  un  point  S , le  cône  qui  a pour  fommet  ce 
point , 5c  pour  ha  Ce  le  cercle  MAN,  formera  * par  *Art . iéf. 
là  rencontre  avec  le  plan  A PM  la  Parabole  même  ■ 
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* donnée  MAN.  Voici  comment  on  peut  trouver  le 

point  A. 

Soit  v le  paramétré  inconnu  du  diamerre  AP , & Ion 
aura  par  la  propriété  de  la  Parabole,  PM  =.AP xvr 
mais  pour  fatisfaire  au  Problème , il  faut  que  PM 
z=.aP*.  PD.  Donc  aP*.  PD  — AP*vi  ce  qui  donne 
cette  proportion  AP.  P a-.:  PD.  v,  qui  fè  change  en 
menanc  AO  parallèle  à Da  en  cette  autre  S O.  AO:: 

PD  ou  AO.  v,  & partant  SO*v  = Ao\ 

Maintenant  pour  trouver  les  valeurs  analytiques  de 
ces  lignes,  je  mene  du  point  donné  S fur  le  plan  de  la 
Parabole  la  perpendiculaire  SP , & du  point  F où  elle 
rencontre  ce  plan , fur  l'axe  P G la.  perpendiculaire  F G, 
qui  rencontre  le  diamètre  A P en  H.  Je  tire  du  point  A 
l’ordonnée  A K à l’axe , & la  perpendiculaire  AQjL  la 
tangence  AL,  lefquelles  rencontrent  en  F.  8c  0 la  li- 

fne  F menée  par  le  point  F parallèlement  à l’axe. 

eleve  enfin  du  point  4^ une  perpendiculaire  QO  fur  le 
plan  de  la  Parabole,  qui  rencontrera  d D dans  le  même 
point  O , où  la  ligne  AO  parallèle  à a D la  rencontre. 
Car  la  tangente  A L étant  parallèle  à l’ordonnée  PM 
qui  eft  perpendiculaire  fur  a D , l’angle  L AO  fera  droit 
auffi-bien  que  l’angle  LAQ^&c  ain(i  le  plan  QAO  fera 
perpendiculaire  fur  A L , & fur  le  plan  de  la  Parabole 
qui  paflè  par  cette  ligne;  c’eft  pourquoi  la  ligne  QjQ 
perpendiculaire  à ce  plan  le  trouvera  dans  le  plan  QAO , 
& rencontrera  par  confequent  la  ligne  S D dans  le  mê- 
me point  0,  où  le  plan  QAO,  c'eftà  dire,  la  ligne 
AO  parallèle  à aD  la  rencontre.  Il  eft  à remarquer  que 
toutes  ces  lignes  excepté  les  deux  FS,  QO , font  dans 
le  plan  de  la  Parabole.  Cela  pofé. 

Je  nomme  les  données  SF  ou  Jj)J) , a ; F G , ou  JC  E , 
bi  G B,  ci  le  paramétré  de  l’axe,  pi  & les  inconnues 
B K , x J K A ou  GH  ,y  i & j’ai  i caufe  des  triangles  fem- 
blables  A K T ,A  EQj  cette  proportion  AK  ( y).KT 

^ kri.  «14  *(jp)::AE  {b—Yy].  £j2j=^— ce  qui  donne  à 

• caufe 
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caufè  des  triangles  AE  <2,  A QO , rectangles  en  E & Q, 
le  quarré  A O ou  A E — + E — h Q^O  = — j-  ~ 

—4;  pp — \-bb—+iby — Vyy—¥ aa.  Or  le  paramétré  du 
diamètre  AP  Ravoir  v=z*p — [-4-x—p — l-^?,en  met-  * Art.  17. 
tant  pour  x là  valeur  ” &c  SO  ou  BQ  Cu  G B -+BK 

-+EQ=ic-+x-+iL-+ip  = C-+  ’j  _4  £ -4  ip. 

Mettant  donc  ces  valeurs  analytiques  à la  place  des  li- 
gnes qu'elles  expriment  dans  l'égalité  AO  —5 Û*v , 
on  trouvera  — —4  ^ — V\pp~-\-bb — \-iby — | -yy — \-aa 

~Cp — byy-+  ~—^-r  — h ~—i i-iby-+iyy, 

c’eft  à dire  en  effaçant  de  part  & d’autre  les  quantités 
qui  fe  trouvent  les  mêmes , fubAituant  pour  yy  la  va- 
leur px,  & opérant  enfiiite  à l’ordinaire -, 
a* — c x x — \-~cpx — Abbp—o 
—4  \p  — -,aa 
~'xbb 
“+'  n hP 

dont  la  vraie  racine  que  l’on  peut  trouver  par  Iemoyen  * * Art.  387. 
de  la  Parabole  même  donnée,  exprimera  la  valeur  de 
l’inconnud  B K,  qui  fêrt  à déterminer  le  point  A tel 
qu’on  le  demande. 

Second,  cas.  Toute  la  difficulté  confiAe  à trouver  fur  F ic.  i6j. 
l’Hyperbole  donnée  MAN,  le  point  A tel  qu’ayant 
mene  le  diamètre  AB  avec  les  lignes  S Au,  B Sb  i & 
par  un  de  lès  points  quelconques  P,  du  diamètre  AB 
une  ordonnée  PM  dans  le  plan  de  l’Hyperbole,  5c  une 
perpendiculaire  ab  à ceti£  ordonnée  dans  le  plan  du 
triangle  aSb  : on  ait  le  quarré  PM  égal  au  re&angle 
aP*Pb.  Cela  fe  prouve  de  même  que  dans  la  Parabole, 

& voici  ce  qu’il  faut  faire  pour  trouver  le  point  A. 

Soit  v le  diamètre  conjugué  au  diamètre  AB,  & C 
foient  menées  dans  le  plan  du  triangle  a Sb,  les  lignes 
AO  parallèle  à ab,  U O Z parallèle  à AB  qui  rencon- 
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tre  SA  en  Zï  & l’on  aura  AP*  PB  à PM1  ou  (àcaufé 
du  cercle  ) à aP*Pb , en  raifon  compofée  de  AP  i P*y 
ou  Z O à 0 A , & de  PB  à Pb , ou  de  B A i AO  i c’eft  à 
dire , comme  ZO*A  B eft  à Ao\  Orpar  la  propriété 
de  l’Hyperbole,  AP*P  B.  PM*  • '•  AB.ws  Sc  par- 
tant ZOxAB.  AO'  ::  Âb\  vv=  Ce  qui  don- 

ne OZ.  AB , ou  OS.  S B::'  AO1,  w. 

Maintenant  pour  trouver  les  valeurs  analytiques,  tant 

de  la  raifon  de  OS  à SB , que  des  quarrez  AO 
je  mene  du  point  donné  S,  la  ligne  SP  perpendiculai- 
re fur  le  plan  des  Hyperboles  ; du  point  P où  elle  ren- 
contre ce  plan , la  perpendiculaire  PG  i l’axe  DK  qui 
eft  donné  de  pofition  &c  de  grandeur,  puifque  les  Hy- 
perboles font  données  5 & du  point  cherchée,  l’ordon- 
née A K i l’axe , & la  perpendiculaire  AT  i la  tangen- 
te A Z y lefquelles  rencontrent  la  iigne  BP  aux  points 
E , Je  tire  enfin  B H parallèle  à l’axe  qui  rencontre 
G -F  en  X,  T y parallèle  à BP  qui  rencontre  A E en 
y,  Sc  BD,  QR,  perpendiculaires  fur  l’axe;  & ayant 
élevé  QO  perpendiculaire  fur  le  plan  de  l’Hyperbole , 
on  prouvera  comme  dans  la  Parabole  qu’elle  rencontre- 
ra la  ligne  BS  au  même  point  0,  ôù  la  ligne  AO  paral- 
lèle à a b la  rencontre.  Il  eft  à remarquer  que  routes  ces 
lignes  excepté  les  deux  FS,  QO , font  dans  le  plan  des 
Hyperboles.  Cela  pofé. 

Soient  nommées  SF=a,  F G— b,  CG=c,  le  pre- 
mier axe  — xd,  le  fecond  = i/,  les  inconnues  CK  ou 
CD  = x,  AK  ou  BD  ou  GX ou  KH  —y  > & l’on  aura 
DK  ou  B H =.xx , DG  ou  $X—c — I-*,  GK=x — c, 

TK=£&,&cAT  ou  VTK'-+AKl=Vyy~-+  ££? 
1 — £ V dd  x x — ïffx  x— d 4 en  mettant  pour  y y là  va- 
leur * —ff.  Or  les  triangles  fèmblables BXF ,BHE , 
T Ky  donnent  BX(c-yx).  XP{b—y):-.BH{ix). 
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»<=  *5?  « T*,  (g)-  ^ , K pârcanc 

— K V—  a '^T^ïî*  ~ : ma*sacaufe  des  triangles 
lêmblables  AVT , A EQ,  &c  AT  K,  QT  R , il  vient 

AI  . AT  . . A b.  A a—  Td^-yf^—ifx+cddj  ( 

TK::  QT.TR-.-.AT—VTQ^onAQ^KT—^TR  ou 

t,  „ ilfxx-^-icfxj  T-,  C R tu  G K -4-  K Jt 

AA—  ddxy+fxj-kfx-y'éd,'  1JOnC  DG 

_ ddxi-i-f  ry  -‘-tfx  — rddy  p K tu  P AT— 4 K R « F S 

ddxy  ^‘fxj-r—  *jfx  -r  tddy  ’ PG 

__  i.dlxj  + nfx-, —00,  puifque  DG.  DR:: 

ddxj-t-fxj- ifx+cddy  r n . 

ÆjF.  FS.  QJD  r&c  i caufe  du  triangle  rectan- 

gle A (J O,  le  quarré  AO  ou  AQ^—\rQO  — 
»*/»  -*-  “h  V « -4-  fxx—p  I -4-  1 mddxj  -4  xxffx}  | 1 £je  Jus 

ddxj  ->r$xj  — ifx  -t-cddj  | 1 v 

S O.  S F ï ! F Q.  F B ::  G R.  G D > & vv  — * xx  — + 4 yy  * 
-+4/— 4 ou  4*x  — 4^d—t-  ^ . 

Si  donc  l’on  met  dans  la  proportion  50.  SB::  Âd\ 
vv  , à la  place  tant  de  la  raiion  de  S 0 à 5.5  o%  G R i 
GD,que  des  quarrés  A 0*  & vv , les  valeurs  analyti- 
ques que  l’on  vient  de  trouver , on  formera  en  multi- 
pliant les  extrêmes  8c  les  moyens  cette  égalité 
a of< — (■  icfy  I* x ddx< — 4 ff  <x  — d* i — (-  laddxy — H i “ÿxy  I 
= dd  » v — H ffxy  —4-  bffx  — I x ddxy—\-ffxy—bffx—\-cddy\ 

x 4.(x-+  > dans  laquelle  tous  les  termes  oùj 

le  rencontrera  au  premier  degré  s’effaceront;  & métrant  à 
la  place  du  quarré  yy  là  valeur  ~ — ,fft  on  trouvera 
b bd*  v4 — ht  bbddffx* — \-bbf*  x* — bbd*xx — ccd*  c x 

— bbffd*  xx — ccffd*  x x— 4 ce ff d*  —4  ccd*  = 7 x< 

—4  ffxx—d*~aadd  — ccdd  1 x ddx* — 4 iffx* — 4 jd  x*—d*xx 

— iddffxx—f*xx\  qui  le  change  eh  failànt  pour  abre- 

Fff  ij 
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ger  dd — Vff=mm,  bb — \-cc  — nn,  a a- — \rdd — \-ec~  rr, 

en  cette  autre  bbm*x 4 — mmnnd*  x x — Yccmmd * 

z=:mmxx  — ddrr  x ^ x4  — m*  xx'  qui  Ce  réduit  enfin  en 
faifant  xx—dz^i  cette  égalité  du  troifiéme  degré 


dont  l’une  des  racines  ; fçavoir  celle  qui  eft  plus  grande 
q.ie  */,eft  telle  que  prenant  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  cecte  racine  & d moitié  du  premier  axe  ; 
cette  moyenne  proportionnelle  exprime  la  valeur  de 
C K qui  fert  à déterminer  le  point  cherché  ^4.  On 
pourra  Ce  lervir  de  l’Hyperbole  même  donnée  pour 
trouver  les  racines  de  cette  égalité , par  le  moyen  des 
articles  396,  & 399.  du  Livre  précèdent. 

Lorfque  CG  (c)=o,  c’eftàdire,  lorfque  le  point 
F tombe  fur  le  fécond  axe  ; il  eft  vifible  que  cette  éga- 
lité Ce  change  en  une  autre  du  fécond  degré , puifque 
le  dernier  terme  étant  nul , elle  Ce  divifè  par  5^.  Mais 
lorfque  F G (b)  — o,  ce  qui  arrive  lorfque  le  point  F 
tombe  fur  le  premier  axe  ; le  terme  ~±  s’efface  dans 

l’égalité  precedente,  & un  qui  eft  bb  -\-cc  devient  cc  ; ce 
qui  fait  qu’elle  Ce  peut  divifer  par  d,  & qu’elle  fè  réduit 

par  confeqnent  à celle-ci  qui 

'n’eft  encore  que  du  fécond  degré.  Enfin  fi  l’on  fait  dans 
cette  derniere  égalité  e — iicc  qui  doit  ariiver  lorfque 
le  point  F tombe  lur  le  centre  . puifqu’alors  les  li- 
gnes b & c deviennent  chacune  milles;  on  aura 
& partant  <^ou  **=  J±r  ttx  = - =dV^-£. 

Il  eft  inutile  d’avertir  que  le  Problème  fe  refoud  par 
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la  même  voie  dans  l’Ellipfe , n’y  ayaqj  de  changement 
que  dans  quelques  lignes.  Mais  on  peut  toujours  rap- 
porter , fi  î’on  veut , ce  fécond  cas  au  premier , de  la 
maniéré  qui  fuit. 

Ayant  mené  par  un  point  quelconque  B de  l’une  des  f»g.  A. 
Hyperboles  données,  une  tangente  B G ; & ayant  fait 
palier  par  cette  tangente,  & par  le  fommet  donné  S , 
un  plan  G BS  : loir  mené  partout  où  l’on  voudra,  un 
autre  plan  H KL  parallèle  à celui-ci.  Je  dis  qu'il  for- 
mera dans  la  furface  conique,  décrite  par  une  ligne 
droite  indefinie  attachée  en  5,  & mùë  autour  de  l’Hy- 
perbole oppofée  MAN,  une  ligne  courbe  H K L qui 
fera  une  Parabole  ; de  force  que  toute  la  difficulté  eft 
réduite  au  cas  précèdent.  Car  fuppofant  que  le  cercle 
DH MN L foie  la  baie  du  cône,  qui  a pour  fommet  le 
point  V,  & pour  Section  l’Hyperbole  M AN  avec  fon 
oppofée  j il  eft  clair  que  le  plan  G B S touchant  les  deux 
furfaces  coniques  oppofees  qui  ont  pour  baie  ce  cercle, 
dans  le  côté  BSD , formera  dans  le  plan  de  la  bafo, 
une  ligne  droite  D R qui  touchera  cette  bafo  en  un  point 
D.  Or  comme  cette  ligne  eft  la  direétrice  par  rapport 
à la  Seétion  H K L,  il  s’enfuit  félon  la  définition  dixié- 
me du  Livre  V I.  que  cette  Section  fora  une  Parabole. 

Ce  Problème  a étc  trés-celebre  du  temps  de  M.  Dcf- 
cartes,  & l’on  en  a trouvé  une  folution  parmi  lès  Ma. 
nuferits,  qui  eft  imprimée  à la  fin  de  la  77*  Lettre  du 
3'  tome.  Si  l’on  veut  fo  donner  la  peine  de  comparer  la 
folution  avec  la  mienne,  on  verra  que  non  foulement 
elle  eft  moins  naturelle  puifqu’elle  ne  va  pas  droit  au 
but,  mais  encore  qu’elle  eft  beaucoup  plus  embarraffoe. 

Auffi  ne  donne  t’il  point  l’analyfo  du  cas  où  la  Seétion 
eft  une  Elüpfo  ou  une  Hyperbole  j & il  fo  contente  d’afl 
forer  que  l’égalité  qui  renferme  les  conditions  du  Pro- 
blème, ne  doit  pas  païïer  le  quatrième  degré. 


Fffiij 
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* *LEMME  L 

F i c.  166.  44i*  Si  far  C extrémité  B J" un  diamètre  A B , F on  ment 

X67.  x6S.  une  corde  quelconque  B D qui  termine  l'arc  A D moindre  que 
la  demie  circonférence  ; & qu'ayant  fris  far  tout  où  l'on  vou- 
dra deux  arcs  continus  E F , F G , égaux  chacun  à far c A D, 
on  tire  les  cordes  B E , B F , B G : je  dis  que  la  corde  du  mi- 
lieu B F efi  à la  fortune  ou  à la  différence  de  fes  deux  vos  fines 
B E , B G , comme  le  rayon  CB  ejl  à U corde  B D : Ravoir 
i la  fomme  lorfque  l'origine  commune  B des  cordes  BD,  B E, 
B F , B G , ne  tombe  fur  fas  un  des  deux  arcs  E F , F G ; & 
au  contraire  à la  différence  , lorfqu'il  tombe  fur  l'un  - ou  l'autre 
de  ces  deux  arcs. 

Car  Toit  du  centre  J7,  & du  rayon  F B , décrit  un  arc 
de  cercle  qui  coupe  la  corde  B G prolongée , s’il  eft  ne- 
ceflaire , au  point  H , pour  avoir  une  triangle  ifofcelle 
BFH , qui  fera  femblable  au  triangle  ifofcelle  DCB  » 
puifque  l’angle  FBH  a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc 
F G égal  à l’arc  A D , dont  la  moitié  eft  auffi  la  mefure 
de  l’angle  C BD.  On  aura  donc.Fi?.  BH:i  CB.  B D, 
de  force  qu’il  ne  refte  qu’à  démontrer  que  la  ligne  B H 
eft  la  fomme  des  deux  cordes  B E,  BG,  dans  lepremier 
cas,  8c  leur  différence  dans  le  fécond.  Pour  le  faire. 

Fi  e.  166.  Soient  tirées  les  coirdes  EF,FG,  & on  aura  deux 
triangles  BEF,  F FIG , qui  feront  femblables  8c  égaux. 
Car  dans  le  premier  cas  l’angle  F H B ou  F H G , eft 
égal  à l’angle  FBH  qui  vaut  l’angle  FBE , puifque  les 
’ arcs  F G,  FE,  font  égaux;  6c  de  plus  l’angle  BEF  eft 
égal  à l’angle  F G H , puifqu’ils  ont  chacun  pour  mefu- 
re la  moitié  du  même  arc  JB  Fi  8c  partant  l’angle  GF  H 
eft  égal  à l’angle  FF  B Or  les  côtés  FE,  F G,  6c  F B , 
F H , font  égaux  entr’eux.  Le  côté  GH  fera  donc  égal 
au  côté  B E.  Donc  ôcc. 

F 1 e.  167.  On  prouvera  à peu  prés  de  même  dans  le  fécond  cas 
»«*.  que  les  triangles  F H G,  FBE,  font  femblables  6c 

égaux  ; 8c  qu’ainfî  la  ligne  B H eft  la  différence  des 
deux  cordes  BG,  B E. 
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L EM  M E II. 

445-  S oit  une  Table  dont  le  frémi er  rang  farallele 
renfermant  le  nombre  1 , & le  fécond  la  lettre  X ; le  troifiéme 
x x—  i fait  le  produit  du  fécond  par  x , moins  le  premier,  le 
quatrième  x 1 — } x fait  le  produit  du  troifiéme  par  x , moins  le 
fécond,  le  cinquième  x4— 4XX— 4-2  fait  le  produit  du  qua- 
trième par  x moins,  le  troifiéme , & ainfi  de  fuite  à l'infini. 

Soit  de  f lu  s un  arc  de  cercle  quelconque  A R divifé  en  autant 
de  parties  égales  qu'on  voudra , aux  points  D , E,  F , G , &c.  F 1 s;  163. 
Je  dis  que  fi  le  premier  rang  x de  la  Table  exprime  la  valeur  170. 
du  diamètre  B A , d*  le  fécond  rang  X celle  de  la  première 
corde  B D ; le  troifiéme  rang  X X — i exprimera  la  valeur  de 
la  fécondé  corde  B E , le  quatrième  rang  x 1 — 3 x celle  de  la- troi- 
fiéme corde  B F , d*  ainfi  de  fuite  jufquà  la  demiere  B R ; 
en  obfervant  que  ces  cordes  deviennent  négatives , lorfqu' elles 
p a fient  de  l’autre  coté  du  point  B. 

x Table  pour  la  divifion  des  arcs  de 

1 x cercle  en  parties  égales. 

3'  ixx — ï 

4e  ix*  —3* 

jc  1 * 4 — 4.  rex  — I- 1 

6e  txf  — 5*'  — t-î*  . . 

f \x*  — 6x*  — \-çf  XX  — 1 ê 

8e  1 x1  — 7*’  — H4*,_  7* 

9'  1 x*  — 8x‘  — + zo*4—  i6xx-+  i 
10'  ix’  — p*7  — F17*’—  30*’— 3-9-v 
. ii*  u"- iox*  — ■ F3  J*4  — JO*4— ïijxx—  z 
11'  ix"—  Iix’  -+44.X*  — 77*«— Fîî*‘— 1 1* 
jy  ix"~  I ix'e— HJ  4**  — llix  -4-lOJJC4— 36  xx—\-t 
j4<  i*’*  — 13*"— 1-6  5*’—  ij6x7-gH8ix’—  9 i*1  — H3* 

Car  i°.  Lorfque  l’arc  A R eft  moindre  que  la  demie  F 1 c.  16% 
circonférence  A D B i fi  l’on  multiplie  une  corde  quel- 
conque BF  par  x i Si  qu’on  retranche  de  ce  produit  la 
corde  B E qui  la  précédé , on  aura  la  corde  B G qui  la 
fuit  immédiatement , puilque  félon  le  Lemme  préce- 
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dent  CB(  1 ).  BD  (*)::  BF.  B E — b BG—XB F , Sc 
partant  BG  — x B F — B F...  Donc  &c. 

i°.  Lorfque  l'arc  si  R eft  plus  grand  que  la  demie  cir- 
conférence A DBi  il  eft  viable  que  l'origine  commune 
B de  toutes  les  cordes  fe  trouvera  neceflàirement  fur 
l’une  des  parties  égalés  comme  GH , danslefquelles  l’arc 
A R eft  diviië.  Or  l’on  prouvera  comme  dans  le  premier 
cas  que  le  troifîéme  rang  de  la  Table  exprime  la  valeur 
- de  BE,  le  quatrième  celle  de  B F , & ainfi  de  fu*re  jufl 
qu’à  B G ; mais  il  relie  à démontrer  que  le  rang  qui  fuit 
celui  qui  exprime  la  corde  B G , n’exprimera  point  la  va- 
leur de  — vB  mais  celle  de  —BH  ; & de  même  que 

le  rang  qui  fuse  ce  dernier  exprime  la  valeur  de  — B /, 
& ainfi  de  fui:e  jufqu’à  — BR. 

Selon  la  formation  de  la  Table , le  rang  qui  fuit  celui 
qui  exprime  Bg  eft  xBG—BF.  Or  par  le  Lemme 
CB(  ().  BD(x)::  BG.  BF-BH , & partant  -BH 
—.x  BG  — B F 5 c’eft  à dire  que  — BH  vaut  le  rang  pa- 
rallèle de  la  Table  qui  fuit  immédiatement  celui  qui  ex- 
prime la  valeur  de  B G.  Mais  félon  la  formation  de  la 
,même  Table,  le  rang  qui  fuit  celui  qui  vaut  — B H eft 
— xB'rl  — BG  valeur  de  BI,  puifque  félon  le  Lemme 
xB  H — BI—  BG:  8>c  de  même  le  r3ng  qui  fuit  celui 
qui  vaut  — B 1 eft  félon  la  formation  de  cette  même 
Table  — x BI-é  BH  valeur  de  la  corde  négative  - B L, 
puifoue  félon  le  Lemme  x BI=^B l. — t-Bri.  Or  il  eft 
vifibie  qu’il  en  eft  de  même  de  toutes  les  cordes  qui  fui- 
vent  Bt  jufqu’à  B R>  c’eft  ce  qui  reftoit  à démon- 
trer. 

Corollaire  I. 


Fie.  1 69.  444-  Dr  «il  eft  évident  que  fî  l’arc  A R eft  di. 

»7».  vifé  en  cinq  parties  égalés,  le  fîxiéme  rang  de  Table 
x1  — î x’-i-s  x exprimera  la  valeur  de  la  corde  BR 
qui  fourend  l’arc  BR  différence  de  l’arc  A R & de  la 
demie  circonférence  A DBi  que  s’il  étoit  divifé  en  fept 
parties  égales,  le  huitième  rang  feroit  la  valeur  de  BR  i 
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& en  general  qu’il  faut  augmenter  d’une  unité  le  nom- 
bre des  parties  égales,  afin  d’avoir  le  rang  de  la  Table 
qui  vaut  BR:  en  obfervant  que  Je  rayon  CB c=i, 
que  la  première  corde  BD~x , & que  la  derniere  cor. 
de  BR  eft  négative  lorfque  l’arc  A R eft  plus  grand  que  * 
la  demie  circonférence. 

Corollaire  II. 

• •;.-•!!  .. 

44T-  On  voit  par  la  compofition  de  cette  Table  , 
i°.  Que  le  nombre  a eft  le  premier  terme  de  chaque 
rang  perpendiculaire.  30.  Que  les  coeficiens  de  tous  les 
autres  termes  du  premier  rang  perpendiculaire  font 
égaux  à l’unité.  30.  Que  le  coeficient  d’un  terme  quel- 
conque de  tel  rang  perpendiculaire  qu’on  voudra,  eft 
toujours  égal  au  coeficieni?  d’un  pareil  terme  dans  le 
rang  perpendiculaire  à gauche,  plus  au  coeficient  du 
terme  qui  eft  au  deflus  de  lui  : c’eft  à dire , par  exemple, 
que  le  coeficient  14.  du  quatrième  terme  1 4.x1  du  troi- 
fiëme  rang  perpendiculaire,  eft  égal  au  coeficient  y du 
quatrième  terme  jx»*du  deuxième  rang  perpendiculai- 
re qui  eft  le  rang  à gauche , plus  au  coeficient  7 du  ter- 
me 2 xx  qui  eft  au  deflus  du  terme  1 4 x '. 

• il  .î  i . ,S(  :•  :‘j  Ifi  ==•* 

R E M A R QU  E. 

^T.  i.\ 

44^*  Si  l’on  continuoit  à divifer  la  circonférence  Fie.  170. 
en  parties  égales  aux  arcs  AD,  DE,  Sec.  au  de  là  da 
point  R -,  il  eft  clair  que  les  rangs  paralleles  de  la  Table 
qui  fuivent  celui  qui  exprime  —BR  continufcroient 
à exprimer  par  ordre  toutes  les  cordes  négatives  qui  fui- 
vroient  BR,  jufqu’à  ce  que  repaflàntle  point  B elles 
redeviendroient  encore  négatives  ; Se  ainii  de  fuite  al- 
ternativement pofitives  & négatives,  autant  de  foi# 
qu’elles  pafl’eroient  le  point  B jufqu’à  l’infini. 

: ;i«  1 Tfrtîî.  ; . , ' ' ’ •>  - " 

......  . t>. 
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Exemple  I. 

447- C ouper.  un  arc  de  cercle  donne  A R,  er* 
autant  de  parties  égales  AD , DE,  EF,  F G,  Scc.  qu'on 
• voudra. 

Fig.  Ayant  mené  le  diamètre  Al 7 & la  corde  BR,  Sc 

170*  . nommé  le  rayon  donné  ou  CB,  H la  corde  don- 
née BR,  ai  on  formera  une  égalité  dont  le  premier 
membre  fera  le  rang  parallèle  de  la  Table  qui  fûrpafle 
d’une  unité  le  nombre  des  parties  égales,  Sc  le  fécond 
fera^<*i  Ravoir  -+  a lorfque  l’arc  A R eft  moindre 
que  la  demie  circonférence,  & — a lorfqu’ii  eft  plus- 
grand.  Or  il  eft  vifîble  félon  l’article  443.  que  la  refolu- 
non  de  cette  égalité  doit  fournir  pour  l’une  de  les  raci- 
nes x , une  valeur  B D telle  qu’ayant  décrit  du  point  B 
comme  centre  Sc  de  l’intervalle  BD  un  arc  de  cercle,, 
il  coupera  fiir  l’arc  donné  A R la.  première  des  parties 
égales  cherchées  AD. 

Qu’il  faille,  par  exemple,  divifer  l’arc  donne  A R €n 
trois  parties  égales  j on  trouvera  xs—  )x=z^f.t,  'dont 
l’une  des  racines  BD  terminera  la  première  des  crois 
parties  égales  qu’on  demande  S’il  falloit  divifer  l’arc 
A R en  cinq  parties  égales,  on  auroit  x 1 — jx1 — F j x 
= Sc  de  même , s’il  falloir  divifer  en  fepe,  il  vien- 
droic  x7 — 7 x ’— + 1 4 x J — jx  = I+.a  : de  forte  que  toute 
la  difficulté  fe  réduit  à trouver  les  racines  de  ces  égali- 
tés. Or  c’eft  ce  qu’on  a enfeigné  dans  le  Livre  précè- 
dent. Donc  Sec. 

11  eft  à remarquer  que  ces  égalités  font  les  plus  fim- 

Îiles  qu’il  eft  poffible,  lorfque  le  nombre  des  parties  éga- 
es  eft  un  nombre  premier.  Mais  lorfqu’il  eft  compofc 
de  deux  ou  plufîeurs  nombres  premiers,  on  divifêra  d’a- 
bord l’arc  donné  en  autant  de  parties  égales  que  l’un  de 
ces  nombres  a d’unités , Sc  eniuke  la  première  de  ces 
parties  en  autant  de  parties  égales  que  l’un  des  nombres- 
reftans  a d’unités , Sc  ainfi  de  fuite  jufqu’â  ce  qu’on  ait 
épuife  tous  les  nombres  premiers,  donc  le  produit  for- 
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me  le  nombre  donné  ; ce  qui  donnera  enfin  la  premiè- 
re des  parties  égales  qu’on  cherche:  fi  l’on  veut,  par 
exemple , divifer  l’arc  A R en  trente  parties  égales , il 
faudra  d’abord  le  divifer  en  cinq,  eniuite  la  première 
de  ces  cinq  parties  en  trois , &c  enfin  la  première  de  ces 
trois  en  deux , pour  avoir  la  trentième  partie  qu’on  de- 
mande , &.  cela  parce  que  30  :=  j x j x 1. 

R.  E M A R Q^u  e I. 

448  • Deux  points  donnés  A,  R,  fur  la  circonfe-  Fig.  17*. 
rente  d’un  cercle  en  déterminent  non  feulement  deux  i7«-i7*-&c. 
arcs , dont  l’un  A R eft  moindre  que  la  demie  circonfé- 
rence ,&  l’autre  A BR  plus  grandj  mais  encore  une 
infinité  de  portions,  dont  les  unes  font  la  circonféren- 
ce entière  plus  l’arc  A R , deux  fois  la  circonférence 
plus  l’arc  A R , trois  fois  la  circonférence  plus  l’arc  A R 
&cc.  & les  autres  font  la  circonférence  entière  plus  l’arc 
A B R,  deux  fois  la  circonférence  plus  l’arc  AB  R,  trois 
fois  la  circonférence  plus  l’arc  A BR  Sec-,  dont  la  raifon 
eft  que  la  circonférence  d’un  cercle  rentrant  en  elle- 
même  , on  peut  confiderer  cette  ligne  courbe  comme 
faiiânt  une  infinité  de  révolutions  autour  d’elle-même. 

Si  donc  l’on  nomme  l’arc  ARydi  la  circonférence  en- 
tière ci  l’arc  AB  R fera  c—d  & l’on  aura  ces  deux  fui- 
tes, 

1e.  4,  <*W  > u+4,  fc+4 , Jc-j-d , S‘+4,  ic+d,  7c+d  , 8r — f-J  dre. 

j'_  c—d . U — d , je — d , 4t — d,  Je — d,  te — 4,  7c — d , 8 c—d,  frt. 

qui  expriment  par  ordre  toutes  les  portions  de  circon- 
férences terminées  par  les  deux  points  A>  R.  Cela 

pofé. 

Si  l’arc  AD  eft  une  aliquote  quelconque  de  l’arc 
A R moindre  que  la  demie  circonférence;  & qu’ayant 
inferit  dans  le  cercle  un  poligone  DEFG  H &c.  d’un 
pareil  nombre  de  côtés  à commencer  par  le  point  D , 
on  tire  de  l’extremité  B du  diamètre  A B aux  angles 
du  poligone  les  cordes  BD , BB , B G , B H.  &ic: 

Gggij 
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je  dis  qu’elles  terminent  des  aliquotes  pareilles  de  tons 
les  termes  de  ces  deux  fuites , dont  l’origine  fixe  eft  tou- 
jours au  point  A. 

ïj«.  171-  Car  foit  pour  fixer  les  idées  l’arc  AD=  \di  if  eft 
dair  que  l'arc  AU  E=^j^ , l’arc  AD  EF—  * 
l’arc  AD  EFG  = îî±^  l’arc  AD  EFG  H qui  fonc 

les  cinquièmes  parties  ou  les  aliquotes  pareilles  des  cinq 
premiers  termes  de  la  première  mite.  Or  fi  l’on  divifetel 
autre  de  fes  termes  qu’on  voudra  par  j , il  eft  vifible  que 
le  quotient  renferme  au  jufte  un  certain  nombre  de  fois  la 
circonférence  entière  plus  une  des  cinq  fractions  prece- 
dentes. Donc  puifque  la  corde  qui  termine  un  arc , dont 
l’origine  eft  en  A>  eft  la  même  que  celle  qui  termine 
cet  arc  plus  la  circonférence  repetée  autant  de  fois  qu’on 
veut,  if  s’enfuit  que  les  cordes  DD,  BE , B F , B G, 
B H , terminent  les  cinquièmes  parties  de  tous  les  ter- 
mes de  la  première  fuite.  On  prouvera  de  la  même  ma- 
nière que  les  arc$AH,AHG„  AHGF  ,A  H G F Ey 
A H G F E D font  les  cinquièmes  parties  des  cinq  pre- 
miers termes  de  la  féconde  fuite , & qu’ainfi  les  cordes 
BH,BG,  BF,BE,B  D , terminent  les  cinquièmes  par- 
ties de  tous  les  termes  de  la  féconde  fuite.  Mais  il  vifible 
que  cette  démonftration  fé  peut  appliquer  à telle  autre 
aliquote  qu’on  voudra  de  l’arc  A R.  Donc  &c. 

F 1 g.  17 j.  De  là  il  fuit  que  fi  l’on  réünit  les  deux  fuites  préce- 

*74.  dentes  en  une  feule  d,cl+.dr  ic^.dyy  Z^d&cc  îles  deux 

cordes  voifines  de  part  & d’autre  de  la  plus  grande  ou 
première  BD  qui  termine  l’aliquote  AD  de  l’arc  A R 
moindre  que  la  demie  circonférence  , termineront  des 
aliquotes  pareilles  du  fécond  terme  c~d  de  la  fuite^ 
que  les  deux  cordes  voifines  de  celles-ci  termineront  des 
aliquotes  pareilles  du  troifiéme  terme  îc^dde  la  fuite  j. 
& ainfi  à l’infini  de  deux  en  deux  jufqu’aux  dernières 
lorfque  l’aliquote  eft  impaire, & jufqu’à  la derniere Iorfi. 
qu’elle  eft  paire.  Ainfi  lorfque  l’arc  A D — ) A Ri  les 
cordes  ME  XB  H , terminent  les  deux  arcs  ADEy  AH 
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cinquièmes  parties  du  fécond  terme  ci+d  delà  fuite, 
c’eft  à dire  de  la  circonférence  plus  l’arc  A R , 5c  de  la 
circonférence  moins  cet  arc-,  les  deux  cordes  B F , B G, 
voifines  de  celles-ci  termineront  deux  arcs  A DEF, 
A FI  G,  qui  font  les  cinquièmes  parties  du  troifiéme 
terme  1 cZ+.d  de  la  fuite:  6 c de  même  lorfque  l’arc  A D 
— i A R j les  deux  cordes  B E,  B K,  voifines  de  part  6c 
d’autre  de  la  première  ou  plus  grande  B D terminent 
les  deux  arcs  A DE,  A K,  qui  font  les  fixièmes  parties 
du  fécond  terme  c-£d;  les  deux  cordes  i?  .F,  B H,  voi- 
fines  de  ces  deux- ci  terminent  les  deux  arcs  A DEF, 
A KH , fixièmes  parties  du  troifième  terme  ic^.di  6c 
enfin  la  derniere  corde  B G termine  les  deux  arcs 
AD  EFG,  AKHG,  fixièmes  parties  du  quatrième 
terme  3 cûjld. 

On  entend  dans  les  Remarques  fuivantes  par  cordes 
impaires , celles  qui  étant  prilês  de  parc  6c  d’autre  de  la 

firemiere  ou  plus  grande  B D , fe  trouvent  dans  des 
ieux  impairs  d commencer  par  cette  plus  grande  5 6c 
par  cordes  paires , celles  qui  étant  prifes  de  part  6c  d’autre 
de  la  même  BD,fe  trouvent  dans  des  lieux  pairs.  Ainfi 
lorfque  l’arc  A D = \ A R > les  cordes  BD,  BF,  B G , 
font  des  cordes  impaires,  6c  les  cordes  B E,  B H,  des 
cordes  paires:  6c  de  même  lorfque  l'arc  A D — \A  Ri 
les  cordes  BD,  BF,  BH,  font  des  cordes  impaires, 
£c  les  cotés  B E,BK,  B G , font  des  cordes  paires. 

R e M a r c^u  e IL 

449-  S*  l’arc  AD  eft  une  aliquote  quelconque  de 

l’arc  A R moindre  que  la  demie  circonférence  A RB  ; 
6c  qu’ayant  infcric  dans  le  cercle  à commencer  par  le 
point  D , un  poligone  DEF  G H ôcc.  d’un  pareil  nom- 
bre de  côtés,  on  tire  de  l’extrcmité  B du  diamètre  AB 
aux  angles  du  poligone  les  cordes  BD,  BE,  B F ,BG, 
BH  6cc  : je  dis  que  les  cordes  impaires  lorfque  l’arc 
A D cft  une  aliquote  impaire  de  l’arc  A R , 6c  leurs  quair- 

Gggüj 


Fie. 

*74- 


4ii  Livre  Dixii'me. 

rés  lorfqu’il  en  eft  une  aliquote  paire , expriment  les  ra- 
cines vraies  de  l’égalité  qu'on  trouve  en  égalant  à la  gran- 
deur  pofitive  — Y- a,  le  rang  parallèle  de  la  Table  dont 
l’expofânt  furpaflè  d’une  umté  le  nombre  des  côtés  du 
poligone  ; & que  les  cordes  paires  dans  le  premier  cas , 
& leurs  quarrés  dans  le  lëcond , expriment  les  racines 
vraies  de  l’autre  égalité  qu’on  trouve  en  égalant  à la 
grandeur  négative  — a,  le  même  rang  parallèle  de  la 
Table. 

Fig.  171.  Soit , par  exemple,  l’arc  A D = iARi  je  dis  que  les 
*7i-  cordes  impaires  BD , B F,  BG , fonc  les  racines  vraies 
de  l’égalité  5*’ — l- j x=.a,  & que  les  cordes  paires 

F 10.  171.  B E,  BH,  font  les  racines  vraies  de  l’autre  égalité 
*74*  x1—  jx* — Y-$x— — a.  Sil’arc  A D=?  A R>  les  quarrés 

des  cordes  impaires  BD , BF,  BH,  feront  les  racines 
vraies  de  l’égalité  x*—6x4 — \-yxx—z=a,  &c  les  quar- 
rés des  cordes  paires  BE , B K t BG,  feront  les  racines 
vraies  de  l’autre  égalité  x* — 6x4 — xx — z — — a. 

Car  fi  l’on  propofe  de  divifer  la  circonférence  entiè- 
re répétée  un  certain  nombre  de  fois  plus  ou  moins  l’arc 
A R , en  parties  égales  dont  la  première  foit  moindre 
que  la  demie  circonférence,  il  eft:  clair  félon  l’article 
444.  qu’on  formera  la  même  Table  que  pour  la  divifion 
de  l’arc  A R:  en  obférvant  que  les  cordes  doivent  chan- 

fer  neceflairement  une  fois  de  figne  ( avant  que  d’arriver 
la  derniere  BR  ) lorfque  la  circonférence  n’eft  repetée 
qu’une  fois , par  ce  que  l’origine  commune  B de  toutes 
fe  trouve  fur  l’une  des  parties  égales  ; que  les  cordes  doi- 
vent changer  deux  fois  de  fignes,  lorfque  la  circonfé- 
rence eft  repetée  deux  fois,  parce  que  l’origine  B fe 
trouve  neceflairement  fur  deux  des  parties  égales}  qu’elles 
doivent  changer  trois  fois,  lorfque  la  circonférence  eft  re- 
petée trois  fois , parce  que  l’origine  B fe  trouve  fur  trois 
parties  égales , & ainfi  de  fuite.  La  corde  .Z?  R féru  donc 
pofitive  lorfqu’il  s’agit  de  divifer  en  parties  égalesl’arc^Æ 
& la  circonférence  repetée  un  nombre  pair  de  fois  plus 
ou  moins  l’arc  A Ri  &C  négative  lorfque  la  circonferciu 
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ce  eft  répété^  un  nombre  impair  de  fois  : c’eft  à dire  que 
dans  le  premier  cas  on  doit  égaler  le  rang  parallèle  de. 
la  Table  à la  grandeur  pofitivc  — M.  Et  par  confequent 
les  cordes  impaires  ou  leurs  quarrés  feront  les  racines 
vraies  de  l’autre  égalité  dont  l’un  des  membres  eft  — ,t. 

Ce  qu'il  falloit  &c. 

R E M A R <*J7  E III. 

4JO-  Les  mêmes  choies  étant  pofées , fi  l’arc  AD  F « «•  *7* 
eft  un  aliquote  impaire  de  l’arc  A R j il  eft  clair  par  l’inft  *7J* 
pe&ion  de  la  Table,  que  tous  les  termes  pairs,  c’eft  à 
dire , le  deuxième , quatrième , fixiéme  &c , excepté  le 
dernier  terme  a , manquent  toujours  dans  les  deux  éga- 
lités qu’on  trouve  félon  la  remarque  précédente.  Or 
l’on  fçair  en  Algèbre, qu’en  changeant  de  lignes  les  termes 
pairs  d’une  égalité,  on  ne  fait  qu’en  changer  les  racines- 
vraies  en  faullès  Sc  les  fàulîës  en  vraies.  D’où  il  fuit  que 
les  cordes  paires  qui  font  des  racines  vraies  de  l’égalité 
dont  l’un  des  membres  eft  — a,  deviendront  des  racines- 
faullès  de  l’autre  égalité  dont  l'un  des  membres  eft  — Va. 

Par  exemple  fi  l’arc  AD^.~tA R>  les  cordes  impaires 
HD,  S F,  B G,  feront  les  racines  vraies  de  l’égalité 
J*’ — y-]x  = a,&c  les  cordes  paires  BEy  B H,  en 
feront  les  racines  faullès. 

On  peut  tirer  de  ces  deux  dernieres  Remarques  plu, 
fïeurs  Théorèmes  la  plupart  entièrement  nouveaux , 
touchant  l'inicription  des  poligones  réguliers  j fi  l’on) 
fait  attention  que  la  grandeur  connue  du  fécond  terme 
d’une  égalité  renferme  la  fomme  de  fes  racines,  que 
celle  du  troifiéme  terme  renferme  la  fomme  des  plans* 
alternatifs  de  fes  racines , que  celle  du  quatrième  terme 
renferme  la  fomme  des  folrdes  alternatifs  &c,  Si  enfin) 
que  le  dernier  terme  eft  égal  au  produit  de  toutes  les* 
racines  les  unes  par  les  autres  J’en  mettrai  ici  quatre 
des  principaux , après  avoir  fait  la  remarque  fuivante 
qui  peut  être  de  quelque  utilité; 
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R E M A R QJJ  E IV. 

Fig.  171.  4;î.  Les  mêmes  chofès  étant  poféesque  dans  la  Re- 

l7J*  marque  precedente , où  l’on  veut  que  l'aliquote  A D 

de  l'arc  A R fuit  impaire  ; je  dis  qu’entre  les  cordes  ren- 
fermées dans  la  demie  circonférence  M R B qui  contient 
l’arc  A R , la  derniere  ou  plus  petite  B F foûtend  un  arc 
B F qui  eft  à l’arc  B R , en  meme  raifon  que  l’arc  A D 
à l’arc  A R. 

Car  foit  l’arc  AT)  la  cinquième  partie  de  l’arc  A R, 
& par  confequent  l’arc  DE  la  cinquième  partie  delà 
circonférence  j il  eft  clair  que  la  demie  circonférence 
A RB  contiendra  deux  fois  5c  demie  l’arc  DE,  c’eftà 
dire,  deux  fois  l’arc  DE  ou  bien  l’arc  DEF  plus  la  cin- 
quième partie  de  la  demie  circonférence.  Donc  l’are 
AD  plus  l’arc  B F vaut  la  cinquième  partie  de  la  demie 
circonférence  ARB.  Donc  puifque  AD  eft  la  cinquième 
partie  de  l’arc  AR,  il  s’enfuit  que  B F fera  auiîi  la  cin- 
quième partie  de  l’arc  B R complément  à deux  droits 
de  l’arc  A R.  Mais  ce  que  l’on  vient  de  démontrer  fub- 
fifte  avec  la  même  force , foit  que  l’arc  A D foit  la  cin- 
quième partie  de  l'arc  AR , ou  bien  une  autre  aliquote 
quelconque  impaire.  On  a donc  eu  raifon  de  dire  en  ge- 
neral Sec. 

De  là  on  voit  que  fi  l’on  nomme  b la  corde  BR  d’un 
arc  quelconque  BR  moindre  que  la  demie  circonféren- 
ce, dont  le  rayon  eft  1 1 Se  que  l’on  forme  une  égalité 
dont  l’un  des  membres  foit  b , Se  l’autre  le  rang  parallèle 
de  la  Table  qui  furpafiè  d’une  unité  le  nombre  des  par, 
ties  égales  dans  lefquelles  l’arc  BR  doit  être  divifé  : cet- 
te égalité  aura  pour  l’une  de  fes  racines  la  corde  B F 
de  la  première  de  fes  parties.  Se  par  confequent  pour 
une  autre  de  fes  racines,  la  corde  2?  G de  la  première 
d’un  pareil  nombre  de  parties  égales  de  l’arc  BAR 
complément  à quatre  droits  de  l’arc  B R- 


The  or..  L 
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ThEORES  ME  I. 

4 J2-*  Si  in/cri  t au  dedans  et  un  cercle  un  poligone  rc-  fie,  tju 

guher  quelconque  D E F G H Scc.d’un  nombre  impair  de  cités  i 
& qu'on  tire  d'un  point  quelconque  B de  la  circonférence  à tout 
les  angles  du  poligone  des  cordes  BD,BE,  B F , B G , BH, 

&c  : je  dis , ' • 

i°.  Que  la  fomme  des  cordes  impaires  BD,BF,BG&c, 
à commencer  par  la  plus  grande  B D fera  toujours  égale  à la 
fomme  des  cordes  paires  B E , B H &c  j c'efià  dire  que  la  plus 
* petite  corde  B F — B E — I-  BD  — B H — 1-  B G &c  — o. 

Car  menant  le  diamètre  B A,  & prenant  l'arc  A R 
qui  contienne  l’arc  A D autant  de  fois  que  le  poligone 
a de  cotés,  il  eft  clair  comme  l’on  vient  de  voir  que  fl 
l’on  nomme  la  corde  BR , a ; & le  rayon  CA  ou  CB , i ; 
les  cordes  impaires  BD , B F , BG  (fie,  feront  les  racines 
. vraies,  Sc  les  cordes  paires  B E,  BH  &c,  les  racines 
* faufTes  de  l’égalité  qui  a pour  l’un  de  fês  membres  —4- a. 

Or  puifque  le  fécond  terme , qui  félon  qu’on  démoncre 
en  Algèbre  contient  la  fomme  des  racines , manque  tod- 
jours  dans  cette  égalité } il  s’enfuit  &c. 

i°.  Que  fi  Ion  mene  le  diamètre  B A , (fi  qu'ayant  pris  l'arc 
A R qui  contienne  lare  A D autant  de  fois  que  le  poligone  a 
de  cités,  on  tire  la  corde  BRk/f  produit  BDxBExBF*BGx 
B H & c de  toutes  les  cordes  BD,  BE,BF,BG,BH  &c 
les  unes  par  les  autres  ,fera  toujours  égal  au  produit  de  la  Cor- 
de B R par  une  puiffance  du  rayon  C A qui  ait  pour  expofant 
r le  nombre  des  cordes  — I. 

Car  ce  dernier  produit  vaut  le  membre  a ; puifque 
B R =a , & qu’on  prend  dans  la  Table  pour  l’unité  Iç 
rayon  CA.  Or  comme  le  terme  a eft  toujours  le  der- 
nier terme  de  l’égalité  qui  a pour  fês  racines  toutes  les 
cordes  BD,  B E,  B F,  BG,  BH  (fie,  & que  le  dernier 
terme  d’une  égalité  contient  toujours  félon  ce  qu’on 
démontre  en  Algèbre  le  produit  de  toutes  les  racines  : 

U s’enfuit  ôcc, 

» 
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Theoresme  IL 

* *7J.  4 T 3 • Si  l’on  divife  une  demie  circonférence  AF. B en  un 

nombre  quelconque  impair  de  parties  égales , dont  les  deux 
premières  [oient  tan  A E , les  quatre  premières  tare  A E F , 

& ainjt  de  fuite  de  deux  en  deux  jufqu'k  la  demiere  i & qu'on 
tire  les  cordes  B E , B F &c  : je  dis. 

i°.  Que  la  première  de  ces  cordes  BE,  moins  la  fécondé 
B F,  plus  la  troifibne  , moins  la  quatrième  &c,  jufquà  la 
demiere  inclufivement  ; efi  toujours  égale  au  rayon. 

i°.  Que  le  produit  B E * B F &c  de  toutes  les  cordes  les  unes 
par  les  autres , eft  égale  à une  puifance  convenable  du  rayon. 
Ainfi  dans  cet  exemple  où  le  nombre  des  divifions  eft  y,  ér  oà 
il  ri  y a par  confequent  que  deux  cordes  B E , B F ; on  aura 
i°  BE-BF  = CA.  i°.  BExBF=CÂ\ 

Car  inferivant  dans  le  cercle  entier  te  poligone  régu- 
lier E F G H dont  le  nombre  des  côte's  Toit  égal  au  nom  - 
bre  des  divifions  à commencer  par  le  point  Ai  & tirant 
de  l’autre  extrémité  B du  diamètre  AB  à toue  les  an- 
gles de  ce  poligone  des  cordes  B D , BE,  B H , B F , 

B G drc>  il  eft  clair  i°.  Que  la  plus  grande  de  ces  cor- 
des BD  eft  égale  au  diamètre  B A , & qu’ainfi  l’arc  AD 
étant  nul  ou  zéro , l’arc  A R le  fera  aufli  ; d'où  l’on  voit 
que  la  corde  B R fera  aulft  égale  au  diamètre  B A.  i°. 
Que  les  cordes  BE,  B H,  B F,  B G &c , étant  priiês 
deux  à deux  font  égales  entr’elles.  Or  cela  pôle,  R l’on 
applique  le  Theorême  précèdent  à ce  cas  particulier  on 
en  verra  naître  celui-ci.  Donc  &c.  ' 

Theoresme  III. 

»7**  414  • Si  l’on  inferit  au  dedans  d'un  cercle  un  poligone  re. 

gulicr  quelconque  DEFGHK&c,  dont  le  nombre  des  c’oth 
foit  pain  & que  d'un  point  quelconque  B de  la  circonférence  , 
on  tire  à tous  les  angles  de  ce  poligone  des  cordes  B D , B E , 
BF,  BG , BH,  B K Sec:  je  dis. 
i°.  * Que  la  fomme  tant  des  quartes  des  cordes  impaires  BD, 
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B F , B H , que  des  cordes  paires  B E , B G , B K , efl  égale 
au  quarré  du  rayon  C B pris  autant  de  fois  que  le  poligone  a 

de  côtés. 

Car  menant  le  diamètre  B A , Sc  prenant  l’arc  A R. 
qui  contienne  l’arc  A D autant  de  fois  que  le  poligone 
a de  côtes  5 il  eft  clair  * qu’en  nommant  la  corde  BR , a ; *Art.  449. 
le  rayon  CA  ou  CB , i*  les  quarrés  des  cordes  im- 

f>aires  BD,  B F,  B H (fie , feront  les  racines  vraies  de 
'égalité  dont  l’un  des  membres  eft  — Va  i & que  les 
quarrés  des  cordes  paires  BE,  BK,  B G (fie , feront  les 
racines  vraies  de  l’autre  égalité  dont  l’un  des  membres 
eft  — a.  Or  le  coeficient  du  fécond  terme  de  chacune 
de  ces  deux  égalités  qui  contient  la  fomme  de  leurs  ra- 
cines , eft  toûjours  égal  au  quarré  du  rayon  pris  autant  ^ 
de  fois  que  le  poligone  a de  côtés , comme  l’on  voit 
dans  la  Table.  Donc  Sec. 

i°.  Que  fi  ton  mene  le  diamètre  B A ; (fi  qu'ayant  pris  tare 
A R.  qui  contienne  autant  de  fois  tare  À D que  le  poligone  a 
de  côtés , on^tire  la  corde  BR .-.le  produit  BD’xBFxBH’  ôcc 
des  quarrés  des  cordes  impaires , ejt  égal  au  produit  de 
B A B R par  une  puifiance  convenable  du  rayon , fiavoir 
B A — F B R.  lorfque  le  nombre  des  côtés  du  poligone  eft  fim- 
plement  pair,  (fi  B A — BR.  lorfquil  eft  pairement  pair , 
c'eft  à dire , divifible  par  4 5 (file  produit  Bt'xbG  «BK*  Sec 
des  cordes  paires,  eft  égal  au  produit  de  B A;+  B R par  U 
même  puiffance  du  rayon , fiavoir  B A — BR  dans  le  premier 
cas  (fi  B A — h B R dans  le  fécond. 

Car  nommant  BR , a i Sc  le  rayon  CA,  1 5 il  eft  clair 
.que  les  quarrés  des  cordes  impaires  BD,  BF,  B H (fie , 
font  les  racines  d’une  égalité  qui  a toûjours  pour  dernier 
terme  1 ~£a  c’eft  à dire  BA-fiBRi  Sc  de  plus  que  les 
quarrés  des  cordes  paires  BF. , B G , B K fie,  font  les 
racines  de  l’autre  égalité  qui  a toûjours  pour  dernier 
terme  fft’a  c’eft  à aire  BA-+BR.  Pr  comme  le  der- 
nier terme  d’une  égalité  contient  toûjours  le  produit 
de  toutes  les  racines , il  s’enfuit  Sec. 

HI1I1  ij 
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6.  Î7J. 


Corollaire. 

4 ss-  D e la  il  eft  évident  i°.  Que  la  fomme  des 
quarrés  de  toutes  les  cordes  tant  paires  qu’impaires , 
eft  égal  au  quarré  du.  rayon  multiplié  par  le  double  du 
nombre  des  côtés  du  poligone,  c’eft  à dire  ici  que  B B 

- — S B • — h SD  ' h SK  — f ~BFI  ■■  I S G — 1 1 GA  . i°. 

Que  la  différence  des  quarrés  des  cordes  impaires  avec 
les  quarrés  des  cordes  paires , eft  toujours  égale  à zéro, 
c’ëft  adiré,  que  St — SE  — h BD  —SK  — YBH  — SG 
— o.  3°.  Que  le  produit  des  quarrés  des  cordes  impaires 
plus  celui  des  quarrés  des  cordes  paires , eft  égal  au  qua- 
druple d’une  puiflànce  pareille  du  rayon  ; c’eft  à dire,  que 
^\Wbl\RHl-^S£‘KBKl^MX==4-CA‘.  40.  Que  la 
différence  de  ces  deux  produits , eft  égale  au  double  de 
la  corde  S R multipliée  par  une  puiflànce  convenable 
du  rayon  ; en  obfêrvant  que  le  produit  du  quarré  des 
cordes  impaires , fùrpaflè  celui  des  quarrés  des  cordes 
paires,  lorfque  le  nombre  des  côtés  du  poligefne eft  fim- 
plementpair,  & au  contraire  qu’il  eft  moindre,  lorf. 
qu’il  eft  pairement  pair:  c’eft  à dire  ici,  que  B F *BD 
x SHX — BË  xBk'xBG1—  s-BR  * CA'.  40.  Que  le  pro- 
duit des  quarrés  de  toutes  les  cordes  tant  paires  qu’im- 
paires les  uns  par  les  autres  fera  toûjours  égal  au  produit 

de  SÂ'—  BR  — B Air  BR*  S Air  SR  =ARl  icau/è 
de  l’angle  droit  A RB,  par  une  puiflànce  convenable 
du  rayon:  c’eft  â dire,  en  extrayant  de  part  & d’autre 
les  racines  quarrées,  que  le  produit  de  toutes  les  cordes» 
eft  égal  au  produit  de  la  corde  A R par  une  puiflànce 
du  rayon  moindre  d’une  unité  que  le  nombre  des  cor- 
des; par  exemple  ici,  S F*BExB D*BK*B H*BQ 
= ARkCA'. 

Th*eoreseme  IV. 

456.  Si  l’on  divife  une  demie  circonferente  A D B en  m ^ 
nombre  quelconque  pan  de  parties  égales,  dont  la  première  ™ 
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fait  l’arc  AD , tes  trois  premières  l’arc  A D E , les  cinq  pre- 
mières Lare  A D E F , & ainfi  de  fuite  de  deux  en  deux  juf- 
qu’à  la  demiere > dr  qu’on  tire  les  cordes  B D , B E,  B F ôCc  ; 
je  dis. 

i°.  Que  la  fomme  des  quarré  s de  ces  cordes  efl  égale  au 
quarré  du  rayon  pris  autant  de  fois  qu'il  y a de  divi fions.  C efl 
à dire  ici , où  le  nombre  des  divifions  efi  6 , que  BD* — l-BE 
-*-BF‘:=6CÂ\ 

Que  le  produit  des  quarré  s de  ces  cordes  les  uns  par  les 
autres , vaut  le  double  de  la  puiffance  convenable  du  rayon. 

A:n(f  liD’x  BE  x BF  = 1 CA‘,  çfpar Confequent  BDxBE 
xBF^CA'x/i. 

Car  inferivant  dans  le  cercle  entier  un  poligone  régu- 
lier D EFG  HK,  dont  le  nombre  des  côtés  foie  égal  au 
nombre  des  divifions,  à commencer  parla  première  D J 
Sc  tirant  de  l’exrremité  JB  du  diamètre  AB , à tous  les 
angles  de  ce  poligone,  des  cordes  BD,  B K,  BE,BH, 

BF,  FG:  il  eft  clair  que  les  corde sBD,BK,BE,BH, 

BF,  BG  dre,  étant  prifes  deux  à deux  font  égales  entr’- 
elles  j & partant  que  fi  l’on  applique  les  articles  premier 
& troifiéme  du  Corollaire  précèdent  à ce  cas  particu- 
lier, on  en  verra  naître  ce  Theorême. 

Exemple  XII. 

457-1  nscrire  dans  un  cercle  donne',  un  poligone 
régulier  quelconque  , donc  le  nombre  des  cotés  foie 
donné. 

On  peut  regarder  ce  Problème , comme  n’étant  qu’un  Fi  a.  \-j y 
cas  particulier  de  l’exemple  précèdent.  Car  fi  l’on  fup- 
pofe  que  la  corde  BR  devienne  nulle  ou  zéro,  il  s’en- 
fuit que  l’arc  A R qu’elle  termine  deviendra  la  demie 
• circonférence.  Or  fi  l’en  propofé  de  divifér  la  circonfé- 
rence entière  en  un  nombre  quelconque  de  parties  éga- 
les j il  eft  évident  qu’en  divifanc  la  demie  circonférence 
dans  c<i  même  nombre , Sc  prenant  la  féconde  corde  au 
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lieu  de  la  première , elle  terminera  la  première  des  par. 

• ties  demandées.  Par  exemple , fi  l’on  divifé  la  de  Que  cir-  * 
F 1 e.  17*.  conférence  AD  B en  fept  parties  égales  AD,  D E , EF, 
FG,  GH , HJ , IB  J la  féconde  corde  BE  terminera 
l’arc  A E qui  eft  la  léptiéme  partie  de  la  circonférence 
entière.  D’où  l’on  voit  qu’en  égalant  à zéro  le  rang  pa. 
rallele  de  la  Table  qui  furpafle  d’une  unité  le  nombre 
des  côtés  du  poligone,  on  formera  une  égalité  dont  la 
plus  grande  clés  racines  x exprimera  la  valeur  de  la  cor- 
de BD  qui  termine  l’arc  A D moitié  de  Tare  cherché 
Art-WAE.  Mais  * CB  ( 1 ) . BD(x)::  BD  (x).  BE — VBA  , 

& par  conléquent  fi  l’on  nomme  la  féconde  corde  BE, 
on  aura  xx=.x. — b x.  Si  donc  l’on  fait  évanoüir  par 
le  moyen  de  cette  égalité  l’inconnue  x dans  la  prece- 
dente, on  en  formera  une  nouvelle  dont  la  plus  grande 
racine  ^exprimera  la  corde  B E qui  termine  l’arc  cher- 
ché AE.  Ainfi  dans  nôtre  exemple,  en  égalant  à zéro 
le  huitième  rang  parallèle  & divifânt  par  x,  je  trouve 
cette  égalité  x*—jx* — 1-14**  — 7=0,  dans  laquelle 
mettant  à la  place  de  x x fâ  valeur  ^—4 1 , à la  place  de 
x*  le  quarré  de  cette  valeur  &c.  je  la  change  en  cette 
autre  xJ — x*— f- 1 =*,  dont  la  plus  grande  des 
racines  ^exprime  la  valeu^le  la  corde  BE  qui  termine 
l’arc  A E léptiéme  partie  Se  la  circonférence  entière. 

Voici  maintenant  une  manière  generale  de  trouver 
immédiatement  toutes  ces  égalités  lorfque  le  nombre 
des  côtés  du  poligone  eft  impair  qui  eft  le  féul  cas  ne- 
ceflàire ; puifque  s’il  étoit  pair,  on  le  reduiroit  toujours 
en  le  divifânt  par  x , autant  de  fois  qu’il  féroit  poffible  , 
en  un  nombre  impair  dans  lequel  ayant  partagé  la  cir- 
conférence , on  auroit  par  la  bifiè&ion  d’une  des  parties 
égales , réitérée  autant  qu’il  féroit  neceflâire , l’arc  qu’on 
demande. 

Soit  conftruite  une  Table  dans  laquelle  le  premier  " 
rang  parallèle  étant  1 , & le  fécond  1 } le  troifiéme 
« foit  égal  au  produit  du  fécond  par  2^,  moins  le 
premier  j le  quatrième  b 1 foit  égal«u  pro- 
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duit  du  troifiéme  par  moins  le  fécond  ;&ainfi  à l'in- 
fini. Soit  formée  une  égalité  dont  l’un  des  membres  étant 
zéro,  l’autre  foit  le  rang  parallèle  de  la  Table,  qui  aie 
pour  expofant  la  plus  grande  moitié  du  nombre  des  cô- 
tés du  poligone.  Je  dis  que  la  plus  grande  des  racines  ^ 
de  cette  égalité , terminera  un  arc  qui  aura  pour  corde , 
le  côté  cherché  du  poligone. 

t Table  pour  l' inferiptien  des  poligone  s 

^ — f H réguliers  dans  le  cercle. 

zj—t&r **.  -H 

*,*— ^.’-JWr+Kr*-1 

c-^4— 4*!— ^ — 1 

*-+^-+6^—  } ^ — * 

5^7  —^—6^ — hjs^4 — H o^'— 4^  — h 1 

aL'-Sj— HjC— 10^5- H*.  -+1 
xJ— v — 8 ej— 1-  7^‘— fi 1 rj— 1 î ^.4— 1 oxj— H o^— I-  j s;—  1 

Qu’il  faille , par  exemple , inferire  dans  un  cercle  un 
heptagone.  Je  prends  le  quatrième  rang  parallèle  de  la 
Table , parce  que  4 eft  la  plus  grande  moitié  de  7 , & l’é- 
galant à zéro  j’ai  1^— hi=*,  dont  la  plus 

grande  racine  ^exprimera  la  valeur  de  la  corde  BE, 
qui  termine  l’arc  A E feptiéme  partie  delà  circonféren- 
ce entière.  Pour  le  prouver. 

Soit  un  arc  de  cercle  A R moindre  que  la  demie  cir-  Fi  «;  *75,’ 
conférence,  divifé  en  un  nombre  quelconque  impair,  de 
parties  égales  aux  points  D , E , F,  G dre  : &c  Ibient  me- 
nées de  l’extrcmite  B du  diamètre  BA,  les  cordes  BD, 

BE , B F,  B G dre,  jufqu’à  la  derniere  BR.  Ayant  pris 
l’arc  AS  égal  à l’arc  A J) , loit  tirée  la  corde  BS,  &c 
foient  nommées  la  première  corde  BD  ou  B S,  xi  &c 
la  fécondé  BE ,3^  Celapofé,on  aura  félon  le  Lemme 
C B [i).  B E(zJ::  BD  (x).  B F — I -BS.  Et  par  confe- 
quent  BF—x*c~*-  De  même  CB  ( \) . B E[\)::  B F. 
BD—FBFI.  Et  par  confequenc  B H—  \BF—B  D J de 
• 
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même  encore  CB  ( i ).  B E (zj  ::  B H.  B F — \rB  R , & 
partant  BR  = i{BH~BF:  c’eft  à dire,  que  la  cinquième 
corde  B H!  eft  égale  au  produit  de  la  troifiéme  2? f par  2^, 
moins  la  première  BD  ; que  la  iëptiéme  JAell  égale  au 
produit  de  la  cinquième  B H par  s^,  moins  la  troifiéme 
B F > &ainfià  l’infini  de  toutes  les  cordes  impaires.  D’où 
l'on  voit  que  fi  l’on  conftruit  une  Table  dont  le  premier 
rang  étant  x1  & le  fécond  x^—x  i le  troisième  *K 
~x  foit  égal  au  produit  du  fécond  par  s^,  moins  le  pre- 
mier  j le  quatrième  xs^—x^ — ix^ — h|(foit  égal  au 

firoduit  du  troifiéme  par  moins  le  lècond  i Sc  ainfi  i 
'infini  : les  rangs  de  cette  Table  exprimeront  par  ordre 
toutes  les  cordes  impaires  BD , B F , B H , BR , de  l’arc 
A R.  Or  les  rangs  de  cette  Cable  n’étant  autres  que  vv 
ceux  de  la  précédente  multipliez  chacun  par  x,  il  s’en- 
fuit  qu’en  luppofant.que  la  derniere  corde  B R devien- 
F t iy6.  n&nulle  ou  zéro  ( ce  qui  arrive  lorfque  l’arc  A R devient 
la  demie  circonférence , ) & faifânt  ce  qu’on  vient  de 
prefcrire  , on  aura  une  égalité  dont  l’inconnue  ^ expri- 
mera la  lèconde  corde  B E qui  termine  l’arc  AE  qui  eft 
contenu  autant  de  fois  dans  la  circonférence  entière , 
que  l’arc  A D qui  en  eft  la  moitié , l'eft  dans  la  demie 
circonférence. 

Il  faut  remarquer  i°.  Que  les  égalités  qu’on  trouve 
de  cette  maniéré  font  les  plus  fimples  qu’il  eft  poflîble , 
lorfque  le  nombre  des  côtés  du  poligone  eft  un  nombre 
premier:  mais  que  lorfqu’il  eftcompofe  de  deux  ou  de 
plusieurs  nombres  premiers,  il  faudra  divifer  d’abord  la 
circonférence  entière  en  autant  de  parties  égales  que 
le  plus  grand  de  ces  nombres  a d’unités , & enfuite  une 
de  ces  parties  en  autant  de  parties  égales  que  l’un  des 
nombres  reftans  a d’unités,  & continuer  jufqu’à  ce  que 
tous  les  nombres  premiers  qui  compofènt  le  nombre 
donné  des  côtés  du  poligone  foient  epuifés.  1°.  Qu’en-  • 

tra  les  cordes  qui  partent  du  point  B , & qui  font  ren- 
fermées dans  la  demie  circonférence  AEBi  les  impai- 
res à commencer  par  la  plus  grande  B E font  les  racines 
, vraies , 
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vraies,  & les  paires  les  fauflès  des  égalités  qu’on  trou- 
ve par  cette  méthode  : ainfi  les  cordes  B£>  BI,  font 
les  deux  racines  vraies  de  l’égalité  ^ — 

& la  corde  en  eft  la  faufle.  3“.  Qu’entre  les  racines 
de  ces  forces  d’égalités , la  plus  petite  eft  la  corde  d’un 
arc  qui  eft  la  moitié  de  celui  qu’on  cherche  : c’cft  à dire 
dans  cette  exemple , que  la  plus  petite  racine  B J de  l'é- 
galité s^— — e j eft  ta  corde  d’un  arc  B l qui 
eft  la  quatorzième  partie  de  la  circonférence. 

R E m A R Q^u  E.  , 

458.  Il  eft  vifible  dans  cette  derniere  Table,  que 
tous  les  termes  du  premier  & du  fécond  rang  perpendicu- 
laire ont  chacun  pour  coeficient  l’unité  ; que  ceux  du  * 
troiliémc  & du  quatrième  rang  oqt  pour  coeficiens  les 
nombres  naturels  1,1,3, 4&c>  qui  ta  forment  par  l’ad- 
dition continuelle  des  unités  j que  ceux  du  cinquième  & 
du  fixiéme  rang  ont  pour  coeficiens  les  nombres  triangu- 
laires 1,3,  6,  10,  &c  qui  fe  forment  par  l’addition  conti- 
nuelle des  nombres  naturels  ; que  ceux  du  lëpciéme  & 
du  huitième  rang  ont  pour  coeficiens  les  nombres  pi- 
ramidaux  i,  4 , 10  &c , qui  fe  forment  par  l’addition  con- 
tinuelle des  triangulaires;  & ainfi  à l’infini  de  deux  en 
deux  des  nombres  d’un  ordre  luperieur  qui  lé  forment 
par  l’addition  continuelle  de  ceux  du  dernier  ordre. 

LEMME  I. 

41 9*  S’1  L y a fur  un  demi  cercle  A E B deux  ara  égaux  ^la 
A D , EF , dont  l'un  A D ait  fon  commencement  en  tune  des 
extrémités  A du  diamètre  AB,  & l’autre  EF  fait  fris  far 
tout  où  ton  voudra  ; & qu'on  tire  les  cordes  B D , B E , B F , ' 

& A D , A E , A F : je  dis , i°.  Que  ABxBF=BDxBE 
— ADxAE.  i°.  gue ABxAF=BDxAE — f-ADxBE. 

Car  les  trois  triangles  re&angles  A DG  (le  point  G 
eft  ici  le  point  d’interle&ion  des  coides  B D,A  F ) , AFB , 

Iii 
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BFG  font  femblables  entr’eux;  puifque  l’angle  A GH 
ou  BGF  ayant  pour  mefure  la  moitié  des  deux  arcs 
B F , AD  j eft  égal  a l’angle  BAE  qui  a auflx  pour  me- 
fure la  moitié  des  deux  arcs  BF,  FE , ou  AD.  Si  donc 
l’on  nomme  le  diamètre  AB,  i;  les  cordes  BD,  xi 
A D,  y i BE,  v i A E,  zj  on  aura  i °.BE(v).  EA(zJ  :: 

AD{y).  DG=^  , & partant  B G ou  BD—DG=x 

— ^ . i°.  A B (i).  B E(v)  ::  BG  (*—  ^ ).  B Fz=ivx 

— y^  c’eft  à dire  (puifque  AB=i)  que  ABxBF 
=zB D*B  E — ADxAE.  Ce  qu’il  falloir  démontrer 
en  premier  lieu. 

Maintenant  BE(v).  B A (i  )::AD  (y).AG  = ï-  Et 
' AB  (!)■  AE(^)::Bg(x-^).  GFz^xz.--3  ; & 
partant  A G — F G .F  ou  AF=zxi^—  ^ — F 2 — XZ;r^Vy^ 

puifqu’â  caufe  du  triangle  reélangle  AEB  on  trouve 
i — xj^=vv  i c’eft  à dire  que  A F ou  A B x A F = BD 
x A E—+  AD  x B E.  Et  c’eft  ce  qui  reftoit  à démontrer. 

LEMME  II. 

,4 6°;  Soit  formée  une  Table , dont  le  premier  rang  pa- 
rallèle étant  compofé  de  deux  parties  x & y , tous  les  autres 
le  [oient  aufii  félon  cette  réglé  i la  première  partie  de  tel  rang 
parallèle  qu'on  voudra , vaut  la  première  partie  du  rang  para  Ile- 
Je  qui  le  précédé  immédiatement , multipliée  par  x , moins  la 
fécondé  partie  du  même  rang  multipliée  par  y ; ($•  la  fécondé 
partie  vaut  la  mime  première  partie  multipliée  par  y,  plus 
la  mime  fécondé  multipliée  par  x.  Soit  de  plus  un  arc  de  cercle 
Fie.  178.  quelconque  A R moindre  que  la  demie  circonférence  divifé  en 
autant  de  parties  égales  qu’on  voudra , aux  points  D , E , F , 
G , &c.  Je  dis  que  fi  le  dia  r.etre  A B zzz  1 y fip  les  deux  pre- 
mières cordes  BD  — x,  A D = y ; toutes  les  autres  cordes 
B E , B F , B G &c , feront  exprimées  par  les  premières  parties 
du  deuxième,  t roi  fié  me , quatrième,  &c.  rang  parallèle , & 
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les  autres  cordes  corre [pondant  es  A E , A F , A G , &c  , far 
les  fécondés  parties  des  mêmes  rangs.  Ainji  B G étant  la  qua- 
trième corde,  vaut  la  première  partie  x4—  6yyxx 3-  y«  du 

quatrième  rang  parallèle , d"  fa  correfpondante  AG  vaut  la 
féconde  partie  4yx’— 4y’x  du  même  rang. 


1“ 

ic 

3e 

4e 

5e 

6' 

7e  I 


X 

xx— yy 

**  — sn» 

*4  — <'»**•+ J4 
* * — lOfjiat’—f"  Jj4* 

X « lîy»4— 

x7 — ii2f*H-3ÏJ4*5 


— 

— 7j‘* 


? 

%jx 

W** — 

47*’  — 4J1* 

JJ*4  — jojlxx  -f-J* 

fjx  1 — lofxl  -3-  «j’x 

7J*7  — -f-iy'xx— x7 


Car  il  eft  clair  Selon  le  Lemme  precedent  que  le  pro- 
duit d’une  corde  quelconque  B F par  la  première  corde 
BD  ( x ) , moins  le  produit  de  la  corde  correspondante 
A F , par  l’autre  première  corde  A D (y)  exprime  la  va- 
leur de  la  corde  B G qui  Suit  immédiatement  BFi&i  aulîi 

Sue  la  corde  AG  vaut  BF  x AD  \y) — YAF*BD{x). 
>onc  &c. 

Corollaire. 

461»  Si  J’on  ajoute  enSêmble  les  deux  parties  de 
chaque  rang  parallèle  de  la  Table  precedente , en  met- 
tant par  ordre  tous  les  termes  qui  les  compofent  félon 
les  differens  degrez  des  puiflances  de  x»  on  formera  cet- 
te nouvelle  Table  qui  contiendra  par  ordre  les  termes 
de  toutes  les  puilTances  du  binôme  x — h y .■  en  observant 
que  le  premier  & le  Second  terme  doivent  être  pris  affir- 
mativement, le  troisième  6de  quatrième  négativement, 
& ainfi  alternativement  de  deux  en  deux  jufqu’au  der- 
nier. Ainfi  le  troifième  rang  parallèle  contiendra 
a* — h 3 y xx — 3 yyse—yf  c’eftà  dire  le  cube  du  binôme 
x—y-y,  dont  on  prend  les  deux  premiers  termes  affir- 
mativement , & les  deux  derniers  négativement:  de  mê- 
me le  cinquième  rang  parallèle  contiendra  x ’ — hj^x4 
•~-ioyyx,~^  ioy}xx—\-jy4x — \-y\  qui  eft  la  cinquième 
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puiflànce  du  binôme  x — Y y , dont  le  premier  & le  fécond 
terme  font  pris  affirmativement,  le  troifiéme  & le  quatriè- 
me négativement,  le  cinquième  Ôc  le  fixiéme  affirmative- 
ment j & il  en  eft  ainfi  de  tous  les  autres  rangs  à l’infini 

x— +-  y 

xx — \-iyx  — yy 

x ! Y}yxx—  iyyx  — y* 

x*—t4 ,yx*—  6yyxx~4y !x  —+  y* 

x1 — Y6yx* — ioyyx‘ — ioy'xx- — Y $y*x —Y  yf 

x * — Y(yx' — ijyyx* — ioy'x  ‘ — Hjy*xx — H Gy'x  — y* 

x 7 — Yjyx‘—i\yyx  ’—^y'x* — Yity'x1  — Yuy'xx — jy*x  — y 7 

Car  fi  l’on  fait  attention  à la  maniéré  dont  la  Table 
précèdent?  eft  formée,  on  verra  que  tous  les  termes  de 
chacun  de  fes  rangs  parallèles  font  formes  par  ceux  du 
rang  parallèle  qui  le  précédé , multiples  par  x & par  y, 
êe  joints  par  des  lignes  — t-8e — , en  telle  forte  que  les 
termes  des  deux  parties  qui  compofénc  chaque  rang, 
étant  mis  par  ordre,  félon  les  difïèrens  jlegres  de  l’in- 
connuë  x , il  y a de  fuite  deux  lignes  — h,  ôc  après  deux 
lignes  — j & ainfi  alternativement  jufqu’au  dernier. 

é 

R E M A R QJÜ  E. 

4^1.  Il  eft  vifible  dans  cette  demiere  Table,  que 
tous  les  termes  du  premier  rang  perpendiculaire,  ont 
chacun  pourcoeficientTunité  ;que  ceux  du  fécond  rang 
ont  pour  coeficiens  les  nombres  naturels  1 , 1 , j , 4 &c, 
qui  lé  formenc  par  l’addition  continuelle  des  unités 
que  ceux  du  troifiéme  rang  ont  pour  coeficiens  les  nom- 
bres triangulaires  1,3,6,  îoôcc,  qui  fé  forment  p# 
l’addition  continuelle  des  nombres  naturels } que  ceux 
du  quatrième  rang  ont  pour  coeficiens  les  nombres  pi- 
ramidaux  1,4, 10,  10  &c , qui  fé  forment  par  l’addition 
continuelle  des  triangulaires  ; & ainfi  à l’infini  de  rang 
en  rang  en  avançant  vers  la  droite , les  nombres  d’un 
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ordre  fuperieur,  fe  forment  par  l’addition  continuelle  de 
ceux  de  l’ordre  immédiatement  precedent. 

Exemple  XII. 

A-  Un  arc  de  cercle  A R étant  donné;  le  divi-  F 10.  17  S. 
fer  en  autant  de  parties  égales  qu’on  voudra , aux  points 
D,E,  F , G &c  5 jjar  une  méthode  difièrente  de  celle 
de  l’exemple  dixième. 

Ayant  nommé  le  diamètre  AB,  1 ; les  cordes  don- 
nées B R,  ai  A R , b i qui  terminent  l’arc  donné  A Ri 
6c  les  cordes  inconnues  B D , x i A D , y i qui  terminent 
l’arc  cherché  ADi  on  élevera  le  binôme  x — Yy  à une 
puiiïïnce  dont  l’expofant  foit  égal  au  nombre  des  divi- 
llons.  On  formera  deux  égalités,  dont  la  première  aura 
pour  l’un  de  Tes  membres  la  donnée  a ,6c  pour  l’autre 
tous  les  termes  impairs  de  la  puiilànce  de  x — | -y,  joints 
par  des  lignes  — h & — alternatifs  ; 8c  la  fécondé  aura 
pour  l’un  de  lés  membres  la  donnée  b , & pour  l'autre 
tous  les  autres  termes  de  la  même  puilTance  du  binôme 
x—f y , joints  encore  enfemble  par  des  lignes  alternatifs 
—4  fie  — . On  fera  évanouir  l’une  ou  l’autre  des  incon- 
nues x ou_y?  par  le  moyen  de  l’égalité  xr=i  — y y ou 
yy  — 1 — xx,  qui  fe  tire  du  triangle  AD  B reétangle  en 
D:  ce  qui  donnera  enfin  une  derniere  égalité  où  il  n’y 
aura  qu’une  feule  inconnue  x ou  y,  dont  la  refolution 
fournira  la  valeur  de  cette  inconnue  JD  ou  AD  qui 
termine  l’arc  cherché  AD. 

Qu’il  faille,  par  exemple  divilèr  l’arc  cherché  A R 
en  fept  parties  égalés,  aux  points  D,  E,  F , G,  H , T. 

Je  prends  la  fepticme  puifîàncc  x7 — 1-7/** — l-zi yyx1 
-HJ/X*. — 4-35 y*** — 4-xi y*xx — \r-yy*x — Y y 1 du  binôme 
x • — Yy,  de  laquelle  je  forme  les  deux  égalités  a=x7 
~ 11  yyx’ — 4 3î74*'-*7/‘x,  &C  b=jyxs—  y^y’x4— f-  ny'xx 
—y1.  Et  faifant  évanouir  dans  la  première  de  ces  deux 
•égalités  l'inconnue^,  ou  dans  la  fécondé  l’inconnue  x, 
par  le  moyen  de  l’égalité  yy  — 1 — xx  ou  xx=i—  yy, 

Iii  iij 
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je  forme  l’une  de  ces  deux  nouvelles  égalités  a — 

— inx* — |-J 6x* — jx  ou  b~yy — J 6y’ — bniy’ — 6jy7,  qui 
ne  renferme  plus  qu’une  feule  inconnue , &c  dont  la  re- 
folution  qui  le  fera  félon  les  réglés  du  Livre  précèdent, 
fournira  pour  l’une  de  les  racines  x on  y,  une  valeur 
J3D  ou  A D qui  lêrviraà  déterminer  la  première  des 
parties  égales  demandées.  Tout  cela  eft  une  fuite  des 
deux  articles  précedens. 

Il  eft  à remarquer  que  fi  l’arc  AK  étoit  plus  grand 
que  la  demie  circonférence , celle  des  deux  égalité  pre- 
cedentes qui  a pour  l’un  de  lès  membres  — {-b  fert  éga- 
lement fans  y rien  changer , mais  dans  l’autre  il  faut 
changer  le  membre  — Va  en  — a ; dont  la  raifon  eft  que 
la  corde  BR  ( <*  ) paflànt  de  l’autre  côté  du  pointé?  de- 
vient négative  de  pofitive  qu’elle  étoit,  au  lieu  que  la 
corde  ne  repaflànt  point  de  l’autre  côté  du  poinc 
A demeure  toujours  pofitive. 

L E M M E I. 

464.  Q ue  daus  un  quarré  quelconque  de  cellules  on 
remplifie  de  la  lettre  a , toutes  Us  celluks  du  premier  rang  pa- 
rallèle i de  la  lettre  b , toutes  Us  cellules  du  premier  rang 
perpendiculaire , excepté  la  première  i & enfuite  toutes  Us  au- 
tres cellules  par  le  moyen  de  cette  réglé  > ccft  à Ravoir  qu'une 
cellule  doit  toujours  être  égale  à celle  qui  eft  au  deffus  plus 
à celle  qui  eft  à gauche  : de  cette  forte  on  aura  le  quarré  de 
cellules  qu'on  voit  ici.  Or  cela  pofe  ; 


1.  1. 

3- 

4- 

5- 

6. 

7- 

I. 

a 

» 

a 

M 

* 

a 

&. 

t 

*->-  b 

x*-V  b 

3 4-4-  b 

44-f-  b 

54-4-  * 

64-+*  b 

î- 

t> 

b 3d-4-  5* 

ba— f-  46 

104-5-  \b 

ij«— 4-  6b 

114-4-  7b 

4- 

b 

“H-3  b 

44-+-  tb 

J04  -4-ioS 

if  b 

554-5-  ti b 

18^ 

j- 

b 

4-5-4* 

J4-+-I0* 

1(4  -V-lob 

354-4-  35^ 

704-+-  J 6b 

U 84^ 

6. 

b 

<-B* i <4-5-13* 

114-4-31  * 

(<4-4-  70 i 

Il«4-5 -llib 

1514— t-uo b 

7^ 

b 

4-4  bb,  74-but 

i84-4j<* 

84»*  1 | ■! \6b 

110*— f-ljU  4$i4-4-4*li| 

Je  dis  qu’une  cellule  queUonque  eft  égale  à la  cellule  qui  eft 
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à gauche  plus  à toutes  celles  qui  font  au  dejfus  : c'efl  à dire , 
par  exemple , que  la  quatrième  cellule  4 a — + 6 b du  troifié- 
me  rang  perpendiculaire , efi  égale  a la  cellule  a — h 3 b qui  efi 
à gauche , & qui  par  confequent  eft  la  quatrième  du  fécond 
rang  perpendiculaire , plus  à toutes  les  autres  a — J-  zb , a — (-b, 
a , qui  font  au  dejfus  £ elle  dans  ce  fectnd  rang. 

Car  fuppofanc  que  a>c,d,c , expriment  les  quatre 
premières  cellules  du  fécond  rang  perpendiculaire , & 
a,  f,  g, h y les  quatre  premiers  du  troihéme  rang,  on 
aura  par  la  formation  du  quarré  de  cellules  b = e — hg, 
g = d — \rfyf^-\-c — |-  a , &:  partant  h — e — \-d — K — ta; 
ce  qu’il  fàlloit  prouver.  Or  il  eft  vifible  que  cette  dé- 
monftration  fe  peut  appliquer  à tel  nombre  de  cellules 
qu’on  voudra  de  deux  rangs  perpendiculaires  voifins. 
Donc  &c. 

Corollaire. 

46/*  Puisque  toutes  les  cellules  excepté  celles  du 
premier  rang  parallèle  & celle  du  premier  rang  perpendi- 
culaire , font  compofées  de  deux  termes  dans  le  premier 
defquels  fe  trouve  la  lettre  a , & dans  le  fécond  la  let- 
tre b > il  s’enfuit  i°.  Que  le  terme  où  fe  trouve  la  lettre 
a , eft  égal  au  terme  où  fè  trouve  la  même  lettre  a dans 
la  cellule  à gauche,  plus  à cous  les  termes  où  elle  fe  ren- 
contre dans  les  cellules  qui  font  au  defliis  de  celle-ci. 
i°.  Que  le  terme  où  fe  trouve  la  lettre  b , eft  égal  au  ter- 
me ou  iè  trouve  la  même  lettre  b dans  dans  la  cellule  à 

f;auche , plus  à tous  ceux  où  elle  fe  trouve  dans  les  cel- 
ules  oui  font  audeffus.  Ainfi  le  terme  1 p*  de  la  cinquiè- 
me cellule  du  quatrième  rang  perpendiculaire , eft  égal 
au  terme  de  la  cellule  à gauche , plus  aux  termes  4^, 
3 a,  ia,ia,  qui  fe  trouvent  dans  les  cellules  qui  font 
au  deflùs  de  celle-ci  ; & de  même  10b  eft  égal  au  terme 
10b  de  la  cellule  à gauche,  plus  aux  termes  6b , 3 b,  1 b, 
de  toutes  les  cellules  qui  font  au  deifus. 
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L E M M E 1 1. 

466.  Si  Fon  multiplie  le  terme  où  fe  trouve  la  lettre  a dans 
une  cellule  quelconque , par  la  fomrne  des  expo  fans  de  fon  rang 
parallèle  & de  fon  rang  perpendiculaire  moins  1 , & qu'on  divine 
le  produit  par  l'expo  faut  de  fon  rang  perpendiculaire  moins  1 ; je 
dis  que  le  quotient  fera  égal  à ce  terme  plus  et  tous  ceux  qui 
font  au  de  fus  de  lui  : ce  fl  à dire , par  exemple , que  fl  l'on  mul- 
tiplie le  terme  1 y a de  la  cinquième  cellule  du  quatrième  rang 
perpendiculaire  par  y — H 4 — z = 7,  qu'on  divife  le  pro- 

duit par  4—  1 =3  j le  quotient  35**  fera  égal  au  terme  îja 
plus  à tous  les  autres  x 0 a,  6a,  3 a,  1 a,  qui  font  au  deffus 
de  lui. 

Cela  eft  vifible  dans  toutes  les  cellules  du  deuxieme 
rang  perpendiculaire,  puifqu’elles  contiennent  toutes 
le  même  terme  t a.  Or  je  vais  démontrer  que  fuppoic 

3ue  cette  propriété  fe  rencontre  dans  un  rang  perpen- 
iculaire  quelconque , elle  fe  trouve  neceflàirement  dans 
celui  qui  eft  à droit  ; d’où  il  fiiivra  que  puifqu’elle  fe 
trouve  dans  le  deuxième  rang  perpendiculaire,  elle  fera 
aufli  dans  le  troifïéme , que  puilqu’elle  fe  rencontre  dans 
dans  le  rroifiéme,  elle  lëra  aufli  dans  le  quatrième,  & 
ainfi  de  fuite  à l'infini.  Pour  le  prouver. 

Soient  a,  e,  c,  d,  e,f&c,  autant  de  termes  qu’on 
voudra  de  ceux  où  fe  trouve  la  lettre  a , dans  un  rang 
perpendiculaire  quelconque  à commencer  par  le  pre- 
mier 5 a,  g,  h,  k,  /,  &c  un  pareil  nombre  de  termes  du 
rang  qui  eft  à droit  à commencer  auiîi  par  le  premier. 
Soit  de  plus  m égale  à la  Ibmme  des  expofans  moins 
i des  rangs  perpendiculaire  6c  parallèle  de  la  cellule 
où  iè  trouve  le  terme  fi  6c  r égale  à l’expofant  moins  1 
du  rang  perpendiculaire  de  cette  cellule.  Par  la  fuppo- 

* airt.  464*  fition  ~ f — f ■ — I-  e — f*  d—\-  c - — \-  a zezs  * l , e — f — 4 ' d 

• — Vc — — — de=z.d — c • — f- a rr: by  ’FZfi  c — ~c — \-a 
a.  Donc  l — Y k^r  h—\-g — j -a=~f 
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—fd—\-c—f-a,—  \ * t-3C-+4*=  |*i 

— Vh— fg—fa  en  mettant  pour  f—fe — fd — fc—fa 
fa.  valeur/,  6c  pour  le— fid— i- 3c  — 1-4*  fa  valeur  A— f-h 

— h g — I-  ^ -*  tranfpofant  d’une  part  / 6c  de  l’autre  — ~*Æ 
— — H g — fa,  on  aura  lil  x k — fh — fg — fa  = 
multipliant  de  part  & d’autre  par  r , divifant  par  r — j- r, 
Ôc  ajoutant  de  part  & d’autre  l,  il  vient  enfin  l~l 
— fk—f -h — \-g — fa.  Mais  comme  le  rang  perpendicu- 
laire de  la  cellule  où  le  trouve  l,  furpalie  d’une  unité 
celui  de  la  cellule  où  Ce  trouve/,  6c  que  leur  rang  pa- 
rallèle demeure  le  même  j il  eft  évident  que  la  proprié- 
té marquée  pour  chaque  terme  où  fe  trouve  la  lettre  a 
dans  un  rang  perpendiculaire  quelconque,  convient 
aulfi  au  terme  / du  rang  perpendiculaire  qui  eft  à droit. 
De  plus  puilque  cette  démonftration  fubfifte.  également 
tel  que  puifle  être  le  nombre  de  termes  des  deux  rangs 
perpendiculaires  voifins,  il  s’enfuit  que  ce  que  l’on  vient 
de  montrer  par  rapport  au  terme  /,  lêra  vrai  aulfi  à l’é- 
gard de  tout  autre  de  fon  rang  perpendiculaire. 

Si  l’on  fuppolè  à prelênt  que  h exprime  en  general 
l’expofant  d’un  rang  parallèle  quelconque  autre  que  le 
premier,  on  verra  que  la  première  cellule  de  ce  rang  ijp 
renferme  aucun  terme  où  la  lettre  <*  fe  rencontre;  que 
la  lèconde  renferme  toùjours  1 ai  que  fi  l’on  multiplie 

ia  par  = " , on  aura  ~ a pour  le  terme  où  le 

trouve  la  lettre  a dans  la  troifiéme  cellule  ; 6c  de  même 
que  fi  l’on  multiplie  ^ a par  = -7-  » on  aura 

^ a x pour  le  terme  où  fe  trouve  a dans  la  quatriè- 
me cellule  : de  forte  que  cette  fuite  o , ta , ~a,  " x <*  , 
! x *+'  x î±!*,  = x ï±i*  x &e,  exprimera 
‘ ‘ J ‘ ‘ J 4 Kkk 


.Digitized  by  Google 


44i  Livre  Dixie'me. 

par  ordre  tous  les  termes  où  fe  trouve  la  lettre  a,  dans 
les  cellules  du  rang  parallèle  dont  n eft  l’expo  font.  Ainfi 
fi  b = j,  la  fuite  o,  ia,  jrf,  ij  a,  }]a  (fie,  exprimera  par 
ordre  tous  les  termes  où  le  trouve  la  lettre  a dans  les 
cellules  du  cinquième  rang  parallèle. 

LEMME  III. 

467.  Si  ton  multiplie  le  terme  où  fe  trouve  la  lettre  b dans 
une  cellule  quelconque , par  la  fomrne  des  expof.ms  de  [en  rang 
parallèle  (fi  de  [on  rang  perpendiculaire  moins  zy(fi  qu’on  divife  . 
le  produit  par  [expo faut  de  fin  rang  perpendiculaire  i je  dis  que 
le  quotient  fera  égal  À ce  terme  plus  à tous  ceux  qui  font  au 
de/fus  de  lui  : c'eji  à dire  , par  exemple , que  fi  ton  multiplie 
le  terme  1 ob  de  la  cinquième  cellule  du  troifième  rang  perpen- 
diculaire par  j — f-  3 — x = 6 > (fi  qu'on  divife  le  produit  par 
3 , on  aura  10b  pour  la  fomrne  du  terme  rob , (fi  de  tous  les 
autres  6b,  3 b,  1 b,  qui  fint  au  deffus  de  lui  : 

Il  eft  vifible  que  cette  propriété  fe  rencontre  dans  le 
premier  rang  perpendiculaire  où  toutes  les  cellules  ren- 
ferment la  meme  valeur  16,  excepté  la  première  dans 
laquelle  la  lettre  b ne  fe  renconcre  point.  Or  de  cela 
fèul  l’on  prouvera  comme  l’on  vient  de  faire  dans  le 
Lemme  precedent  à l’egard  des  termes  qui  font  multi- 
ples de,  a,  qu’elle  fe  doit  rencontrer  dans  le  fécond 
Wng  perpendiculaire,  dans  le  troifième , dans  le  qua- 
trième , & ainfi  dans  tous  les  autres  à l’infini.  D’où  l’o» 
conclura  que  fi  n defigne  Texpo/int  d’un  rang  parallèle 

quelconque  autre  que  le  premier  5 la  fuite  ib , b, 

* - b . — x _ x — b , — x “ x t- l-  x b (fie , ex- 

\ r l * 3*1  t j 4 w * 

primera  par  ordre  tous  les  termes  où  fè  trouve  la  lettre 
b dans  les  cellules  du  rang  parallèle  donc  n eft  l'expo/ant- 
Ainll  fi  H=rjTla  fuite  ib,  4 b,  10 b,  10b,  jji  (fie,  expri- 
mera par  ordre  tous  les  termes  où  fè  trouve  b dans  le 
cinquième  rang  paralklc. 
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Corollaire. 

468.  Il  fuit  de  ces  deux  derniers  Lemmes,  que  fi 
l’on  ajoute  par  ordre  tous  les  termes  de  cette  fuite  à 
ceux  de  la  precedente,  on  en  formera  une,  \b,  ta, 

L * - u , "i  »„»+«. *— « 5,  » "+'i 


'1  X îÆ'i 


X -*X  — X *112*,  ou  en 

4 j 4 


abrégeant  l’expreffion , b , <2  — \r  — b , a — I — — bx  ~a 

,a-+—bxn-*  ”±xî±.‘  dre.  qui 

exprimera  par  ordre  toutes  les  cellules  du  rang  parallèle 
de  la  Table  dont  « eft  l’expofànt.  * 

D’où  l’on  voit  que  par  le  moyen  de  cette  fuite,  on 
peut  trouver  tout  d’un  coup  telle  cellule  qu’on  voudra, 
les  expofans  de  fon  rang  parallèle  & perpendiculaire 
étant  donnés  } puifque  prenant  dans  la  fuite  generale  le 
terme  qui  répond  à i’expofànt  du  rang  perpendiculaire, 
c’eft  à dire,  le  quatrième  terme  , fi  le  rang  perpendicu- 
laire eft  le  quatrième , le  cinquième , s’il  eft  le  cinauic- 
me  &c , &.  mettant  dans  ce  terme  à la  place  de  n l’ex- 
pofant  du  rang  parallèle,  on  aura  la  cellule  que  l’on 
cherche.  Que  l’on  demande,  par  exemple,  la  cinquiè- 
me cellule  du  quatrième  rang  perpendiculaire  5 ayanc 

mis  dans  le  quatrième  terme  a — h b*.  ï x à la 

place  de  n l’expofànt  j du  rang  parallèle  de  la  cellule, 
on  trouvera  a — t-  \bxi  5 , c’eft  à dire , pour 

cette  cellule  ; & il  en  eft  ainfi  de  toutes  les  autres. 


L E M M E IV. 


469.  St  f°n  fat  a=J(fb=:l  dans  le  quatre  de  ccL 
Iules  de  ? article  464 , on  le  changera  en  celui-ci  h duquel  je  dis 
que  le  premier  rang  parallèle  contient  de  fuite  les  premiers  ter- 
mes de  tous  les  rangs  perpendiculaires  de  la  Table  de  l’article 
44}  > £ fécond  rang  parallèle , les  féconds  termes  > le  troijïême 

Kkk  ij 
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rang,  les  troisièmes  termes  > & atnfi d*  fuite  * ? ‘nfîn’- 


4 * 
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7 1 4 

7 • 

S 1 5 5 

K I 2 

194 

671 

1 j 86 

Cela  eft  une  fuite  naturelle  de  l’article  445,  & de  la 
formation  du  quarré  de  cellules  de  l’article  464.  expli- 
quée dans  & même  article  8c  dans  le  fuivant  465. 

Corollaire. 


47 °*  Si  l’on  fait  b — 1 & a — i dans  la  fuite  ge- 
nerale de  l’article  468.  b,  b,  a—\-  ~ bx*r 

a — — éx  - « , a—\-  — 0*  - * — p * — otc* 

on  la  changera  en  cette  autre  1 , x 2, 

1 x liî  ît?  x ” x irtl  x iii  &C , par  le  moyen  de  la- 

1 14  t 1 \ *• 

quelle  on  trouvera  tout  d’un  coup  le  coeficicnt  de  tel 
terme  qu’on  voudra  de  la  Table  de*  l’article  443,  fon 
rang  perpendiculaire  & le  quantième  qu’il  y occupe 
étanc  donnés.  Voici  la  réglé. 

On  prendra  dans  cette  fuite  le  terme  qui  répond  au 
rang  perpendiculaire  donné , c’eft  à dire  le  troifiéme , fi 
c’eft  le  troifiéme  rang,  le  quatrième,  fi  c’eft  le  quatriè- 
me & c j 8c  ayant  mis  dans  ce  terme  à la  place  de  n le 
nombre  qui  expofe  le  quantième  du  terme  dans  fon 
rang  perpendiculaire , c’eft  à dire  4 s’il  eft  le  quatrième, 
j,  s’il  eft  le  cinquième  &c,  on  aura  le  cocficient  qu’on 
cherche.  Si  l’on  demande,  par  exemple,  le  coeficient 
du  quatrième  terme  141c ! du  troifiéme  rang  perpendica- 
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laire  ; on  mettra  dans  le  troifiéme  terme  * - à la 
place  de  n le  nombre  4,  & l’on  aura  14  pour  le  coefi- 
cient  cherché. 

Car  l’expofant  du  rang  perpendiculaire  du  cocficient 
pris  dans  la  Table  de  l’article  443,  eftlemême  que  l’ex- 
polânt  du  rang  perpendiculaire  du  quarré  de  cellules 
de  l’article  précèdent  j & le  quantième  que  ce  coeficient 
occupe  dans  fon  rang  perpendiculaire , eft  l’expofant  du 
rang  parallèle  du  quarré  de  cellules.  D’où  l’on  voit  que 
cette  réglé  n’eft  qu’une  application  de  celle  de  l’article 
468,  à ce  cas  particulier  ou  a=z  2c  bz=i. 

LE  MME  V. 

471,  S*  F on  tnct  1 à la  place  de  b , dans  le  quarré  de 
Cellules  de  l'article  464  j on  le  changera  en  celui-ci , dont  je  dis 
que  les  rangs  perpendiculaires’  contiennent  par  ordre  tous  les 
nombres  qu’on  appelle  Figurés  : fi  avoir  le  premier  rang  les 
nombres  du  premier  ordre  qui  fonMcs  unités  , le  fécond  rang  les 
nombres  naturels  ou  dn  fécond  ordre  qui  fe  forment  par  C addi- 
tion continuelle  des  unités , le  troifiéme  rang  les  nombres  trian- 
gulaires ou  du  troifiéme  ordre  qui  fe  forment pari 'addition  con- 
tinuelle des  naturels , te  quatrième  les  nombres  piramidau  * 
ou  du  quatrième  ordre  qui  fe  forment  par  F addition  continuelle 
des  triangulaires , & ainfi  à F infini. 
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4 (Si 
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Car  félon  le  même  article  464 > chaque  cellule  eft 
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égale  à celle  qui  eft  à gauche , plus  à toutes  les  autres 

qui  font  au  deuils. 

M.  Pafchalafait  un  Traité  qui  a pour  titre  Triangle 
Arithmétique,  dans  lequel  ii  confidere  les  propriétés  de 
ces  nombres , &fait  voir  qu’ils  font  d’un  très-grand  ulà- 
ge  dans  plufieurs  queftions  d’Arithmetique. 

Corollaire. 

47l-  Si  l’on  fait  uzz:  1 & b — i dans  la  fuite  genera- 
le de  l’article  46  8 . b,  a — Y-  bt  a — 6*  ^ , a — H b x 

- x îiî  f a— — 1 bx  " x ïiî  x 8c C;  on  changera 

„ I»  «•—+-!  I»  *-+•!  „ •— f-t  » 

en  cette  autre  1 , n,  - x - x ■ — x — - x — — 

’ * 1 *’i  » j ’ 1 t 

x &c , qui  fèrvira  à trouver  tout  d’un  coup 

tel  nombre  figuré  qu’on  voudra,  fon  ordre  étant  donné 
avec  le  quantième  qu’il  y occupe.  Voici  comment. 

On  prendra  dans  cettg  derniere  fuite  le  terme  qui  ré- 
pond à l’ordre  donné,  c’eft  adiré  le  troifiéme,  fi  c’eft  le 
troifiéme  ordre,  le  quatrième,  fi  c’eft  le  quatrième  or- 
dre &cc  5 & ayant  mis  à la  place  de  n le  nombre  qui  ex- 
pofe  le  quantième  du  nombre  figuré , c’eft  à dire  4 , s’il 
doit  être  le  quatrième,  y , s’il  doit  être  le  cinquième  &c, 
on  aura  ce  nombre.  Qu’il  faille,  par  exemple  trouver  le 
cinquième  nombre  du  quatrième  ordre  j je  mets  dans  le 

quatrième  terme  * x x de  la  fuite  i la  place 

de  n le  nombre  y,  & j’ai  35  pour  le  nombre  cherché. 

Ceci  n’eft  autre  chofê  que  l'application  de  la  réglé  de 
l’article  468.  à ce  cas  particulier. 


Problem  1 1. 


47b  Î)oit  propofé  de  trouver  une  fuite  generale , qui  ex- 
prime par  ordre  tous  les  termes  d’un  rang  parallèle  quelcon- 
que y de  la  Table  de  U divijton  des  ans  de  l’article  443. 
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Comme  le  troifiéme  terme  d’un  rang  perpendiculai- 
re quelconque  de  af  tte  Table , répond  toujours  au  pre- 
mier du  rang  qui  eft  à droit  ; il  s’enfuit  que  fi  m— b 1 ex- 
prime en  general  l’expofant  du  rang  parallèle , il  faudra 
trouver  dans  le  premier  rang  perpendiculaire , le  coefi- 
cient du  terme  dont  le  quantième  eft  m— f i * dans  le 
deuxieme , le  coeficient  du  terme  doDt  le  quantième  eft 
m — H— i ou  m—i  ; dans  le  troifiéme,  le  coeficient  du 
terme  dont  le  quantième  eft  m— i— z ou  m— y,  & ainfi 
de  fuite  en  diminuant  toûjoors  de  île  quantième  du  ter- 
me^ mefure  que  le  rang  perpendiculaire  avance  vers 
ia  droite.  Il  faudra  donc  félon  la  réglé  de  l'article  470, 

mettre  dans  le  fécond  terme  à la  place  de  n le  nom- 
bre m—i  5 dans  le  troifiéme  terme  —I  x " à la  place 


de  » le  nombre  m—y  5 dans  le  quatrième  terme  > 
à la  place  de  n le  nombre  m—>y  5 dans  le  cinquiém< 


4 
«ce 


x”-±i  à 
i 


— X 

X 


la  placç  de  n le  nombre  m—q  * 
ce  qui  donnera  pour  la  fuite  des  coeficiens  i,m, 

— , &c. 


■ — x 
I 


Or  comme  les  lignes  des  termes  d’un  rang  parallèle 
quelconque  de  la  Table  font  toujours  alternatifs  5 & que 
le  premier  terme  eft  toujours  l’inconnuë  x élevée  à une 
puifïânce  dont  Texpolânc  eft  moindre  d’une  unité  que 
celui  du  rang  parallèle } & que  tous  les  autres  termes 
renferment  des  puiflances  de  x dont  les  expofans  dimi- 
nuent continuellement  de  i,en  ob/érvant  quex°=rir 

il  s’enfuît  qu’on  aura  — h - x x » — 

x 1 3 

m—i  m — 4 -, , » „ *•— T m — « m— ( e,„ 

X —7-  x , b - * t , * 3 * &C* 

pour  l’expreffion  generale  du  rang  parallèle  de  la  Table, 
dont  l’expofant  eft  m — h.  Ce  quiétoit  propofe. 

Lorfqu’on  a les  premiers  termes  de  ces  fortes  de  fut- 
tes,  il  eft  facile  d’obférver  la  loy  qui  y régné  par  tout , 
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& qui  fert  à les  continuer  autant  que  l’on  veut.  Si  l’on 
fuppofe,  par  exemple,  dans  celle-fci , que  r exprime  le 
quantième  du  terme  donc  on  veut  avoir  le  coefi- 
cient ; il  fera  exprimé  par  la  fraéhon  generale 

m*m— r.m  r-  . ■ »»— r— 1 err  en  0b£rvant  que  numera_ 
r — ixr — îxr — jxr— 4 (j>c  1 

teur  6c  le  dénominateur  doivent  avoir  chacun  autant 
de  termes , que  le  nombre  r—i  contient  d’unités.  Ainfi 
fi  r= r j,  on  aura  pour  le  coeficient  du  cinquième  terme, 
la  fraction : n r =4 , on  aura 5 - . 

4*3*i*i  1 7 jxixl 

Il  faut  remarquer  que  le  nombre  des  termes  de^ette 
fuite  eft  toûjour^ déterminé , de  forte  qu’il  eft  égal  à la 

filus  grande  moitié  de  l’expoiànt  du  rang  parallèle  qu’el. 
e exprime,  lorfque  cet  expofanteft  impair,  6c  à fa  moi- 
tié au  jufte  Jorfqu’il  eft  pair.  Ainfi  elle  n’a  que  trois  ter- 
mes , lorfqu’elle  exprime  le  cinquième  ou  le  fixiéme  rang 
parallèle,  elle  n^n  a que  quatre,  lorfqu’elle  exprime  le 
îèptiéme  ou  le  huitième  rang  parallèle,  6cc. 

Problème  II. 

474»  Soit  propofé  de  trouver  une  fuite  generale , qui  ex. 
prime  par  ordre  tous  les  termes  de  tel  rang  parallèle  qu’on  vou - 
dra , de  la  Table  de  l’inferipsion  des  poltgones  réguliers  de 
j*  l'article  457. 

Comme  le  fécond  terme  de  chaque  rang  perpendi- 
culaire répond  au  premier  de  celui  qui  eft  à droit , il 
* Art.  458.  s’enfuit  * que  fi  m — v 1 eft  l’expofànt  d’un  rang  parallè- 
le quelconque  de  cette  Table, les  coeficiens  ces  quatre 
premiers  termes  de  ce  rang  feront  1,  1,  m — 1 , m—i  j 
le  coeficient  du  cinquième  terme  fera  le  nombre  trian- 

» Art.  47*.  gulaire  dont  le  quantième  eft  m— 3,  c’eft  à dire* 

x j celui  du  fixicme  rang  fera  le  nombre  triangu- 
laire dont  le  quantième  eft  m — 4 , c’eft  à dire 

x i celui  du  feptiéme  tenue  fera:  le  nombre  pira- 

midal 
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initial  dont  le  quantième  eft  m—  j,  c’eft  à dire  —L’ 

x x ÜT^3 . celui  du  huitième  terme  fera  le  nombre 
1 3 

piramidal  dont  le  quantième  eft  m — 6 , c’eft  à dire 
x x ^-4  ; celui  du  neuvième  terme  fera  le 

‘ 1 J ’ 

'nombre  du  cinquième  ordre  dont  le  quantième  eft 
m — 7,  c’eft  à dire  x x x - — -4  ; & ainlî 
à l’infini.  Si  donc  l’on  joint  i ces  coeficiens  les  puiilàn- 
ces  de  ^ qu’ils  affeclenc,  en  faifant  précéder  le  fécond  8c 
le  troifiéme  terme  du  ligne  —,  le  quatrième  8c  le  cinquiè- 
me du  ligne  — +- , le  fixième  8c  le  leptiéme  du  ligne  — , 8c 
ainli  alternativement  de  deux  en  deux  j on  aura  cette 
fuite  generale  g—  x^'  — m — 1 — * — \-m~  izf—  ' 

♦x  T=LC-’  -ÆI*  '^=4 

t 1 * 


x x z?—*  8cc,  qui  exprime  par  ordre  tous  les. 

termes  du  rang  parallèle  de  la  Table  de  l’article  457 
dont  l’expofant  eft  m — h 1 : où  l’on  doit  obferver  de  ne 
. prendre  qu’autant  de  termes  que  le  nombre  m — (- 1 
contient  d’unités, 

PROBLESME  III. 


475- T R ou ver  une  fuite  generale , qui  exprime  par 
ordre , les  cobficiens  de  tout  les  termes , de  tel  rang  parallèle 
qu'on  voudra , de  la  Table  de  C article  460  5 ou  ( ce  qui  eft  la 
même  chofe  ) d'une  puiffance  quelconque  du  binôme  x — H y. 

Soit  en  general  m l’expofanr  d’un  rang  parallèle  quel- 
conque de  cette  Table  , il  eft  clair  que  les  coeficiens 
des  deux  premiers  termes  de  ce  rang  feront  toûjours  * * Art. 

1 , m i &c  comme  le  fécond  terme  de  chaque  rang  perpen- 
diculaire à commencer  par  le  fccond , répond  au  pre- 
mier terme  du  rang  qui  eft  à droit , il  s’enfuit  que  le 
çoeficient  du  troilieme  terme  du  rang  parallèle  fera  * * Art.  4«i. 


/ 
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le  nomBre  triangulaire  dont  le  quantième  eft  ?»  — r 
*Art.  471,  c’eft  à dire  * ~ " 5 que  celui  du  quatrième  terme 
fera  le  nombre  piramidal  dqnt  le  quantième  eft  m — 2 
c’eft  à dire*  x ^ ” j que  celui  du  cinquième 
terme  fera  le  nombre  du  cinquième  ordre  dont  le  quan- 
tième eft  m— 3 , c’eft  à dire  x x ÜTIl  x £ . & 

X 1 34’ 

ainfi  à l’infini.  On  aura  donc  pour  la  fuite  generale 
qu’on  demande  1 , m , " x ÏH-1 , - x — 1 x , - x 

&c. 

CoR.OLI.AIRE. 

476-  De  la  il  fuit  que  y/*’’’"”' 


*w — j m — x 

"7"  * ~ * ~T 


y y 


m *,  m—*  1 xm  — t ^ 

— — — — y*xm — * 


—h h*  y4 

ik»k3x4  J 

X"— * ÔCC. 


ix»*3 
fWxTO — Ix« 


-ixw— 3x91—4 


' IXIX5X4X5 

• * ■» 

PROBLE  SME  IV. 


477*  Trouver  #7v  équation  generale  qui  ferve  à 
divifer  un  arc  de  cercle  donné  AR.yen  autant  de  partie  éga- 
les qu'on  voudra. 

Première  Maniéré,  x 

* 

F i e.  179.  Soir  en  general  m le  nombre  des  parties  égales , l’are 
AD  la.  première  de  ces  parties;  toit  tiré  le  diamètre 
A B , & les  cordes  BD y BR  5 & toit  le  rayon  CA  ou 
C£c=z  1 , la  corde  donnée  B R=a,  la  corde  cherchée 


Il 


'Art.  444.  B D — K.  On  aura  *!£*  — X“— Tn**— *-4 

4 7 J.  www-—  rxm—4  _ , _ ...  _ , 1,1 

a*/**  x ' h — .*?  ? x m * s tcc 

( fcavoir  torique  l’arc  donné  AR  eft  moindre  que 
la  demie  circonférence lorfqu’il  eft  plus  grand) 
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pour  l’équation  generale  qu’on  demande  ; de  laquelle 
il  ne  faut  prendre  qu 'autant  de  termes , que  la  moitié 
du  nombre  m lorfqu’il  eft  pair,  ou  là  plus  grande  moi- 
tié  lorfqu’il  eft  impair  contient  d’unités  } parce  que  le 
terme  qui  fuivroit  {croit  nul  ou  zéro. 

Si  m—  5 , il  vient  -4-*=*'— j**— +- yx*  fi  «=7, 
on  trouve  -+-<*=* 7— 7 *’ — {iqx'—jx. 

Seconde  Maniéré. 


Soit  tiré  le  diamètre  AB,  & les  cordes  BR,  A R , 
BD,  AD,  qui  terminent  l’arc  donné  A R,  & l’arc 
cherché  A D.  Soit  m le  nombre  des  parties  égaies , Je 
diamètre  AJ3— 1,  les  cordes  données  BR~a, 
AR—b  }&  les  cordes  inconnue;®  B Dz=x , A D~y. 
On  aura  * ces  deux  égalités  generales  Z+.a  — xm 

— mim—t  vvxm—i — J ♦ *—4  X,- 
ixi  JJ  i.ix)«4  J I 


b — 

m x m 


- yx"—1  ~ 


IX  IX  J 

-l*m  — ixm  — 3 x m — 4 r . 

i 7 y'  x* 

1x1x3x45  y 


y1  -+ 

">  &c  , dans 


lefquel- 


lcs  mettant  a la  place  de  m,  le  nombre  de  parties  éga- 
les dans  lefquelles  l’arc  AR  doit  être  divifé,  il  en 
vient  deux  autres  particulières , dont  la  refolution  four- 
nit la  valeur  cherchée  de  la  corde  BD  (x)  ou  AD  (y), 
après  avoir  fait  évanoüir  l’inconnuë  y ou  x,  par  le 

moyen  de  l’équation  yyzzzi — xx  ou  xx  — j y y. 

Soit  par  exemple  ;»=»  On  zuxa.Z£.a  = xf—  1 iyyxi 
*"+3  V'*‘~  iy‘x , & b =zj y Xe—  3 <yl  *4— f- 1 1 y'xx~  y7, 
& l’on  achèvera  le  refte  comme  dans  l’article  461. 


Problesme  V. 

478.  T ROUVER  une  équation  generale , qui  ferue  à 
mferire  dans  un  cercle  donné , un  pohvone  régulier  quelconque 
ADEFGHK  &c.  * 

. Soit  tiré  le  diamètre  A B , & la  corde  B D qui  ter- 
minent le  premier  côté  du  poligonCj  foit  le  rayon 

L 1 1 ij 


* Art.  46). 
47  S’ 


Fig.  iÎo. 
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* Art.  +57. 
474- 
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donne  CA  ou  CB  = i,  la  corde  inconnue  B 
& en  general  m la  plus  petire  moitié  du  nombre  des 
côtés  du  poligone  , que  je  fuppofe  être  impair.  On 


aura  *o  = gm  — m— i 1 — K»»— 1 — H BZ 


x ’—i  x ÜZi  1 * &c  , pour  l’équation  generale 

qu’on  demande } de  laquelle  il  ne  fauc  prendre  qu’au- 
tant  de  termes  que  le  nombre  m — |-i  contient  d’uni- 
tés , parce  que  celui  qui  fuivroit  fèroic  nul  ou  zéro. 

Soit  par  exemple  7 le  nombre  des  côtés  du  poligo. 
ne  à inlcrire,  on  aura  m=y,  & partant  o=zJ— 

— — H,  dont  la  plus  grande  racine  ^exprimera  la 

corde  BD,  qui  termine  l’arc  AD,  qui  a pour  corde 
le  premier  côté  A D du  poligone.  De  même  fi  le  nom- 
bre des  côtés  eft  11 , on  aura  m=z  j } 8c  par  confequent 
l’équation  generale  devient  — 4^' — 

—i- 3 1 , dont  la  plus  grande  des  racines  eft  jç==  BD. 


Problesme  VI. 


F 1 «.  aSi.  479'  i diviser  un  angle  donné  en  un  nombre  quelcon- 
***•  que  impair  de  parties  égales , par  le  moyen  d'un  injkument. 

1 i®.  Soit  propofe  de  divife^ l’angle  donné  ECF  en 

trois  parties  égales.  II  faut  aVoir  un  rhombe  ABCD  r 
donc  les  quatre  côtés  foient  mobiles  autour  de  fes  qua- 
tre angles , & duquel  les  deux  côtés  AB  ,AD , foient 
indéfiniment  prolongés  vers  AT  & Z J attacher  l’angle 
C du  rhombe,  dans  le  Commet  C de  l’angle  donné 
ECF  J marquer  fur  les  côtés  CE,  CF,  les  pointJ  E,  Fy 
en  forte  que  CE  &c  CF  foient  égales  chacune  au  côté 
CB  ou  C D on  DA  on' A B du  rhombe.  Cela  fait , il 
faut  ouvrir  ou  reflèrrer  les  côtés  A AT,  A Z,  de  l’angle 
B A D,  en  forte  qu’ils  pafTenc  par  les  points  E,  Fi  Ôc 
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l'angle  B AD  fera  la  troifiéme  partie  de  l’angle  ECF. 

Car  les  triangles  ABC , BCE,  étant ifofcelles , l’an- 
gle externe  CB  E ou  fon  égal  C EB,  qui  vaut  les  deux 
internes  oppofés  BAC , BC A,  fera  double  de  l’angle 
'BACi  & dans  le  triangle  ECA,  l’angle  externe  ECY, 

3ui  vaut  l’angle  CEA  plus  l’angle  BAC,  fera  triple 
e l’angle  BAC.  On  démontrera  de  même  que  l’an- 

Î;le  fC/eft  triple  de  l’angle  DAC.  D’où  il  fuit  que 
'angle  donné  ECF  eft  triple  de  l’angle  B AD.  Ce  qu'il 
fallait  dre. 

i°.  Soit  prôpofé  de  divifer  l’angle  donné  H G K,  en 
cinq  parties  égales.  On  attachera  dans  l’angle  C du  184. 
rhombe  A B CD  de  l’inftrument  precedent , "un  autre 
rhombe  C EGF,  dont  les  côtés  feront  égaux  à ceux  du 
premier  & mobiles  auffi  autour  de  leurs  angles.  On  fi- 
chera l’angle  G de  ce  dernier  rhombe,  dans  le  fommet 
G de  l’angle  donné  HGKi  Sc  ayant  pris  fur  les  côtés 
de  cet  angle  les  parties  GH ,G K,  égales  chacune  au 
côté  G E ae  l'un  des  tombes , on  ouvrira  ou  fermera 
l’angle  XAZ  mobile  autour  du  point  A,  en  ferre  que 
fes  côtés  AX,  A z , touchent  les  angles  E,  F,  U pa C- 
fent  en  même  temps  par  les  points  marqués  H,  K.  Je 
dis  que  l’angle  XAZ  ou  B A D fera  la  cinquième  par- 
tie cherchée  de  l’angle  donné  H G K. 

Car  ayant  mené  dans  le  rhombe  ABCD  la  diago- 
nale AC,  prolongée  indéfiniment  vers  JT)  elle  paflera 
par  le  point  G , puiftjue  les  angles  ECr,  F Cr,  étant 
triples  des  angles  égaux  BAC , DAC , feront  aulfi 
égaux  entr’eux.  Or  dans  le  triangle  EGA , l’angle  ex- 
terne H £G,qui  vaut  les  deux  internes  oppofés  BAC, 
EGA,  ou  E CZ ( à caufe  du  triangle  ifekelle  CEG) 
fera  quadruple  de  l’angle  BAC.  Et  partant  dans  le 
triangle  AHG,  l’angle  externe  HGY,  qui  vaut  les 
deux  internes  oppofés  BAC , GH  A ou  G EH  ( à cau- 
fe du  triangle  iioicelle  EGH  ) fera  le  quintuple  de  l'an- 
gle BAC.  On  prouvera  de  même  .que  l’angle  K G Y 
fera  quintuple  ae  l’angle  DACi  d’où  il  eît  évident 

LU  iij 


r 
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que  l’angle  entier  HGK  fera  quintuple  de  l’angle  en- 
tier B AD  ou  X A Z. 

S’il  falloir  divifer  un  angle  donne'  en  fept  parties  éga- 
les, il  n’y  aura  qu’à  joindre  aux  deux  rhombes  préce- 
dens,  un  troifiéme  rhombe  égal  & conftruit  de  la  mê- 
me maniéré  -,  & ainfi  de  fuite  de  deux  en  deux.  Car  la 
pratique  & la.  démonftration  fe  fera  toûjours  de  la  mê- 
me maniéré. 

Exemple. 

480.T  rouver  entre  deux  lignes  données  a ici, 
autant  de  moyennes  proportionnelles  qu'on  voudra. 

Soit  l’inconnuë  x la  première  des  moyennes  propor- 
tionnelles qu’il  eft  queftion  de  trouver}  & l’on  aura  la 

. XX  X»  X4 

progrelfion  géométrique  continue  a,x}—  , — , p-»  ^r&c, 
de  laquelle  on  prendra  le  terme  dont  le  quantième  fur- 
paflè  de  1 le  nombre  donné  des  moyennes  proportion- 
nelles , & l’égalant  à la  donnée  b on  formera  une  éga- 
lité , dont  la  refolution  fourniri*  la  valeur  de  l'incon- 
nue x qui  eft  la  première  des  moyennes  proportionelles 
que  l’on  cherche. 

Qu’il  faille , par  exemple , trouver  deux  moyennes 
proportionnelles.  On  prendra  dans  la  progreflion  géo- 
métrique le  quatrième  terme  ~ , qui  étant  égalé  à la 

ligne  by  donne  x'—aabi  & de  même  fi  l’on  demande 

Ïuatre  moyennes  proportionnelles  , l’pn  aura  x'—a*b. 

>’où  il  eft  facile  de  voir  que  fi  n marque  en  general  le 
nombre  des  moyennes  proportionnelles  qu’il  faut  trou- 
ver entre  les  données  a & b , on  aura  xH~+lz=a*b 
pour  l’égalité  generale  qu’il  faut  refoudre.  Or  cela 
pofé. 

Soit  i°.  x'7=:*'6b  qui  fert  à trouver  fëize  moyennes 
proportionnelles.  Je  multiplie  les  - deux  nombres  de 
cette  égalité  par  x\  afin  d’avoir  x,#=r  *‘bx\  dont  la 

Elus  haute  dimenfion  10  eft  le  produit  des  deux  nom- 
res  4 & 5 qui  fe  fui  vent  immédiatement.  Je  prends  l’é- 


* 
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quation  x'—a.*y\  ce  qui  donne  en  élevant  chaque 
membre**  la  puiflànce  quatrième  x'°—a,y*=a‘bx\ 
d’où  je  tire  une  autre  équation  /4—  bx\  dont  le  lieu 
étant  conftruit  féparément , donnera  par  Ton  interfec- 
tion  avec  celui  de  la  fuppofée  x'—a*y , la  valeur  de 
l’inconnue  x.  Ou  bien  je  prends  l’équation  x*—a'yJ 
dont  j’éleve  chaque  membre  à la  quatrième  puiflànce  j 
&les  multipliant  enfuite  par  x,  j’ai  x'1=a"y^xz=.atb^ 
d’où  je  tue  y*x=.a*b , dont  le  lieu  étant  conftruit  fé- 
parément avec  celui  de  l’équation  x*=a>y>  donnera 
par  fon  mterfeétton  la  valeur  cherchée  de  l’inconnuë  x. 

Soie  i°.  xi'z=za>,,b  qui  lèrt  à trouver  trente  moyennes 
proportionnelles.  Je  multiplie  de  part  8c  d’autre  par  x\ 
afin  d’avoir  xlt=.a'°bx\  dont  la  plus  haute  dimenfion 
36  eft  le  quarré  de  6:  c’eft  pourquoi  faifant  x*=a'y  , 
& prenant  de  part  & d’autre  fa  fixiéme  puiflànce,  j’ai 
xi‘‘z=:aiay*—*''’ibl  d’où  je  tire  dont  le  lieu 

étanc  conftruit  féparément  aved'cclui  de  l'équation  que 
j’ai  prife  d’abord  &é±  a’yt  donnera  par  fon  mterfeâion 
la  valeur  de  l’inconnue  x.  Ou  bien  ayant  pris  comme 
ci-deflùs  l’équation  x*z=a'y , je  l’éleve  à la  cinquième 
puiflànce,  & la  multipliant  enfüite  par  x,  j’ai  x ’ '=  a'y'x 
z=:aiab , ce  qui  donne  y'x^=.a'b.  D’où  l’on  voit  que 
fe  lieu  de  l'équation  x*=ary,  étant  conftruit  féparé- 
ment avec  le  lieu  de  l’autre  équation  y'x=aTb,  don- 
nera la  re/blution  de  l’égalité  proppfee  x,l=zalQb>  de 
forte  que  l’on  peut  choifir  entre  les  deux  lieux  y‘=zbx\ 
ou  y’xzzia'b,  celui  qu'on  jugera  le  plus  Ample.  Il  en 
eft  ainfî  de  cous  les  autres  exemples  qu'on  peut  fe  for- 
mer à plaifir. 

Il  eft  à remarquer  que  fi  la  dimenfion  de  Hnconnug 
x n’étoit  pas  un  nombre  premier  , l’égalité  propofée  fe 
pourroit  toùjours abaiflèr.  Si  l’on  avoir,  par  exemple, 
x’=:a*b>  qui  fe rt  à trouver  huit  moyennes  proportion- 
nelles j on  trouveroit  en  extrayant  de  part  èc  d’autre  la 

racine  cubique  x'=z  \u*b.  Or  afin  que  le  nombre  a*b 
foie  un  cube,  il  n’y  a qu’à  trouver  une  ligne  s^dont  le 
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cube  il=zaab,  ou  ce  qui  eft  la  même  chofo  de  trou- 
ver entre  a &c  b deux  moyennes  proportionnelles } car 
mettant  à la  place  de  aab  fa  valeur  on  aura V=u*V 
ou  de  forte  qu’en  refol  vant  ces  deux  égalités 

£=aab , & enfuite  x,=rf//^qui  ne  font  que  du  troi- 
fiéme  degré  , on  trouvera  la  valeur  de  l’inconuë  x,  qui 
eft  la  première  des  huit  moyennes  proportionnelles  en- 
tre les  extrêmes  a & b.  De  même  fi  l’on  avoitx1^*'^ 
qui  ferr  à trouver  treize  moyennes  proportionnelles,  il 
viendrait  en  extrayant  de  part  & d’autre  la  racine  quar- 
rée  a ?=Lv'a'b.  Or  afin  que  Sa 'b  fbit  ujt  quarré,  il  faut 
trouver  une  ligne  2^ donc  le  quarré  x.x=zab ; car  fub- 
ftituant  à la  place  de  ab,  le  quarré  x. ^ dans  l’égalité 
propofée  , on  aura  xl*=a'* ou  x7  — a‘xj  c’eft  pour- 
quoi il  n’y  aura  qu’à  refoudre  d’abord  l’égalité  au  fé- 
cond degré  z.zj=aby  & enfuite  celle  du  fêptiéme 

On  ^oit  en<$re  réfcarquer  que  cfcs  fortes  d’éga- 
lités qui  fervent  à trouver  des  moyennes  proportion- 
nelles, & dont  la  dimenfion  de  l’inconnug  eft  un  nom- 
bre premier  , n'ont  qu’une  racine  réelle  & toutes  les 
autres  imaginaires  ; dont  la  raifon  eft  qu’il  ne  peut  y 
avoir  qu’une  foule  ligne  qui  foit  la  première  des  moyen- 
nes proportionnelles  cherchées.  . . 

R E M A R QJJ  E. 

Fia.  i*,.  481.  On  peut  refoudre  le  problème  précèdent  par 

le  moyen  d’un  infiniment  géométrique  dont  la  con- 
ftru&ion  eft  telle.  Soient  deux  lignes  indéfinies  AT  Y, 
YZ,  mobiles  autour  du  point  Y , en  forte  qu’elles  fo 
puiffont  ouvrir  & former.  Soit  attachée  à un  point  quel- 
conque fixe  B du  côté  Y A*,  une  perpendiculaire  indé- 
finie B C fur  ce  côté , laquelle  chaffo  devant  elle  f pen- 
dant que  l’angle  XYZ  s’ouvre  ) par  lé  point  C où  elle 
rencontre  l’autre  côté  Y Z , la  perpendiculaire  indé- 
finie je  D fur  ce  dernier  côté  j qui  chaffo  de  même 
* par 
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par  le  point  D où  elle  rencontre  le  côte  J rjr,  la  per- 
pendiculaire indéfinie  DE 5 qui  chaflë  encore  de  meme 
par  le  poinc  E où  elle  rencontre  le  côté  YZ,  la  per- 
pendiculaire indefinie  E F j qui  chafïèra  par  le  point  F 
où  elle  rencontre  le  côté  Y AT,  la  perpendiculaire  F G ; 
qui  chaiTe  encore  par  le  point  G où  elle  rencontre  le 
côté  Y Z , la  perpendiculaire  G H > &c  ainfi  de  fuite  à 
l’infini,  en  augmentant  autant  que  l’on  voudra  le  nom- 
bre  des  perpendiculaires  fur  les  côtés  YAT  Sc  Y Z.  Cela 
fait,  foit  propofë , par  exemple  , de  trouver  quatre 
moyennes  proportionnelles  entre  les  deux  lignes  droi- 
tes données  a te  b.  Ayant  pris  fur  le  côté  Y Z la  par- 
tie Y G quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  a , b , 

Y B , on  ouvrira  le  côté  ^i^de  l’inftrument,  jufqu’à  ce 
que$a  cinquième  perpendiculaire  F G (parce  qu’il  eft 
queftiôn  de  trouver  quatre  moyennes  proportionnelles  ) 
palîè  par  le  poinc  G > fie  alors  les. lignes.  YC , YD,  Y E, 

Y F,  feront  les  quatre  moyennes  proportionnelles  entre 
les  extrêmes  Y B , YGi  fie  partant  la  quatrième  pro- 
portionnelle aux  trois  lignes  YB,  YC , a fera  la  pre- 
mière des  quatre  moyennes  proportionnelles  deman- 
dées. 

Car  les  triangles  re&angles  YBC,  YCD,  YD  E, 

Y EF , Y F G,  étant  tous  femblables;  leurs  côtés  Y B , 

YC,  Y D , Y E,  Y E,  Y G , feront  en  progreflîon  géomé- 
trique continue.  Donc  fiée. 

Il  eft  clair  que  pendant  cjue  l'angle  BT  Y Z s’ouvre  de 
plus  en  plus , le  point  B décrit  un  arc  de  cercle  A B i 
fie  que  les  interfèdions  continuelles  D , F , Fi , des  per- 

{>endiculaires  CD,  EF,  GH,  fur  le  côté  Y Z,  avec 
'autre  côté  Y A",  décrivent  des  lignes  courbes  AD , 
AF,  AH,  qui  fervent  à trouver  autant  de  moyennes 
proportionnelles  qu’on  voudra.  Car  fi  l’on  décrit,  par 
exemple , du  diamètre  Y E un  demi  cercle  , il  coupera 
la  courbe  A D en  un  point  D , tel  que  YD  eft  la  fécon- 
dé des  deux  moyennes  proportionnelles , entre  les  ex- 
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trcmes  j y B ou  y A & YEi  & de  meme  fi  l’on  décrit  un 
demi  cercle  du  diamètre  YG,  il  coupera  la  ligne  cour- 
be AF  en  un  point  F , tel  que  Y F eft  la  derniere  des 
quatre  moyennes  proportionnelles  entre  Y A & Y G &c. 
Sur  quoi  il  eft  à propos  de  remarquer  que  la  ligne 
courbe  AB  eft  du  quatrième  degré;  la  ligne  courbe 
AF  du  huitième  ; la  courbe  AH  du  feiziéme  &C;  ce 
que  je  prouve  ainfi. 

Soienc  i°  les  inconnues  & indéterminées  YC—x, 
CD=y , YD=^,  & la  connue  YA  ou  YB  — a,  on 
aura  à caufe  des  triangles  redangles  femblables  YC  D, 

YBC , cette  équation  Y B (a)  = ” , & à caufe  du 
triangle  re&angle  YCD  cette  autre yy-\-xx=xï^, 
dans  laquelle  mettant  à la  place  de  ^fa  valeur  "trou- 
vée par  le  moyen  de  la  première  équation , il  vient 
aayy—x'—axx x , ce  qui  fait  voir  que  la  courbe 
^fleft  un  lieu  du  quatrième  degré.  Soient  ie  les  in- 
connues & indéterminées  YE=x,  EF—y,  vv~ * 
& la  connue  Y A ou  YB=zai  on  aura  à caufe  des 
triangles  reâangles  femblables  YFE,  Y ED,  YBC , 

YCB,  cette  équation  Y B & à caufe  du 

triangle  redangle  Y EF  cette  autre  ;;H-xr=v, 
dans  laquelle  taifànt  évanoüir  l’inconnue  par  le 
moyen  de  la  première  équation  ,«&  ôtant  les  incom- 
menfurables,  on  trouve  aay‘— ^-^anx  xy'—Yyaax'yy 
— \-aaxt=x*i  d’où  l’on  voit  que  la  courbe  A F eft  un 
lieu  du  huitième  degré.  On  prouvera  de  même  que 
la  courbe  A H eft  un  lieu  du  feiziéme  degré  &c. 

Maintenant  puifque  félon  l’exemple  on  peut  trou- 
ver deux  moyennes  proportionnelles,  en  n’employant 
que  deux  lignes  du  fécond  degré  ; quatre  moyennes 
proportionnelles  , en  fe  fervant  d’un  lieu  du  fécond 
degré , & d un  autre  du  troifiéme  ; au  lieu  qu’ici  il 
faut  dans  le  premier  cas  un  heu  du  quatrième , qui 
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eft  la  ligne  AD,  & un  lieu  du  fécond  qui  eft  le  cer- 
cle YD  E ; & dans  le  fécond  un  lieu  du  huitième , Ica. 
voir;  la  ligne  courbe  AF , & un  lieu  du  fécond,  Ra- 
voir'le  cercle  YFG:  il  s’enfuit  que  ces  lignes  cour- 
bes AD,  AF,  AH. , font  beaucoup  trop  compofées 

(tour  refoudre  ce  Problème.  Cependant  la  facilité  de 
a conftru&ion,  & de  la  démonftration , récompenfe 
en  quelque  forte  ce  deffaut. 


FIN. 


FAUTES  A CORRIGER. 

P Ave  137,  à la  marre  de  P Art.  104 , au  lieu  de  Fig.  ioo. 
iii.  lifex^  Fiç.  110.  ni. 

Pag.  148  , kg.  9,  au  lieu  de  CL,  CK. 

Par.  115,  //g.  dem.  lignes,  lifet^,  fignes. 

Pag.  163 , lig.  1 , au  lieu  de  Exemple  II.  lifcz^  Exem- 

PLB  VI» 

Pag.  164,  vis  à vis  de  la  lig.  14,  i A*  marge,  au  lieu  de. 
Art.  187,  /^,Art.ij7. 

Pag.  19  j,/*r/«</ftf,CoR.OLLAiB.E,  lifls(_.  Corollaire  II. 
Pag.  3x0 ,lig.  î,  au  lieu  de  , 389  , lifex^,  398. 

Pag.  311 , lig.  16 , conftruire,  kfeg_,  trouver. 

Par.  34 S,  au  lieu  de,  Fig.  334.  lift**  Fig.  134. 
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LOUIS  par  la'Grace  de  Dieu  Roy  de  Franc» 
et  de  Navarre:  A nos  amez  6c  féaux  Confeillers  les 
Gens  tenans  nos  Cours  de  Parlement , Maîtres  des  Requêtes  ordi- 
naires de  nôtre  Hôtel  , Grand  Confcil , Prévôt  de  Paris  , Baillifs, 

Sénéchaux  , leurs  Lieutenans  Civils  , 5c  autres  nos  Jufticiers  qu’il 
appartiendra  : Salut.  Nôtre  Academie  Royale  des  Sciences  Nous 
ayant  trés-humblement  fait  exposer  , que  depuis  qu’il  Nous  a plû 
luy  donner  par  un  Reglement  nouveau  de  nouvelles  marques  de 
nôtre  affèttion , Elle  s’eft  appliquée  avec  plus  de  foin  à cultiver  le* 

Sciences  qui  font  l’objet  de  fes  exercices  ; enforte  qu’outre  les  Ou- 
vrages qu’EUe  a déjà  donnez  au  public , Elle  feroit  en  état  d’en  pro- 
duire encore  d'autres  , s’il  Nous  plaifoic  luy  accorder  de  nouvelle* 

Lettres  de  Privilège , attendu  que  celles  que  Nous  luy  avons  accor- 
dées en  datte  du  6.  Avril  1699.  n’ayant  point  de  tems  limité  , ont 
été  déclarées  nulles  par  un  Arreft  de  nôtre  Confeil  d’Etat  du  rj.  du 
mois  d'Aouft  dernier.  Et  délirant  donner  à ladite  Academie  en  • 
corps,  6c  en  particulier  à chacun  de  ceux  qui  la  compofent , toute* 
les  facilitez  6c  les  moyens  qui  peuvent  contribuer  à rendre  Leurs  tra- 
vaux utiles  au  public  -,  Nous  avons  permis  & permettons  par  ces 
Prefentes  à ladite  Academie  , de  faire  imprimer , vendre  & débiter 
dans  tous  les  lieux  de  nôtre  obéïflance  , par  tel  Imprimeur  qu’Elle 
voudra  choilîr,  en  telle  forme , marge , cara&ere , & autant  de  fois 
que  bon  luy  lemblera  : Toutes  les  Recherches  ou  Obfervations  jour- 
nalières , C r Relations  annuelles  de  tout  ce  qui  aura  été  fait  dans  tes 
uljlcmblies  de  f yicademie  Royale  des  Sciences  ; comme  aulïï  les  Ou - 
vrages , Mémoires  ou  Traitée  de  chacun  des  particuliers  qui  la  com- 
pofent , & généralement  tout  ce  que  ladite  Academie  voudra  faire  • 

paroître  fous  fon  nom,  lorfqu  après  avoir  examiné  & approuvé  lef- 
dits  Ouvrages  aux  termes  de  l’article  xxx.  dudit  Reglement , elle 
les  jugera  dignes  d’être  imprimez  : 5c  ce  pendant  le  tems  de  dix 
années  conlêctitives  , à compter  du  jour  de  la  datte  defdites  Pre- 
fentes.  Faifons  trés-expreflès  deffènlcs  à tous  Imprimeurs  , Librai- 
res , & à toutes  fortes  de  perfbnnes  de  quelque  qualité  & condition 
que  ce  /oit , d’imprimer  , faire  imprimer  en  tout  ni  en  partie,  au- 
cun des  Ouvrages  imprimez  par  l’Imprimeur  de  ladite  Academie  j 
comme  aulïi  d’en  introduire  , vendre  6c  débiter  d’impreflïon  étran- 
gère dans  nôtre  Royaume  fans  le  contentement  par  écrit  de  ladite 
Academie  ou  de  fes  ayans  caufe  , à peine  contre  chacun  des  contre- 
venans  de  confiscation  des  Exemplaires  contrefaits  au  profit  de  fon- 
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dit  Imprimeur , de  trois  mille  livres  d’amende, dont  un  tiers  à l’Hô- 
tel-Dieu  de  Paris  , un  tiers  audit  Imprimeur,  Sc  l’autre  tiers  au  Dé- 
nonciateur , & de  tous  dépens , dommages  Sc  interefts  : à condition 
que  ces  Prefentes  feront  enregiflrées  tout  au  long  fur  le  Regiftre  de 
la  Communauté  des  Imprimeurs-Libraires  de  Paris , & ce  dans  trois 
mois  de  ce  jour  : Que  l'impreflion  de  chacun  defdits  Ouvrages  fera 
faite  dans  nôtre  Royaume  5e  non  ailleurs , & ce  en  bon  papier  & 
en  beaux  caraâfKs , conformement  aux  Reglemens  de  la  Librairie; 
Sc  qu’avant  qiiWe  les  expofer  en  vente  il  en  fera  mis  de  chacun 
deux  Exemplaires  dans  nôtre  Bibliothèque  publique  , un  dans  celle 
de  nôtre  Château  du  Louvre,  fie  un  dans  celle  de  nôtre  très-cher 
fie  féal  Chevalier  Chancelier  de  France  le  fleur  Phelyppeaux  Comte 
de  Pontchartrain  Commandeur  de  nos  Ordres  , le  tout  à peine  de 
nullité  des  Prefentes  ; du  contenu  defquelles  Vous  mandons  Sc  en- 
joignons de  faire  jouir  ladite  Academie  ou  fes  ayans  caufe  pleine- 
ment & paiflblcment , fans  fouffrir  qu’il  leur  foit  fait  aucun  trou- 
ble ou  empêchemens.  Voulons  que  la  copie  defdites  Prefentes  qui 
fera  imprimée  au  commencement  ou  à la  fin  defdits  Ouvrages  loir 
tenue  pour  dûëmcnt  lignifiée , 8c  qu'aux  copies  collationnées  par 
L’un  de  nos  atnez  Sc  féaux  Confeillers  Sc  Secrétaires  foy  foit  ajoutée 
comme  à l’original  : Commandons  au  premier  nôtre  Huillïer  ou 
Sergent  de  faire  pour  l’execution  d'icelles  tous  adles  requis  Sc  ne- 
ccflaires  fans  autre  permiflîon  , Sc  nonob fiant  Clameur  de  Haro , 
Charrre  Normande  & Lettres  à ce  contraires  : Car  tel  efl  nôtre 
ylaiffr.  Donne’  à Verfailles  le  neuvième  jour  de  Février  , l’an  de 
grâce  mille  fept  cens  quatre  ,Sc  de  nôtre  Régné  le  ioixantc  & uniè- 
me. Par  le  Roy  en  fon  Confeil , Lï  Comte» 

L’Academie  Royale  des  Sciences  par  délibération  du  rj.  Février 
1704.  a cédé  le  prefent  Privilège  à Jean  Boudot  fon  Libraire, 
pour  en  jouir  conformément  au  Traité  fait  par  l’Academie  avec  le- 
dit Boudot  le  rj.Juillec  1*99.  En  foy  de  quoy  j’ay  aligné,  à Paris  ce 
15.  Février  1704.  * 

F ONTENBtLS,  Sécrétoire  de  V Academie 
Ray  ale  des  Sciences. 

Reglflrè  far  le  Livre  de  la  Communauté  des  Libraires  & Impri- 
meurs de  Paris , Numéro  evi  puge  13  fi-  conformément  aux  Reglemens , 
& notamment  à l’Arrtfl  du  Confeil  du  13,  Aouft  dernier.  A Paris, 
« 13.  Février  1704. 

P.  Emut,  Syndic. 
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